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attiré  est  situé  dans  Vintéricur  du  sj^éroide.  Lesattractiens  de  rellipsoide, 
parallèlement  à chaque  aie  » sont  les  mêmes  par  rapport  à tous  les  points 
situés  daus  un  même  plan  perpendiculaire  h cet  axe.  Un  point  placé 
dans  Tintérieur  d'une  couche  elliptique  creuse  est  onalement  attiré  de 

toutes  parts 8 

Intégration  des  formules  précédentes.  Elle  peut  s'effectuer  rigoureusement 
lorsque  retlipsoidc  est  de  révolution  ; dans  les  autres  cas,  on  la  rameue  a 
de  simples  quadratures  , qui  se  réduisent  en  séries  coovoigentes  lorsque 

Tcllipsoide  diÛèrc  peu  de  la  figure  de  la  sphère n^*  9 et  la 

Théorème  important  relatif  aux  attractions  respectives  de  deux  ellipsoïdes 
semblables  et  semblablement  plac<a  sur  les  points  de  leur  surface,  n^  1 1 
Ce  théorème  a lieu  pour  une  loi  d'attraction  quelconque;  conséquences 
qui  en  résultent  par  rapport  à la  sphère.  La  loi  do  la  nature  est  la  seule 
dans  laquelle  une  couche  sphérique  attire  les  points  extérieurs,  comme  si 

toute  sa  masse  était  réunie  à son  centre la 

Utilité  du  même  théorème  pour  ramener  la  détermination  des  attractions 
d'un  ellipsoïde  sur  les  points  eitérieurs  à celle  des  attractions  qu'il  exerce 

sur  les  points  placés  à sa  surface « n»  t3 

Les  attractions  de  deux  ellipwldes  semblablea,  sur  les  points  extérieurs, 
sont  entre  elles  comme  leurs  masses  Les  formules  précédentes  s’appliquent 
au  cas  oê  le  sphéroïde  est  composé  de  couches  eUiptiquos  de  densité  et 
d'ellipticité  variables  du  centre  k la  surface n^>  i4  et  i5 

CHAPITRE  111.  Des  attractions  des  sphéroïdes  tjuelcon^ues. 

Développements  de  ces  attractions  en  séries  convergentes  dans  le  cas  où  le 
point  attiré  est  estérieur  au  sphéroïde  et  dans  le  cas  où  il  est  situé  dans 

rintérieur  de  ce  corps n°*  16  et  17 

Démonstration  de  deux  théorèmes  généraux  relatifs  à une  espece  particu- 
lière de  fonctions  souvent  employées  dans  les  recherches  des  attractions 
des  sphéroïdes  et  dans  celles  des  oscillations  des  fluides  qui  les  rc- 
couvrent |S 
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Simplification  de  ces  formules,  lorsqu’on  prend  pour  origine  des  coor* 

données  le  centre  de  nravité  du  sphéroïde 

Attraction  d'une  couche  à très-peu  près  sphérique,  sur  un  point  placé  dans 
son  intérieur;  condition  pour  que  le  point  soit  paiement  attiré  de  toutes 

parts no  aa 

Expression  des  attractions  des  sphéroïdes  peu  difTèrenls  de  la  sphère,  et 
composés  de  couches  concentriques  d'une  densité  variable  du  centre  à la 

surface n®  a3 

Expression  des  attractions  d*iin  sphéroïde  homocène  ou  hétéro^^ène  peu  dif» 
férent  de  la  sphère,  en  ayant  égard  au  carré  et  aux*puissances  supérieures 

de  son  aplatissement n®  a4 

*Moyen  de  réduire  rexpression  donnée  du  rayon  d*un  sphéroïde  peu  différent 
delà  sphère  il  la  forme  la  plus  appropriée  à la  détermination  de  scs 
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CHAPITRE  IV.  — De  la  figure  d'une  masse  Jluido  homogèney  en  équilibre  et 
douée  d'un  mouvement  de  rotation. 

Équation  générale  de  regiiilibrc  ; elle  est  satisfaite  lorsqu'on  suppose 
à la  masse  fluide  la  figure  d*un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux 

pdles n® 

Il  y a toujours , pour  un  mouvement  de  rotation  donné,  deux  figures  ellip- 
tiques, mais  non  davantar.e,  qui  conviennent  à roqullibre.  Limite  de  la 
duree  de  la  rotation  au  delà  de  laquello  lequilibrc  n’est  plus  possible 
avec  une  fif^ure  elliptique.  L'équilibre  ne  peut  subsister  avec  une  figure 

oHiptiqiic  de  révolution  allongée  vers  les  pôles.. n®  27 

Condition  necessaire  pour  que  IVquilibre  puisse  encore  subsister  avec  une 
figure  elliptique  à irois  axes  inoganx  ; la  disproportion  qui  en  résulte  entre 
les  trnis  aies  de  rellipsoïdc,  fait  que  cette  hypothèse  ne  saurait  convenir  à 

la  figure  des  corps  célestes n® 

pesanteur  à réquateur  est  à la  pesanteur  aux  pôles  comme  le  diamètre 
de  réquoteur  esta  Taxe  des  pèles.  Relation  générale  qui  existe  entre  la 

l>esanteur  et  la  latitude,  à la  surface  de  rellipsoîdc n®*  nq  et  3a 

Pour  nne  même  force  d'impulsion  primitive,  il  iry  a qu'une  seule  ligure 
elliptique  qui  satisfasse  aux  conditions  d’équilibre  d'une  masse  lliitde. 
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celle  d'un  ellipsoïde.  Les  variations  des  rayons  et  celles  des  dcgn*s  du 
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pris  entre  len  limites  - et  en  nommant  q le  rapport  de  la  force  cen- 
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avec  exactitude  son  aplatissement.  On  a trouvé  ainsi  pour  cet  aplatis- 

3a  I 
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SYSTÈME  DE  MONDE. 


MVRE  TROISIÈME. 

THÉORIE  DES  COMÈTES. 

Jusqu’à  la  liu  du  xvil'  siècle  ou  avait  regardé  les 
comètes  comme  des  phénomènes  particuliers  dans  le 
système  du  monde.  Newton  montra  «pi’elles  sont, 
comme  les  planètes,  soumises  aux  lois  de  la  gravita- 
tion universelle;  et  il  rendit  un  éminent  service  à 
l’astronomie  en  les  rattachant  par  ce  lien  au  reste  de 
notre  système  solaire,  et  à la  jdiilosophie  en  dissipant 
pour  jamais  les  vaines  terreurs  qu’inspirait  leur  appa- 
rition. 

La  théorie  des  comètes  peut  se  diviser  en  deux 
points  principaux  : le  premier  a pour  objet  la  détcr- 
miiiatiou  de  leurs  orbites,  d’après  les  données  four- 
nies par  l’observation;  le  second,  celle  des  perturba- 
tions qu’elles  j)euveiit  éprouver  par  l’action  des 
planètes.  Nous  allons  examiner  succ<‘ssivement  dans 
ce  livre  ces  deux  grandes  questions. 

H I 
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CHAPITRE  PRE311ER. 

DÉTERMINATION  APPROCHÉE  DES  ORRITES  DES 
COMÈTES. 


1 . Les  comètes  sont  des  astres  qui  diffèrent  des 
planètes,  non-seulement  par  leurs  apparences  physi- 
ques, mais  encore  par  la  marche  irrégidière  qu’ils 
affectent.  Elles  parcourent  au  hasard  toutes  les  ré- 
gions de  l’espace,  les  unes  dans  un  sens,  les  autres 
dans  la  direction  opposée.  I.es  plans  de  leurs  orbites 
ne  sont  |)lus  compris  dans  une  zone  étroite  de  la 
sphère  céleste;  ils  peuvent  avoir  entre  eux  des  incli- 
naisons quelconques.  Mais  les  comètes  sont,  comme 
les  planètes,  assujetties  à la  loi  de  la  pesanteur  uni- 
verselle, et  elles  décrivent,  on  vertu  de  ce  principe, 
des  courbes  rentrantes,  dont  le  Soleil  occupe  un  des 
foyers.  Probablement,  et  l’analogie  nous  porte  à le 
croire,  les  orbes  des  comètes  sont,  comme  ceux  des 
planètes,  des  courbes  elliptiques;  mais  ces  ellipses 
sont  très-allongées  et  leurs  grands  axes  presque  infinis, 
puisque  nous  n’apercevons  ces  astres  que  dans  une 
partie  de  leur  cours  lorsqu’ils  approchent  du  Soleil, 
et  cpi’ensuite  ils  disparaissent  totalement  de  nos  yeux 
armés  de  tous  les  instruments  que  l’esprit  humain 
inventa  pour  en  prolonger  la  portée.  Ce  ne  serait 
donc  qu'une  question  de  pure  curiosité,  intéressante 
sous  le  point  de  vue  analytique,  mais  peu  importante 
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aux  besoins  (le  l’astroiioinie,  que  celle  qui  aurait  pour 
but  (le  déterminer  les  éléments  de  l’orbite  d’une  co- 
mète, d’après  les  observations  faites  pendant  la  courte 
durée  de  son  apparition,  si  nous  ne  devions  plus  l’a- 
percevoir dans  la  suite,  et  si  elle  avait  abandonné 
pour  toujours  les  limites  de  notre  système  planétaire. 
Mais  il  faut  observer  que  c’est  le  seul  moyen  cpie 
nous  ayons  de  reconnaître  cet  astre,  lor.scpie,  après 
avoir  accompli  sa  révolution,  il  reviendra  vers  le  So- 
leil. 11  ne  faut  pas,  en  effet,  coiujiter  pour  cela  sur  ses 
propriétés  optiques  : l’étendue  du  noyau,  la  cheve- 
lure, la  disposition  de  la  queue, l’éîclat  de  sa  lumière," 
toutes  ces  donnc'-es  varient  à chaque  instant  de  forme, 
de  grandeur  et  d’intensité,  à mesure  c[ue  les  comètes 
a|)prochent  du  Soleil  ou  do  la  Terre,  et  les  circon- 
stances enfin  dans  lescpiellcs  elles  se  trouvent,  chan- 
gent à cbatpie  révolution,  [larce  que  la  matière  si 
rare  (pii  compose  leur  chevelure  et  leur  queue  se  dis- 
sipe graduellement  dans  l’espace. 

C’est  donc  en  comparant  les  (‘léments  de  la  comète 
que  l’on  observe,  à ceux  des  comètes  (pii  ont  été  oli- 
servées  précédemment,  (pie  l’on  peut  s’assurer  si  cet 
astre  apparaît,  en  effet,  pour  la  première  fois,  ou  si 
ce  n’est  qu’une  comète  d(*jà  connue  qui  revient  à son 
périhélie.  Il  devient  donc  indispensable  de  calculer 
ses  éléments.  Newton  le  premier,  dans  son  admirable 
ouvrage  des  Principes,  a donné  une  solution  de  ce 
problème,  fondée  sur  des  considérations  géométri- 
ques très-ingénieuses.  Halley,  par  des  calculs  im- 
menses, l’applicpia  à toutes  les  comètes  connues  de 
son  temps.  Ce  travail  iiorta  son  fruit,  et  ce  grand  as- 
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troiioinc  iTcomml  le  premier  l’ideiUilé  des  comètes 
observées  en  i45G,  i53i,  1G07  et  1682;  résultat  im- 
portant, et  cpii  valut  un  nouveau  triomphe  à la  théo- 
rie de  la  pesanteur  univeiselle,  en  montrant  que  la 
marche  des  comètes^  si  irrégulière  en  apparence,  est 
aussi  certaine  que  celle  des  planètes,  et  en  mettant  les 
géomètres  à même  de  suivre  le  cours  et  de  prédire 
les  retours  futurs  de  ces  astres,  qu’on  avait  regardés 
jns(|ue-là  comme  des  jjhénomèncs  à part  et  en  dehors 
de  toutes  les  lois  cpii,régissent  les  autres  corps  du  sys- 
tème du  monde. 

* I.a  question  (jiie  nous  allons  traiter  intéresse  donc 
non-seulement  les  géoinètres  comme  un  bel  exercice 
d’analyse,  mais  encore  les  astronomes  comme  un 
point  de  théorie  qui  peut  avoir  d’importantes  appli- 
cations. Aussi  beaucoup  d’entre  eux  en  ont  fait  l’ob- 
jet de  leurs  méditations,  et  nous  avons  aujourd’hui, 
pour  résoudre  ce  prol)lème,  plusieurs  méthodes  qui 
conduisent,  par  des  voies  différentes,  à des  résultats 
également  satisfaisants.  (]elle  que  nous  allons  cx|ioser 
ici  a l’avantage  de  se  plier,  avec  la  plus  grande  faci- 
lité, aux  calculs  numéri([ues  et  de  conduire  par  des 
approximations  successives  aux  résultats  les  plus 
exacts  peut-être  «pie  la  question  puisse  comporter. 
Elle  dérive  assez  simplement  des  formules  données 
par  Lagrange,  qui  le  premier  a traité  cette  question 
d’une  manière  purement  analytique  ; mais  elle  a l’a- 
vantage d’éviter  les  principaux  inconvénients  que  piv- 
sentait,  dans  les  applications  numériques,  la  méthode 
«lonnée  par  ce  grand  géomètre  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  pour  1 778,  et  qu’il  a rejirodnite  ensuite  dans  le 
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secolul  voliuiit;  de  la  Mécanitjue  aiutljlique;  ineonvé- 
iiionts  qu’il  durait  sans  doute  reconnus  lui-mèine,  s’il 
eût  pris  le  soin  d’appliquer  ses  formules  à la  délermi- 
nalion  de  l’orbite  de  quelque  comète  connue. 

On  sait  qu’il  suffit,  en  général,  de  trois  observa- 
tions pour  déterminer  toutes  les  circonstances  du 
mouvement  d’une  comète.  Cette  question  est  même 
susceptible  d’une  solution  rigoureuse;  mais  les  éipia- 
tions  finales  auxquelles  elle  conduit,  sont  tellement 
compliquées  et  d’un  degré  si  élevé,  qu’il  serait  abso- 
lument impossible  d’en  faire  usage:  aussi  a-t-on  pris 
le  parti  de  recourir  aux  méthodes  d’approximation. 
Celle  qu’on  a généralement  adoptée,  est  fondée  sur  la 
sup|)osition  que  les  observations  qu’on  emploie  sont 
j)eu  éloignées  l’ime  de  l’autre,  ce  qui  jiermet  de  ti  ai- 
ler  comme  de  très-petites  quantités  les  intervalles  <le 
temps  qui  les  séparent.  On  peut  alors,  au  moyen  de 
trois  longitudes  et  de  trois  latitudes  obsei'vées,  déter- 
miner tous  les  éléments  de  l’orbite,  savoir  : V excen- 
tricité, la  longitude  du  périhélie  et  celle  de  l’épocfue, 
Vi/iclinaison,\d  longitude  du  nœud  et  \e  grand  axe.  0‘ 
dorni«T  élément  est  le  seid  <pii  puisse  laisser  de  l’incer- 
titude, parce  qu’il  faudrait,  pour  le  déterminer  exac- 
tement, connaître  la  durée  d’une  révolution  de  la  co- 
mète, ce  qu’on  ignore  ])resqiie  toujours;  maison  j)eut 
remarquer  que,  lorsque  la  comète  est  [)rès  de  son  pé- 
rihélie, et  c’est  alors  seulement  ([iie  nous  l’apercevons, 
l’elli[)se  (pi’elle  décrit  se  conibnd  sensiblement  avec, 
la  parabole  qui  a son  sommet  en  ce  point  et  qui  est 
décrite  du  même  foyer;  en  sorte  que  le  momement 
a|)parent  de  l’astre  et  les  résultats  de  l’observation 
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sont  les  mêmes  (|iie  s’il  avait  lieu  sur  cette  courbe.  On 
suppose  par  cette  raison,  pour  faciliter  le  calcul  des 
éléments,  que  l’orbile  est  parabolùpie.  La  solution 
du  problème  contient  alors  une  équation  de  plus 
que  d’inconnues,  et  l’on  peut  en  profiter  pour  choi- 
sir, entre  les  diverses  combinaisons  de  ces  équations, 
celle  qui  doit  condiiire  à des  résultats  plus  exacts. 
Lorsqu’on  est  parvenu,  de  cette  manière,  à une  pre- 
mière connaissance  approchée  de  l’orbite,  en  em- 
ployant trois  nouvelles  observations  séparées  par  des 
intervalles  de  temps  plus  considérables,  on  rectifie  les 
éléments  que  l’on  a obtenus,  de  manière  à satisfaire  le  , 
])lus  exactement  possible  à l’ensemble  des  observa- 
tions connues.  Plusieurs  méthodes  analytiques  ont  été 
imaginées  dans  ce  but;  mais  comme  il  s’agit  ici  d’une 
application  numérique  bien  plus  que  d’une  question 
théorique,  nous  avons  préféré  à des  méthodes  plus  sa- 
vantes celle  qui,  à l’exactitude  et  à la  simplicité,  nous 
a paru  réunir  l’avantage  d’éviter  les  longueurs  de  cal- 
cul et  la  perte  de  temps  que  les  recherches  de  ce  genre 
occasionnaient  trop  souvent  aux  astronomes. 

Après  ces  notions  nécessaires  sur  la  solution  géné- 
rale du  problème,  nous  allons  en  développer  l’ana- 
lyse; nous  donnerons  ensuite  des  exemples  numéri- 
ques, qui  faciliteront  l’application  de  la  méthode  (pie 
nous  nous  proposons  d’exposer  ici. 

2.  Soient  zles  coordonnées  de  la  comète  dans 
son  orbite  autour  du  .Soleil,  rapportées  à un  plan  fixe 
(pie  nous  supposerons  être  celui  de  l’éclipticpie.  Soit 
r—  y x'-t-  sa  distance  au  .Soleil. 
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Soient  X et  Y les  coordonnées  de  la  Terre  dans 
l’écliptique,  et  R = v'X'*  4-  Y * sa  distance  au  Soleil  ou 
son  rayon  vecteur. 

Enfin,  désignons  par  rj,  Ç les  trois  coordonnées 
cte  la  comète  rapportées  à trois  axes  rectangulaires 
passant  par  le  centre  de  la  Terre,  en  sorte  qu’on  ait 

a:=X-f-?,  7=Y  + >j,  z = Ç.  (i) 

Pour  transformer  les  coordonnées  x,  /,  z en  coordon- 
nées polaires  comparables  aux  données  fournies  par 
l’observation,  soit  a la  longitude  géocentrique  de  la 
comète,  b sa  latitude  et  p sa  distance  au  centre  de  la 
Terre  projetée  sur  le  plan  de  l’écliptique,  enfin  soit  A 
la  longitude  de  la  Terre  dans  le  même  instant;  il  est 
aisé  de  voir  qu’on  aura 

X=RcosA,  Y==RsinA,  ^z=pcosa, 

Yi  = psma,  Ç = ptang6. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (i)  donne- 
ront: 

ar  = R cos  A -+-  p cos  a,  j 
^ = R sin  A -f-'  (5  sin  a,  > ( a ) 

Z = p tangi.  ; 

Chaque  observation  fournira  trois  équations  sem- 
blables. Si  l’on  ajoute  ensemble  les  carrés  de  ces  équa- 
tions, on  en  tire 

p»=  R»-t- apRcos(A  - rt)+ (3) 
équation  qui  résidte  d’ailleurs  directement  de  la 
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considération  dn  triangle  rectiligne  formé  par  les 
droites  qtii  joignent  le  Soleil,  la  comète  et  la  Terre. 
En  elTet,  si  l’on  nomme  c l’angle  compris  entre  le  So- 
leil et  la  comète,  on  ce  que  les  astronomes  ap])cllent 

son  élongntion,  K et  seront  les  côtés  qui  com*- 

prennent  cet  angle,  et  r le  côté  ojiposé.  On  aura 
donc 


Or,  l’angle  c a pour  mesure  l’hypoténuse  d’nn  tri- 
angle sphérique  rectangle  dont  b et  i8o“— A-Urt 
sont  les  deux  antres  côtés,  ce  qui  donne 

cosc  = — cos  ( A — a)  cash, 

et  les  deux  valeurs  de  sont  par  conséquent  iden- 
tiques. 

Les  observations  font  connaître  les  deux  angles  a i 
et  h ; l’angle  A et  le  rayon  H se  calculent  par  les  Ta- 
bles du  Soleil.  Ta*s  équations  (a)  renferment  donc  en- 
core quatre  inconnues  .r,  jr^  z et  js,  et  ne  peuvent 
suffire  par  conséquent  pour  les  déterminer.  Il  faut, 
pour  y parvenir,  faire  quelque  hypothèse  sur  la  na- 
ture de  l’orbite  que  décrit  la. comète:  la  plus  simple 
est  de  supposer  que  cette  courbe  est  une  parabole. 
Oans  ce  cas,  comme  dans  celui  du  mouvement  ellip- 
tique, on  peut  (n“52,  livre  II)  exprimer  les  coor- 
données de  la  comète,  relatives  à des  observations 
séparées  par  des  intervalles  peu  considérables , en 
séries  ordonnées  par  rapport  au  temps  et  ne  dépen- 
dant que  de  six  quantités  supposées  connues,  qui 
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sont  les  trois  coordonnées  de  la  comète  à une  p[)0(jiie 
déterminée,  et  les  trois  coefficients  différentiels  de 
ces  coordonnées.  Si  l’on  sidjstitne  ces  valeurs  dans  les 
équations  (a),  elles  renfermeront  sept  inconnues,  sa- 
voir, les  six  quantités  dont  nous  venons  de  parler  et 
l’indéterminée  p;  mais  chaque  observation  donnant 
trois  équations  semblables,  si  l’on  choisit  trois  ob- 
servations faites  à des  intervalles  de  temps  connus,  il 
est  clair  que  les  neuf  équations  qui  en  résulteront, 
ne  renfermeront  plus  que  neuf  inconnues  et  suffiront 
par  conséquent  pour  en  déterminer  la  valeur.  On 
aura  même,  en  y joignant  l’équation  relative  au  mou- 
vement dans  la  parabole,  une  équation  de  plus  que 
d’inconnues,  et  le  problème  avec  ces  données  pourra 
être!  complètement  résolu. 

Prenons  donc  trois  observations  séparées  par  des 
intervalles  de  temps  6 et  6',  assez  courts  pour  que  les 
séries  (À)  du  n"  52,  livre  II,  soient  convergentes.  Pre- 
nons pour  l’époque  d’où  nous  comptons  le  temps  t, 
et  qu’on  est  libre  de  choisir  arbitrairement,  celle  qui 
répond  à l’observation  moyenne.  Désignons  par  Jc, 
jr,  Z les  coordonnées  de  la  comète  à cet  instant,  rap- 
portées au  centre  du  Soleil,  et  par  jr,  = 

Z,  = ^ leurs  trois  coefficients  différentiels.  Désignons 

par  x°,  z°  les  coordonnées  de  la  comète  qui  ré- 
pondent à l’époque  t = — 0 de  l’observation  qui  a 
précédé,  et  par  x',y\  z'  celles  (pii  répondent  à l’époque 
t = 0'  de  l’observation  suivante.  Si  l’on  développe 
par  la  méthode  du  numéro  cité,  ces  six  ([uaulités  sui- 
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vaut  les  puissances  de  9 et  de  6\  on  aura,  pour  les  dé- 
terminer, des  expressions  de  cette  forme  : 

a''=  vj: -t- uj:,,  x' = \' x v' x^, 

y = yjr  ^ VJ„  y = \'j  + v'j,, 

Z®  =r  VZ  -4-  U Z,,  z'  = v'  Z U'z  . 

Les  lettres  v,  u,  v',  u'  expriment  des  fonctions  or- 
données par  rapport  aux  puissances  de  6 et  de  9', 
qui  renferment  en  outre  le  rayon  r et  les  quantités 

s = ^ ^ relatifs  à l’époque  où  l’on  compte  t=o. 

Les  valeurs  de  v,  u,  v',  u'  se  déterminent  en  faisant 
successivement  t = — 9 et  t = 9'  dans  les  fonctions 
que  nous  avons  représentées  par  V et  U dans  le  n®  32, 
livre  II. 

3.  Cela  posé,  soient  a°,  a,  a'  les  trois  longitudes 
géocentriques  de  la  comète,  A®,  b,  A' ses  trois  latitudes, 
et  (5®,  p,  p'  les  distances  de  la  comète  à la  Terre,  pro- 
jetées sur  le  plan  de  l’écliptique,  dans  chacune  des 
trois  observations.  Soient  de  plus  A®,  A,  A'  les  trois 
longitudes  héliocentriques  de  la  Terre,  c’est-à-dire  vues 
du  centre  du  Soleil,  R®,  R,  R'  ses  trois  rayons  vec- 
teurs correspondants,  et  enfin  X®,  Y®,  X,  Y,  X',  Y'  ses 
coordonnées  rapportées  au  centre  du  Soleil  et  rela- 
tives aux  memes  instants,  en  sorte  qu’on  ait 

X®  = R®  cos  A®,  X = R cos  A , X'  = R'  cos  A', 

Y®  = R®  sin  A®,  Y = R sin  A,  Y'  = R'  sin  A'. 

Les  équations  (a)  donneront  pour  les  trois  obser- 
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valions  faites  aux  époques  où  l’on  compte  i = o, 

/ = — Q et  i = 6 le  système  d’équations  suivant  : 

Pour  la  première  époque  : 

JC  = Y P cos  a,  j 

r = Y 4-  P sinrt,  (a) 

Z = P tang/j.  I 

Pour  la  deuxième  : 

V .r  4-  U JT,  = X”  -f-  p°  cosa",  \ 

U J,  = Y"  4-  p”  shia°,  > {b) 
vz*4-  uz,  = p"  tangi®.  ) 

Pour  la  troisième  : 

v'x  4-  v'x^  = X'  4-  p'  COSrt',  I 
\'jr  + u'jr  =:  Y'  4-  p'  sinfl',  (c) 
v'z4-u'z,  = p'tangi»'.  1 

Il  ne  s’agit  plus  que  d’éliminer  entre  ces  neuf  équa- 
tions les  inconnues  qu’elles  renferment,  jiour  avoir 
les  valeurs  des  quantités  (jui  sont  nécessaires  à la 
détermination  de  l’orbite  de  la  comète.  Or,  nous 
avons  vu,  n”  34,  livre  II,  qu’il  suffisait  pour  cela  de 
connaître  les  trois  distances  accourcies  p",  p,  p'  et  les 
trois  ravous  vecteurs  correspondants  r°,  t\  d.  En  éli- 
minant donc,  des  neuf  équations  précédentes,  les  six 
inconnues  x,  z,  x,,  z„  on  parviendra  à trois 
■équations  finales  entre  p",  p et  p'  au  moyen  desquelles 
on  déterminera  leurs  valeurs.  Celles  de  /",  ret  se- 
ront données  respectivement  jiar  une  équation  sem- 
blable à l’équation  (3),  que  fournira  chacune  des  trois 
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observations,  et  l’on  |Jourra,  jiar  conséquent,  résoudre 
ainsi  coniplétcmenl  la  question. 

Pour  effectuer  l’élimina  tion  précédente  de  la  manière 
la  plus  simple,  on  commencera  par  faire  disparaître 
des  équations  (6)  et  (c)  les  trois  coefficients  différen- 
tielsx  ,7',,  Z , et  l’on  remplacera  ensuite  dans  les  équa- 
tions résultantes  les  coordonnées  x^jr,  z par  leurs  va- 
leurs tirées  des  équations  (rt),  en  faisant  vu'— v'u=n'', 
et  en  supposant,  pour  abréger, 

X'ü  - X“u'  -t-  Xu"  = L ; \'u  - Y"u'  -t-  Vu"  = L' . 

On  trouvera  ainsi  les  trois  équations  suivantes: 

u'/i"  cos  a°—  U p'  cos  n'  — u"p  cos  a = L , . 

V'  p°  sin  a°  — vp'  sin  n'  — v" p sin  a = L',  ( 'J) 
u'j5"tangi“  — U p'  tang//—  ü"p  tang/i  = o.  ' 

Ces  équations  sont  les  formules  principales  sur  les- 
quelles est  fondée  la  solution  de  la  question  cpii  nous 
occupe.  Si  ces  équations  étaient  rigoureuses,  elles 
Ciinduiraient,  de  tpielque  manière  qu’on  les  cond)i- 
iiAt,  à des  résultats  également  e.xacts,  mais  plusieurs 
des  quantités  qu’elles  l enferinent  ne  peuvent  être  dé- 
terminées numériquement  cpie  par  approximation,  et 
celles  (pii  dépendent  des  données  de  l’observation 
participent  des  erreurs  dont  ces  observations  sont  sus- 
ceptibU's;  il  faudra  donc  avoir  égard  à C(‘s  circon- 
stanci’sdans  l’usage  <pie  l’on  fera  desécpiations  précé- 
dentes, et  l’on  verra  cpi’elles  doivent  être  combinées 
avec  beaucoup  de  discernement,  pour  que  les  résultats 
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([u'oil  en  lire  ofïreiil  Ifnijours  dans  la  pratique  des 
garanties  suffisantes  d'exactitude. 

• 

4 Nous  avons  dit,  n“  2,  que  les  valeurs  des  quatre 
quantités  v,  U,  v',  u'  pouvaient  se  développer  en 
séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes du  temps,  et  qui  renferment  de  plus  les  trois 

indéterminées  r,  j ^ et  Il  faut  donc  connaître 

préalablement  les  valeurs  de  ces  trois  tpianlités  avant 
de  pouvoir  faire  usage  des  formules  précédentes,  ür 
la  première  peut  aisément  se  déterminer  au  moyen 
de  l’équation  (3)  du  n°  2.  En  effet,  si  dans  cette 
équation  on  substitue  pour  jü  sa  valeur  dontiée  par  l’é- 
limination  de  p"  et  p'  dans  les  équations  (4),  l’équation 
résultante,  en  la  résolvant,  fera  connaître  la  valeur  de 
rinconnue  r en  fonction  des  deux  autres  indétermi- 
nées s et  y'-  Quant  à CCS  deux  dernières  quantités  nous 

donnerons  le  moyen  de  faire  disparaître  la  première 
de  ces  fornudes,  et  la  seconde  n’y  sera  pas  introduite 
par  la  substitution  des  valeurs  de  v,  u,  v',  u',  lorsqu’on 
ne  poussera  les  approximations  cpic  jusqu’aux  carrés 
du  temps,  ce  qui  suffira  dans  presque  toutes  les  circon- 
stances. Nous  pouvons  donc  ne  pas  nous  en  occuper 
pour  le  moment,  et  regarder  les  valeurs  des  trois  in- 
connues fi°,  p,  p'  comme  complètement  déterminées, 
en  fonction  dequantités  toutes  connues,  au  moyen  des 
équations  (4). 

O.  Pour  développer  ces  écpiations  reprenons  les  va- 
leurs de  V et  U données,  n”  52,  livre  11. 
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Kn  no  portant  l'approximation  que  jusqu’aux  qua- 
trièmes puissances  du  temps  t,  on  a 


V = I — 


2r* 


^=^-67 


St' 

2/-’ 

St' 

4'^' 


/ds 

\Jt' 


3rj  8r>  I 


(m) 


En  faisant  successivement  / = — 6 et  < = ô',  on 
aura  les  valeurs  des  (piantités  que  nous  avons  repré- 
sentées par  V,  ü,  v',  u'.  On  trouve  ainsi,  en  rejetant 
les  termes  inutiles, 


0>  f0> 

V = I -, 

•ir'  T.r' 


V = I — 


6' 


j6'> 


, 0»  .«()■» 
U = — 6 -h  ^ -H  - — ■ , 
or'  l^r' 


ir'  2 r‘  ’ 

0'^  .«0'< 
4?' 


et  comme  u"=  vu'  — v'u,  on  aura 

u-=  «■+!!-  i.»' 

(lr‘  4r'  ' '' 


Pour  donner  à nos  formules  toute  la  simplicité 
(prelles  sont  susceptibles  d’acquérir,  il  convient 
d’exprimer  les  coordonnées  X“,  Y“,  X',  Y'  de  la  Terre, 
qui  se  rapportent  aux  observations  extrêmes,  en  fonc- 
tion du  temps  et  des  coordonnées  X,  Y'  relatives  à 
répo([ue  où  l’on  compte  t z=  o.  Nous  supposerons 
donc 

X“  = VX  UX, , X'  = V'X  + U'X,, 

Y“=  VY  -f-  L Y, , Y'  = V'Y  + L'Y,, 

en  faisant,  pour  abréger,  X,=  Y,  = et  en  dé- 
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signant  par  V,  U,  V',  U'  des  fonctions  senjblables  à 
celles  que  nous  avons  nommées  v,  u,  u'  et  qu’on 
obtiendra  en  faisant  successivement  t = — 6,  t = 6' 
dans  les  équations  (m),  après  y avoir  changé  ren  R et 
j«n  S.  On  aura  ainsi 


0>  S0* 

S0'> 

\ = I — 

-f- 

~ ‘ “ âT’  ^ 2R>’ 

2 R» 

2 R* 

. 0>  S0‘ 

S'* 

S0'‘ 

u = — 6 -t-  gp  -t-  pg’ 

U'  = C’-55p 

4- 

4R‘' 

Si  l’on  remplace  X®,  X',  Y®,  Y'  par  leurs  valeurs  pré- 
cédentes dans  les  expressions  de  L et  L'  (n°  3),  elles 
deviennent 

L =(d''-ü")X-U:X,, 
L'=(u"-U")  y-u;y,, 

en  faisant,  pour  abréger, 


U"=Vu'  — V'u,  0”=  Uu' — U'u; 

or,  en  vertu  des  valeurs  de  V,  V%  U,  U',  u,  u',  on 
trouve 


2R^ 


6O'{O'>-0’)  / I 

— 6 R7’ 

et,  par  suite, 

„ 09'(G'  + 0)/i  i\  6Q'(Q'--6M  ?_V 

U ^ ^ V'"  W 
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Si  l’on  suppose  donc,  pour  simplifier  les  fonnules, 


W; 


68'(0'-|-O) 


on  aura,  aux  quantités 'près  du  cinquième  ordre  que 
nous  négligeons. 


I.  - w ^ 


0'  — 8, 


0’ 


Y + 


6' -6^,  '' 


Y-,)' 


bu  bien,  en  nommant  R,  et  A,  les  valeurs  du  rayon 
vecteur  et  de  la  longitude  de  la  Terre,  relatives  à l’ob- 
, . fl'— 0 

servatioii  correspondante  au  tem|)s  y ^ ^3~”’  *^1"* 


tient  le  milieu  entre  les  temps  j — 0,j  et  j-]r0'  des 
trois  observations  données,  et  en  remarquant  qu’oii 
pcnl  supposer  ici,  aux  quantités  près  que  nous  négli-  , 
geous, 

R,  cosA,  = X -+-  —J—  X,, 

R^  siu  A,  = Y H ^ — Y,, 

on  aura  simplement 


Tj  = \v  R,  cos  A,,  U = w R,  sin  A,. 

(î.  Reprenons  maintenant  les  trois  formides  (4) 
auxquelles  nous  sommes  parvenu  dans  le  n"  5 ; si  l’on 
y substitue  pour  L et  L'  les  valeurs  précédentes,  on 
aura 


u'/5"cosn®  — vp'cosa'  — v"  fj  cos  n = \v  R,  cos  A,,  | 
v'  fj°  sin  n°  — u js'sinn'  — u"  psinn  = w R^  sin  A_ , 
u'p“  tang//*  — up'  tang/;'  — u"p  lang/>  = o,  ' 


(">) 


« 
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La  première  comliinaisoii  qui  se  présente,  est  celle 
qui  consiste  à déduire  de  ces  formules  les  valeurs  de 
chacune  des  trois  inconnues  p et  p'  indépendam- 
ment des  deux  autres.  En  faisant,  pour  abréger, 

I)  = tang/>“  sin  (fl'  — fl)  -+■  tangft  sin  (a“  — *fl') 

-t-  tang//sin(fl  — a°), 

on  trouve  ainsi,  ]>ar  les  procédés  ordinaires  de  l’éli- 
mination,  toute  réduction  faite, 

^ wR,  [lang  t sin  { A,  — n']  — 

■vvR,[langè"sin(A, — n')  — . 

p — - 

, wR, [langé  sin(A,  — n’)  — I 

p 

Ces  équations  donnent,  sous  forme  linéaire,  les  va- 
leurs des  trois  inconnues  p°,  p et  p'  en  fonction  de 
quantités  <pii  se  déduisent  aisément  des  données  de 
l’observation  ou  des  Tables  astronomiques;  elles  se- 
raient donc  les  plus  simples  à employer  à la  solution 
du  problème  si  l’on  pouvait  suffisamment  compter 
sur  leur  exactitude. 

En  effet,  si  pour  simplifier  les  formules  précédentes 
ou  suppose 

C"=  tang  b'  sin  (A,  — a)  — lang  b sin  (A, — a'), 

C = t.1ng  é°  sin  (A,  — a) — langé'  sin(A,  — n*), 

C'  = tang  é*  sin  (A,  — <i)  — lang  é sin  (A,  — n"), 

on  en  conclura  aisément  les  deux  suivantes  : 


rang  é'  sin  ( A,  — • " ) ] i 


tang  é'sin(A,  — n“)]^  ! 


;ang  b“  sin  (A,  — o)] 


0 ""  t:» 


v"  c 


Au  moyen  de  ces  équations  011  pourra  calculer  immé- 
II.'  2 
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diatenient  les  valeurs  des  deux  inconnues  p"  et  p’, 
lorsque  la  valeur  de  l’inconnue  p sera  déterminée. 
Or,  eu  uégligeaiil  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  carré  du  temps,  ce  qui  est  permis  dans  les  cas  or- 
dinaires, ou  a,  n"  5, 


w = 


00'(6  4-  6')  / 1 ' \ 

2 \ r>  ll>  j ’ 


U"  = 6 4-  5'. 


La  seconde  des  formules  (6),  en  y substituant  ces  va- 


leurs, devient 

ee'R,c  / I 

P ~ 2D  \ r> 


cette  équation  ne  contient  que  les  deux  inconnues  p 
et  r;  jointe  à l’équation  (i),  n”  *i,  elle  doit  suffire  poul- 
ies déterminer. 

En  effet,  si,  pour  abréger,  on  fait 


6S'R,C 
2Ü  ’ 


on  aura  les  deux  éipiations  suivantes  : 


> 

r»  = R’  aRpcos(A  - + 


(lo) 


On  pourrait  éliminer  entre  ces  équations  l’une  des 
deux  inconnues  qu’elles  renferment;  en  substituant 
par  exemple  dans  la  deuxième  à la  place  de  p sa  valeur 
tirée  de  la  jiremière,  on  trouve 

(r«  — R>)  — 2/<R'r>(/-’— RMcos(A  — fl)— R‘r«(r>-R>)=  O,  («) 
«•os’  b ' ' 

équation  du  huitième  degré  en  r qui  s’abaissera  d’elle- 

mème  au  septième  en  la  divisant  par  le  facteur  /-—R, 
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commun  à tous  les  termes.  Cette  équation  résolue 
par  approximation,  forait  connaître  la  valeur  de  r 
que  l’on  substituerait  ensuite  dans  la  première  dos 
équations  (lo)  j)our  en  déduire  la  valeur  correspon- 
dante de  p.  Mais  il  est  plus  commode  dans  les  appli- 
cations de  conserver  les  deux  équations  (lo),  et  de 
déterminer  simultanément  les  valeurs  de  p et  de  r 
parla  méthode  ordinaire  des  fausses  positions. 

Quand  les  valeurs  de  p et  de  r seront  ainsi  con- 
nues, on  calculera  aisément  celles  des  deux  distances 
accourcies  p®  et  p'  par  les  formules  (8),  et  l’on  on 
déduira  les  valeurs  des  rayons  vecteurs  et  /■'  qui 
leur  correspondent,  au  moyen  de  deux  équations  sem- 
blables à l’équation  (i)  résultant  de  la  considération 
des  triangles  formés  par  les  droites  qui  joignent  les 
lieux  du  Soleil,  de  la  comète  et  de  la  Terre,  à l’in- 
stant des  deux  observations  extrêmes.  Ou  déterminera 
ensuite  tous  les  éléments  de  l’orbite  au  moyen  des 
formules  n"  34,  livre  II. 

7.  La  solution  précédente,  qui  réduit  la  question 
envisagée  d’une  manière  approchée,  mais  exacte,  à 
une  équation  du  septième  degré  à une  seule  iucounue, 
est  certainement  ce  que  l’analyse  peut  offrir  de  plus 
simple  et  de  plus  direct.  CeUe  équation  paraît  avoir 
été  présentée  pour  la  première  fois  par  Lambert,  au- 
quel nous  devions  déjà  l’extension  à l’elli|)se  et  à l’hy- 
perbole du  beau  théorème  d’Euler  sur  l’expression  du 
temps  dans  un  arc  parabolique  (n®  50,  livre  II).  Ce 
géomètre,  eu  considérant  que  le  lieu  apparent  de,  la 
comète  dans  la  seconde  observation  s’écarte  peu  du 

St. 
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grand  cercle  iiUMic  par  les  lieux  apparents  dans  la 
première  et  dans  la  troisième  observation,  et  en  déter- 
minant, d’une  manière  très-ingénieiise,  l’étendue  de 
cet  écartement,  fut  conduit  directement,  par  une  con- 
struction géométrique  très-simj)le  , à une  équation 
analogue  à l’équation  {n){*).  Mais  on  n’a  pas  tardé  à 
reconnaître  (pic  l’usage  de  cette  équation  est  sujet, 
dans  la  pratique,  à un  grave  inconvénient,  qui  résulte 
de  ce  que  la  fonction  D,  qui  entre  au  dénominateur  de 
la  valeur  de  p,  est  une  quantité  très-petite  du  troisième 
ordre  par  rapjiort  aux  intervalles  0 et  6';  en  soi  te  que 
les  erreurs  des  observations  peuvent  avoir  sur  sa  va- 
leur une  influence  très-considérable.  11  est  évident, 
en  effet,  que  ces  erreurs  auront  sur  les  quantités  qui 
dérivent  des  données  de  l’observation,  une  influence 
d’autant  plus  sensible  que  ces  quantités  seront  plus 
petites.  Il  iniporte,  par  conséquent,  comme  nous  l’a- 
vons dit,  n°  5,  d’employer  avec  discernement  les  for- 
mules (4)  pour  éviter  l(»s  combinaisons  où  entreraient 
des  quantités  sur  l’exactitude  desquelles  on  ne  pour- 
rait pas  compter  dans  les  applications  numéritpies. 
Examinons  donc,  avant  d’aller  plus  loin,  la  nature  des 
diverses  fonctions  dépendantes  des  données  de  l’ob- 
.servation  qui  entrent  dans  ces  formules,  parce  que  la 
grandeur  absolue  de  ces  ('Quantités  peut  influer  beau- 
coiqi  sur  la  précision  des  ré.sultats  qui  en  seront  dé- 
duits. 

8.  Cherchons  d'ahord  la  signification  des  (juanti- 
lés  que  nous  avons  désignées  par  D,  C“,  C et  C'.  Con- 

(*)  jVt'riiiiitjfiir  fifidlytii/iir , tome  II , scdioii  vu. 
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siilrrons  pour  cela  le  triangle  spliérique  formé  par  U“s 
arcs  <le  gi  ands  cercles  qui  joignent  les  lieux  de  la  co- 
mète dans  les  trois  observations.  .Soient  C“Ci,  C”C'  et 
CX’/  les  trois  côtés  de  ce  tiiangle,  et  désignons  par 
('/,  C®  les  angles  respectivement  opposés.  Nom- 
mons »i",  n®,  j)°  les  cosinus  des  angles  que  fait  le 
rayon  mené  de  la  Terre  à hi  comète  à l’instant  de  la 
[iremière  observation  avec  les  trois  axes  coordonnés, 
et  représentons  respectivement  par  m,  ri,  p et  ni\  p' 
les  mêmes  cosinus  relatifs  à la  seconde  et  à la  troi- 
sième observations;  on  aura,  par  les  formules  con- 
nues, 

cosi  C®C)  = n°n  4- 

cosi  CC/)  = mm'  4-  un'  4-  jip', 
cos  ( C®  C'  ) = /«“  m'  -t-  n"  n'  4-  p"  p'  ; 
mais  on  a évidemment 

ni®  = cos  a®  cos/i”,  n®  = sina”  siiit®,  /;®  = sinô®, 

m = cosrt  cos^»,  //  =sinfisiuô,  p = sinô, 

in'  = cüsrt'  cos//,  n'  = sinn'  sin/»',  //  =’  sin  b'. 

Kii  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, ou  trouve 

cos(C®C)  = cos(n“  — n)  cosA"  cos/>  -t-  sin/»®  siu/>, 
cos(('C')  = cos(rt  — a')  cos/>  cos//  -4-  sin  b sin  //, 
cos(C'C®)=  cos(rt'  — n®) cos/»® cos/»' 4-  sin/»® sin//. 

Ileprésentons  maintenant  par  A la  combinaison  sui- 
vante ; 

A = { mil  — m'n)  //’  -f-  ( m'  n°  — ni®  n')p  + [ m'^ii  — mn°)  //  ; 
si  l’i)!!  élève  au  carré  celte  <piautilé,  on  pourra  écrire 
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ainsi  le  résultat  : 

a’  = (m“’  -t-  «•'  + />*')  (m’  + n’’  p’’)  {m’’  -(-  /l"  -f-  y/’) 

-H  ^.{m’ m + «“/J  + /'"/') 

— (/;»“  -1-  //“’  -t-  yi”)  (////h'  nn'  -f-  y^//  )’ 

— (/7i=  -t-  //•  4-  y^’)  «”«'  + y'V')* 

— + n"*  y/-)  («i”ni  ■+■  n" />  p" p 

équation  qui  se  vérifie,  en  effet,  en  la  développant. 
Or,  entre  les  quantités  m”,  n",  />“,  etc.,  on  a ces  équa- 
tions de  condition 

/«•’  4-  «“  -h p°'  = I , /n’  4-  «’  -4-  y^’  = I , m'"  -t-  n"  -f-  y>’’  = i , 

on  aura  donc  simplement 

A’  = I -4-  acosfC’C)  cos(C“C')  cbs(C'C") 

- cos=  (C“C.  ) - cos  (CC'  ) - cos=  (€'0“). 

Si,  à la  place  de  m°,  m,  m\  n,  etc.,  on  substitue,  dans 
l’expression  de  A,  les  valeurs  qu’elles  représentent  et 
qu’on  fasse  attention  à la  significatioti  de  la  quantité 
que  nous  avons  représentée  par  1),  n"  5,  il  est  facile 

de  voir  qu’on  aura  D=  -"î On  voit  donc 

, * cos  b"  cas  b cos  b 

([ue  la  quantité  D n’est  <|u’une  combinai.son  des  élé- 
ments du  triangle  C®CC'  inteicepté  sur  la  surface  de 
la  .sphère  par  les  trois  lieux  de  la  comète  et  (jui  résulte 
entièrement  des  observations. 

On  peut  donner  à la  valeur  de  A une  autre  forme, 
qui  a l’avantage  de  montrer  de  quelle  manière  cette 
quantité  participe  aux  erreurs  dont  ces  observations 
sont  affectées.  Pour  cela  l emarquons  que  l’angle  C du 
triangle  C“CC'  étant  opposé  au  côté  C“C,  on  a 
cos(C'C')  = cos(C"C)  cos(CC')  -4-  sin(C'C)  sin  (CC')cosC; 
si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  l’expression  de  A® 
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et  qu’on  extraie  la  racine  carrée,  on  trouve 

A = sin(C“C)  sin(CC')  sinC, 

équation  où  l’on  peut  d’ailleurs  changer  C en  C“  mi  C 
en  C',  et  réciproquement. 

Il  est  évident  maintenant  que  si  les  observations 
sont  très-rapprochées,  comme  on  est  obligé  de  le  sup- 
j)oser  pour  faciliter  la  détermination  des  orbites  des 
• comètes,  les  arcs  C®C  et  CC'  seront  fort  petits,  et 
l’angleÇ  différera  peu  de  deux  angles  droits.  La  quan- 
tité A et,  par  conséquent,  D sera  donc  une  très-petite 
quantité  du  troisième  ordre  sur  laquelle  les  erreurs 
des  observations  auront  la  plus  grande  influence;  il 
faudra  donc,  pour  l’exactitude  des  résultats,  éviter 
autant  que  possible  l’emploi  de  cette  quantité.  On 
peut  remarquer  encore  que  la  valeur  de  D s<‘rait  ri- 
goureusement nulle,  si  C était  égal  à deux  angles 
droits,  c’est-à-dire  si  le  lieu  de  la  comète,  dans  la  troi- 
sième observation,  se  trouvait  dans  le  plan  du  grand 
cercle  mené  par  les  lieux  de  la  première  et  de  la  se- 
conde observation,  et  l’on  sait,  en  effet,  que  pour  que 
trois  points  dont  les  longitudes  respectives  sont  a®,  a,  a! 
et  les  latitudes  ù®,  b,  b’,  soient  situés  dans  le  plan  d’un 
même  grand  cercle,  il  faut  qu’on  ait  l’équation  de 
condition 

t.ingé"sin  [a' — rr)  -(-  tangi  sin  (n“ — a') -h  tang  ù'  sin(«  — a’)=o. 

l’assons  aux  quantités  que  nous  avons  nommées  C, 
C®,  C',  et  commençons  par  la  première  : si  l’on  consi- 
dère le  triangle  sphérique  SC® G'  formé  par  les  arcs  de 
grand  cercle  qui  joignent  les  lieux  du  Soleil  dans  l’ob- 
servation moyenne  et  ceux  de  la  comète  dans  les  i>b- 
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scrvations  extrènips,  il  sera  facile  de  voir  que  C est 
une  fonction  composée  des  éléments  de  ce  triangle 
de  la  même  manière  que  D se  forme  des  éléments  du 
triangle  C®CC'.  Il  suffit,  pour  s’en  convaincre,  d’ob- 
server que  la  valeur  de  C se  déduit  de  celle  de  D en 
remplaçant,  dans  cette  dernière  fonction,  les  quanti- 
tés qui  se  rapportent  à l’observation  moyenne,  par 
celles  qui  dépendent  de  la  position  du  Soleil  à l’époque 
qui  tient  le  milieu  entre  les  instants  des  troÎR  observa- 
tions. Si  l’on  suppose  donc 

r = sin  (SC)  sin  (SC7)  sin  S, 

Csera  du  même  ordre queF, et  l'on  aura  C=  — r — -r:; 

on  aurait  des  expressions  semblables  pour  C“  et  C'  en 
considérant  les  triangles  sphériques  SCC'  et  SC’C'. 

On  voit,  par  conséquent,  que  les  quantités  C“,  C,  C' 
sont  simplement  du  premier  ordre.  Elles  dépendent 
d’ailleurs,  en  partie,  des  lieux  du  Soleil  qui  peuvent 
être  regardés  comme  exacts,  puisqu’ils  se  calculent 
par  les  fables.  tJn  doit  donc  les  employer  de  préfé- 
rence à la  quantité  D,  (pii  est  du  troisième  ordre  et 
(pii  ne  dépend  (]ue  des  données  de  l’observation;  il 
conviendra  même,  [lar  cette  raison,  de  rejeter  tout  à 
fait  cette  quantité  à cause  de  la  grande  influence  que 
peuvent  avoir  sur  elle  les  erreurs  dont  les  observations 
sont  susceptibles. 

Enfin,  il  y a un  cas  [larticulier  où  les  formules 
même  (pii  ne  contiennent  (pie  les  trois  cpiantités  C”, 
ti,  C'  peuvent  encore  se  trouver  en  défaut:  c’est  celui 
où  les  lieux  de  la  comète,  dans  deux  des  trois  obser- 
vations, sont  situés  à peu  près  dans  le  même  plan  que 
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le  Soleil  à répoque  do  l’obsenation  moyenne.  On 
voit,  on  ollj^,  que  cette  circon.stance  rond  très-petite 
l'iine  dos  trois  quantités  C®,  C,  C',  rjui  ne  peut  plus 
alors  être  déterminée  avec  assez  do  précision  pour 
offrir  dos  résultats  certains.  Pour  éviter  cet  inconvé- 
nient, il  faudra,  dans  ce  cas,  rejeter  la  combinaison 
dos  formules  générales  du  problème  dans  laquelle 
entrerait  celle  des  quantités  G",  C,  C'  dont  l’usage 
peut  rendre  les  résultats  défectueux. 

î).  Repreuous  maintenant  les  trois  écpiations  (4); 
nous  voyons,  par  ce  qui  précède,  qu’il  n’est  pas  pos- 
sible d’éliminer  à la  fois  de  ces  é([uations  deux  d(*s 
inconnues  p®,  p et  p',  parce  que  les  formules  résul- 
tantes contiendi-aient  à leur  dénominateur  la  fonction 

D = tangi”  sin(a'  — a)  -h  tang/>  siu(a®  — a') 

-h  tang/y  sin(rt  — a®), 

qui,  étant  une  quantité  du  troisième  ordre  et  formée 
seulement  au  moven  des  données  de  l’observation, 
|)articipe  plus  qu’aucune  autre  aux  erreurs  dont  elles 
sont  affectées.  11  faut  donc  renoncer  à l’emploi  des 
formules  (6)  et  borner  l’usage  des  formules  (5)  à ex- 
primer l(‘s  valeurs  de  deux  des  inconnues  p®,  p et  p'  en 
fonction  de  la  troisième!.  Mais  ces  trois  équations  se 
trouveront  ainsi  réduites  à deux  équations  distinctes, 
et  il  faudra,  par  conséquent,  chercher  dans  les  don- 
nées de  la  question  une  nouvelle  relation  pour  com-* 
j)Iéter  le  uombre  d’équations  rigoureusement  néces- 
saire à la  solution  du  problème. 

Or  nous  observerons  que  nous  n’avons  point  fait 
usage  jusqu’ici  des  équations  de  ecjiulition  qui  résul- 
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teni  (le  1;»  nature  de  la  courbe  que  la  comète  est  sujj- 
|)osée  décrire.  Parmi  les  formules  que  fbi^iit  la  tliéo- 
rie  du  mouvement  dans  la  parabole,  il  en  est  plusieurs 
(pii  peuvent  également  reni|jlir  l’objet  rpie  nous  nous 
jiroposons.  .Ainsi,  dans  l(>sn“*  20,  27  et  5.'»  du  livre  11, 
nous  avons  trouvé  les  formules  suivantes  : 

I d.rdr 

7 ~ dt  ' 

1 dx^  -f-  + dz‘ 

r dt' 

_ (r+r'-l-r)’  — (r 
6 ■ 

Ces  trois  ('quations  ne  contiennent  aucun  des  élé- 
ments de  l’orljite  parabolique,  elles  ne  renlerment 
(pie  des  (pianlités  ipii  jieuvent  aisément  s’exprimer 
en  fonction  des  deux  inconnues  ret  p et  des  donné'es 
de  l’observation  : elk'S  sont  donc  également  pro|)res, 
par  cette  double  raison,  à suppléer  à l’insuflisance  do 
l’écpiation  (9).  .Aussi  les  géomètres  qui  se  sont  succes- 
sivement occupés  de  la  question  de  la  détermination 
des  orbit(^s  des  comètes,  les  ont-ils  tour  à tour  c'm- 
ployéesdans  les  différentes  solutions  qu’ils  ont  données 
du  problème.  Lagrange  a fait  usage  de  la  première, 
mais  sa  solution  simple  et  élé'gante  sous  le  rapport  ana- 
lytique, laisse,  comme  nous  l’avons  dit,  beaucoup  à 
désirer  sous  le  rapport  de  la  précision  dans  les  appli- 
cations numériques.  I.a  seconde  a fourni  ensuite  a Le- 
gendre une  nouvelle  solution  d(*  la  cpu'stion  cpii  serait 
peut-être  celle  dont  l’usage,  sous  le  rapport  de  la  sim- 
[ilicité  des  calculs,  offrirait,  dans  les  cas  ordinairv'S,  le 
plus  d’avantag(>s  dans  la  pratique,  parce'  qu’elle  ré»- 
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cluit  en  définitive  le  problème  à la  rcsolnlion  d’une 
équation  du  septième  degré  à une  seule  inconnue, 
analogue  à l’équation  (a)  du  n°  (>,  mais  qui  a,  comme 
celte  dernière  formule,  l’inconvénient  de  devenir  in- 
suffisante dans  un  cas  d’exception  qui  se  rencontre 
frétpiemment  dans  la  théorie  des  comètes,  et  les  for- 
inides  auxquelles  on  est  alors  obligé  de  recourir,  de- 
viennent trop  compliquées  pour  qu’on  puisse  lesem- 
j)ioyer  dans  les  applications  usuelles  (pi’ou  est  obligé 
d’en  faire.  La  troisième  des  formules  (ii)  qui  a, 
comme  les  deux  précédentes,  l’avantage  d’être  indé- 
pendante des  éléments  de  l’orbite  qui  sont  les  véri- 
tables inconnues  du  problème,  ne  pouvait,  par  cette 
raison,  manquer  de  frappei' l’attention  des  géomètres 
qui  ont  tenté  de  le  soumettre  à l’analyse.  Trembley, 
de  l’Académie  de  Berlin,  est,  je  crois,  le  piemicr  qui 
ait  songé  à employer  cette  formule  dans  la  question  de 
la  détermination  algébrique  des  éléments  des  orbites 
des  comètes.  Lagrange,  qui  s’en  est  occupé  ensuite, 
avait  pensé  que  la  forme  transcendante  de  cette  équa- 
tion devait  empêcher  qu’elle  ne  fût  d’aucun  usage 
utile  pour  les  applications  numériques  (*).  M.  Yvori, 
géomètre  anglais  très-distingué,  est  depuis  revenu  sur 
cette  idée,  et  il  a pensé  avec  raisou  que,  comme  il  ne 
s’agit  point  ici  d’une  solution  rigoureuse  qui  exigerait 
la  résolution  analytique  de  cette  éejuation,  mais  d’une 
simple  solution  numérique  qui  permet  d’y  satisfaire 
par  des  essais,  son  emploi  dans  la  question  qui  nf)us 
occupe,  ne  conqdiquerait  en  lien  le  problème  qui, 


(*)  Voir  Mécanique  analytique , livre  II,  st’vlion  vu. 
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dans  loiiles  les  métiiodes  connues  jusqu’ici,  se  résout 
toujours  en  dernière  analyse  par  les  procédés  ordi- 
naires d’approximation.  Comme  la  méthode  flont  il 
s’agit,  se  prête  d’ailleurs  aisément  aux  applications  nu- 
mériques, qu’elle  conduit  en  général  aux  résultats  les 
plus  exacts  que  la  question  comporte,  qu’elle  embrasse 
à la  fois  tous  les  cas  (pii  peuvent  se  présenter,  et  qu’en- 
fin  elle  a été  adoptée  par  un  grand  nombre  d'astro- 
nomes pour  la  réduction  de  leurs  observations,  nous 
allons  l’exposer  ici  avec  tous  les  détails  nécessaires 
pour  en  faciliter  l’usage. 

10.  Reprenons  les  trois  formules  (5)  dont  l’usage 
doit  se  borner  désormais,  n®  7,  à tléterminer  deux  des 
inconnues  o et  p'  en  lonction  de  la  troisième.  Ou 
déduit  d’abord  de  ceséf[uati«)ns  les  deux  suivantes  : 

Up'  siii  (A,  — a')  — U'p"  sin  (A,  — a")  ■+■  U"p  sin  (A,  — «)  = <>, 
Up'langi'  — U'pMangA”  -+-li"p  langé  = o, 
d’où  l’on  tire 

^ l’"p  lang//sin(A,  — n) — langé  sin(A, — n') 

' U'  tang  é' bin  ( A,  — «“)  — lang  é"  sin(,\, — a'f 

, L'"p  lang  é sin  (A,  — a")  — lang  é‘  sin  (A, — fi } 

^ U lang  é siiipV,  — a")  — langé"  sin  (A, — a') 

Ces  valeurs  coïncident  d’ailleurs  avec  celles  que 
nous  avons  trouvées  u“  5,  en  substituant  dans  ces  der- 
nières formules  à la  place  de  C",  C etC'  les  quantités 
ipie  ces  lettres  représentent. 

Les  formules  précédentes  seront  d’un  usage  sûr  et 
commode  toutes  les  fois  que  leur  dénominateur  ne 
sera  pas  une  quantité  trop  petite.  Or  nous  avons  vu, 
n"  (»,  que  cette  ipianlité  que  nous  avons  repniisi'ntée 
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par  C dans  lo  n“  *i,  se  réduit  à zéro  toutes  les  fois  qiie 
les  lieux  île  la  comète  dans  les  deux  obsi'rvations  ex- 
trêmes se  trouvent  compiis  dans  le  plan  du  même 
grand  cercle  que  le  lieu  du  Soleil  au  moment  de  l’ob- 
servation moyenne,  et  plusexactement  au  moment  qui 
tient  le  milieu  entre  la  première  et  la  troisième  obser- 
vation. 

Toutes  les  fois  donc  que  cette  coïncidence  n’aura 
|)as  lieu  ou  exactement  ou  à fort  peu  près,  on  pourra 
se  servir  des  formules  (12)  qui  sont  les  plus  simples 
ipie  l’on  puisse  employer  pour  la  détermination  des 

.O"  fi' 

rapports  ~ p 

Les  quantités  qui  dans  ces  formules  dépendent  soit 
des  données  de  l’observation,  soit  de  la  position  du 
Soleil  dans  l’écliptique,  se  calculeront  aisément  d’après 
les  circonstances  connues  du  mou\  ement  de  la  comète 
ou  parle  moyen  des  Tailles  astronomiques. 

Quant  aux  quantités^  fonctions 

des  intervalles  0 et  6'  et  des  inconnues  du  problème; 
en  effet,  on  a (n®  4) 

r"  _ 0 ■+-  0' 

ir~  ô 

_ 0 -{-  9' 

' 0'  ■ 

Lorsqu’on  fera  l’application  des  formules  (12),  on 
jionrra,  dans  les  premiers  ?.ssais,  négliger  le  carré  du 
temps  dans  les  expressions  précédentes  ; ce  qui 
donnera 

u"  9-1-9'  II" 9 -f-  9' 

i:  9 ’ u'  9' 


r _ 9' (2  9 + 9')  j9'(9'»-H  9 9'-9’)~] 

I ' ür  ■'  J 

r 9(2  9'-+- 9)  i0(9'’— 99'—  9’)'] 

1 ' 67  ' 47;  J 


Digilized  by  Google 


3o 


THÉORIE  ANALYTIQUE 

On  siibstiluera  ces  valeurs  dans  les  fonmiles  (la)  qui 
ne  contiendront  plus  qiicdes  quantités  toutes  connues, 

et  qui  serviront  à déterminer  les  rapports  ^ ^ avec 

line  exactitude  suffisante  pour  en  déduire  les  pre- 
mières valeurs  approchées  de  toutes  les  Inconnues  du 
jiroblème. 

Dans  l’approxiniatiou  suivante  on  conservera  les 
carrés  du  temps  dans  les  expressions  de  ^ et  de 
ce  qui  donnera 

v~  T'['  67^  J’  67^  1' 

On  remplacera  r par  sa  valeur  donnée  par  la  première 
ap|)roximation,  ces  expressions  ne  renlcrmcront  plus 
ainsi  que  des  quantités  toutes  connues.  On  pourra 
d’ailleurs,  pour  plus  d’exactitude,  conserver  l'in- 

' ff 

connue  r dans  les  expressions  de  — et  et  comme 

on  se  contente  de  satisfaire  aux  équations  du  pro- 
blème par  des  essais,  les  calculs  n’en  seront  que  légè- 
rement compliqués;  en  substituant  dans  les  for- 

mules  (la)  les  valeurs  précédentes  de  — et  de  elles 

' ' ‘ U lî 

serviront  à déterminer  des  valeurs  plus  approchées 

des  deux  rapports  - et  -• 

P P 

Pour  aller  plus  loin,  il,  faudrait  connaître  l’indé- 
terminée s qui  entre  dans  les  expressions  de  ^ et 

lorsqu’on  y conserve  les  termes  du  troisième  ordre 
par  rapport  aux  intervalles  6 et  ô'.  Cette  quantité  ne 
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peut  s’obtenir  exaclement  que  lorsque  toutes  les  in- 
conuues  du  problème  sont  déteniiinces,  mais  on  peut 
l’évaluer  avec  une  précision  sullisaute  au  moyeu  des 
résultats  obtenus  par  les  précédentes  approximations. 
Kn  effet,  ou  observera  que  / “et  / 'désignant  les  rayons 
vecteurs  de  la  comète  correspondants  aux  intervalles 
$ et  6',  on  a,  aux  quantités  près  de  l’ordre  0^,  n"  54, 
livre  II, 

2/'s9,  r'^  = -h  ^ rs6', 


d’où  il  est  aisé  de  conclure 


.10 


G(/^r)* 


■ 

tV’ 


sO' 

4? 


6 {r'  rf 


en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (i3)  et 
négligeant  seulement  les  termes  du  quatrième  ordre, 
on  aura 


O-f-O'i 

[ G'(204-6'), 

tl 

I 6r^ 

u'' 

64-6' 

I.  O[20'+O)  , 

u' 

6' 

j t)  r> 

6r‘ 




L6(/'r)>  '"  J 


('41 


Telles  sont  les  expressions  qu’il  faudra  employer 
diins  la  troisième  approximation.  I>ors([u’ou  y aura 
remplacé  /",  r,  par  leurs  valeurs  données  par  les 
approximations  précédentes,  elles  ne  contiendront 
plus  que  des  quantités  toutes  connues;  on  pourra  donc 
les  substituer  dans  les  fonmdes  ( i a ) et  l’on  parviendra 
ainsi  par  des  approximations  successives  à une  solu- 
tion aussi  exacte  que  la  question  le  comporte. 

On  peut  faire  prendri'  aux  expressions  précédentes 
une  forme  plus  appro|)riée  aux  applications  numé- 
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s,"_  0-f-Û'(  00'  , s0','{0'  — 0)  _ 0(0'  — 6)  ,0(0’>_  0 0'+ (,:) 

0'  I ' 7.r^  Gr’ 

En  combinanl  onlrc  elles  les  deux  équations 

•sO  , jO' 

/•*’  = /• et  / = ; • + — 1 

r r 

ou  li'ouve  aisément  les  valeurs  suivantes  : 

00'  i00'(0'—  0 _ 00 ' 

2/’  2r*  7.(r°ir'Ÿ 

O’  — O ,,(0'’— 00'  + 0’)  _ I / 0’’  0'  j 

Ou  aura  donc,  aux  quantités  près  que  nous  négli- 
geons, 


0+0 

00'  ' 

' 2 ( r'/-/  ' ) 

U ~ 0' 

0'’  0’  1 

' ' 0'+  0 

0+0' 

0' 

G(rr'J’  G(r‘ 
00'  1 
' 2(rVr')J 

,)’j 

or 

0"  0 

* 

' 0'+  0 

G (/•/■')’  G(r* 

'•)'J 

('5) 


lorinul(*s  dans  lesquelles  on  substituera  pour  / ®,  /'et  r' 
leurs  valeurs  résultant  des  calculs  précédents  et  qui  ne 
contiendront  plus  que  des  quantités  toutes  connues. 

II.  Considérons  maintenant  le  cas  d’exception  où 
le  dénominateur  des  formules  (12)  devient  nue  qnan- 
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tité  très-petite  ou  rigoureusement  égale  à zéro.  Il 
faut,  dans  ce  cas,  recourir  aux  formules  primitives  (5); 
en  combinant  entre  elles  les  deux  premières,  on  en 
tire  aisément  les  valeure  suivantes  ; 

g u"p  sin  (a' — a)  — w R,  siri  (A,  — a')  ^ 

~ i?Trn(a'  — «•)  f 

, u"p'sin(a — a“) -wR,  sin  (A,  — a’)  l 

^ U sin  (a‘ — a')  ) 

Ces  formules,  d’uii  usage  un  peu  moins  simple  dans 
les  applications  que  les  formules  (la),  à cause  du 
nouveau  facteur  indéterminé  w qu’elles  renferment, 
ne  seront  pas  sujettes  à l’inconvénient  des  premières 
dans  le  cas  d’exception  que  nous  examinons.  Elles 
devront  même  leur  être  préférées,  toutes  les  fois 
que  le  mouvement  en  longitude,  assez  grand  par  lui- 
méme,  sera  plus  rapide  que  le  mouvement  en  lati- 
tude. Dans  le  cas  contraire,  il  vaudra  mieux  se  servir 
des  formules  (12),  sauf  le  cas  d’exception  qui  oblige 
à en  rejeter  complètement  l’emploi. 

Xj"  ü 

Les  valeurs  des  deux  quantités  —7  » — se  calcule- 

‘ U U 

ront  par  des  approximations  successives,  comme  nous 
l’avons  dit  dans  le  numéro  précédent.  Quant  aux  va- 

leurs  des  deux  quantités  -^^7»  nous  remarquerons 


que  nous  avons  suppose,  n"  o, 
00'  (9  4-9')  r/  1 I \ 


Cette  quantité  étant  déjà  de  l’oi’drc  6’,  il 


suffiia 


dans  les  expressions  de  ^ et  de  faire  v = — 0 et 
v'  = 6’. 

Il,  3 
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Dans  les  premiers  essais  on  pourra  supposer 


w = O , — = — 


■9' 


U 

■7 


9 4-9' 


ce  qui  donne 

^ 9 4-9'  P sia  (a'  — a)  , 9 4-9'  psin(a — \ 

P 9'  sin  (a'  — ^ ® U ( ’ 7/ 


a'  — a')' 


D®  ù 

et  l’on  aura  ainsi  les  valeurs  des  rapports  an 

moyen  de  quantités  toutes  connues,  avec  une  précision 
sulBsante  pour  diriger  les  premiers  calculs. 

Dans  la  seconde  approximation  on  supposera 

u"  94- 9' r 9(294-9')!  o"  9 4- 0' T 9'(2  9 -+-9')"| 

d'~  9'  L'  67^  J’  U — 9 J' 


et 


9(94-9' 


En  remplaçant  dans  ces  expressions  r par  sa  valeur 
résultante  de  l’approximation  précédente,  elles  ne 
contiendront  plus  que  des  quantités  toutes  connues  : 
on  pourra  donc  calculer  leurs  valeurs  numériques, 
et  en  les  substituant  dans  les  formules  (16),  elles  ne 
renfermeront  plus  que  les  trois  inconnues  p et  p'. 

Cette  seconde  approximation  suffira  pour  les  cas 
ordinaires;  pour  aller  plus  loin,  il  faudrait  délermi- 

ner  les  quantités  jp-  et au  moyen  des  formules  (i  4) 

ou  (i5),  n”  10.  Quant  aux  deux,  quantités  ^ et 

nous  observerons  que  l’on  a,  n°  10, 

I .f(9'  — 9)  I 

/■'  (r'rr')’ 
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on  aura  de  même 

I s(0'— 0)_  I 

R>  R'  “ (R'RR')’ 

en  vertu  de  ces  valeui's,  on  trouvera,  aux  quantités 
près  que  nous  négligeons, 

w 0 ( 0'  -t-  0 ) r 1 I "1  \ 

17  ~ 2 L('-'"')  {R'RR'lJ  f 

W = O'(O'-H0)  Tl  ‘ 1 ( 

7 1 L(r'rr')  (RMCr^)]'  ' 

Telles  sont  les  valeurs  qu’il  faudra  employer  dans 
la  troisième  approximation,  et  comme  elles  ne  con- 
tiennent plus  que  les  trois  indéterminées  /■“,  r et  r', 
elles  pourront  se  calculer,  ainsi  que  les  quantités 

— > au  moyen  des  données  fournies  par  les  ap- 
proximations précédentes.  On  obtiendra  ainsi,  par  des 
substitutions  successives,  les  valeurs  de  et  de  fi', 
exprimées  en  fonction  de  p,  avec  toute  la  précision  à 
laquelle  il  est  permis  d’atteindre. 

12.  On  pourrait  en  combinant  entre  elles  les  équa- 
tions (5),  trouverencore  entre  les  inconnues  et  les  don- 
nées du  problème,  un  grand  nombre  d’autres  relations 
qui  serviraient  de  même  à déterminer  deux  des  incon- 
nues jS®,  P et  p'  en  fonction  de  la  troisième;  mais  comme 
les  formules  précédentes  suffisent  pour  tous  les  cas  cjui 
peuvent  se  présenter  et  sont  celles  dont  l’usage  nous 
^ a paru  le  plus  commode  pour  les  applications  numé- 
riques, nous  n’entrerons  pas  à ce  sujet  dans  une  di- 
gression qui  ne  conduirait  à aucun  résultat  utile. 

• 

15.  l>oi'sc|n'on  aura  ainsi  déterminé  les  deux  in- 

3. 
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connues  p°  et  p'  en  fonction  de  p au  moyen  des  formu- 
les (12)  ou  chacune  des  observations  de  la  co- 
mète pouvant  fournir  une  équation  semblable  à l’équa- 
tion (i),n“  2,  on  aura  pour  déterminer  les  trois  rayons 
vecteurs  r°,r,  r',  correspondants  aux  trois  distances 
accourcies  jS®,  p et  p',  les  équations  suivantes  : 

= R®*  -4-  2 R®  p®  cos  ( A®  — ) -t-  - 1 1 

; ® = R®  -4-  aR  p cos(  A — a ) -4-  — j (ao) 

r'*  = R'^  -4-  2R'  p'  cos  (A'  - o!)  -f-  ) . 

Nommons  c la  corde  qui  joint  les  deux  lieux  de  la 
comète  qui  correspondent  aux  observations  extrêmes, 
.r®,  j“®,  s®  et  x',  z'  représentant  les  coordonnées 
rectangidaii’es  de  ces  j)oints,  on  aura 

c»  = (æ®  - x'Y  + ( J®  - J'Y  -4-  (z®  - z'Y, 
ou  bien,  en  substituant  pour  j°,  z®,  Jc',  j',  z' 
b'urs  valeurs  fournies  par  les  équations  semblables 
aux  équations  (2),  n®2,  que  donnent  les  deux  obser- 
vations extrêmes  de  la  coinèle  : ' 


r'’ — 2 fr*r'  cos  ( fl" — n')  -4-  r' R cos  (A  — fl") 
-4-  r'R  cos  (A  — fl')  -4-  R*  R'  cos  (A'  — A")  ]. 


(21) 


Enfin  6-4-0'  étant  l'intervalle  de  temps  qui  sépare 
les  deux  observations  extrêmes,  et  c la  corde  qui  sous- 
tend  l’arc  parabolique  parcouru  dans  cet  intervalle, 
on  aura 


6-4-6'= 


(r-(-r'-f-c)î— (r-4-/  — c)‘ 
6 


(aï) 


Si  l’on  substitue  dans  cette  formule  à la  place  de  c 
sa  valeur  déterminée  par  l’équation  (21),  elle  ne  ren- 


V 
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fermera  plus  que  les  quatre  inconnues  r“,  r',  p“  et  p'; 
en  la  joignant  donc  aux  deux  formules  (12)  ou  (i6) 
et  aux  trois  équations  (20),  on  aura  entre  les  six  in- 
connues p°,  p,  p',  r°,  r,  r'  six  équations  qui  suffiront 
pour  les  déterminer.  Ces  équations  ne  pouvant  être 
résolues  à cause  de  la  complication  des  formules  qui 
en  résulteraient,  on  se  contentera  d’y  satisfaire  par  des 
essais  en  les  considérant  toutes  à la  fois,  et  l’on  ob- 
tiendra ainsi  par  les  méthodes  ordinaires  d’approxi- 
mation, les  valeurs  de  toutes  les  inconnues  du  pro- 
blème avec  tel  degré  d’exactitude  qu’on  se  sera 
proposé  d’atteindre. 

Pour  cela,  on  commencera  par  faire  sur  la  valeur 
de  p une  première  hypothèse  arbitraire,  on  détermi- 
nera ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  p°  et  de  p' 
par  les  formules  (12)  ou  par  les  formules  (ib),  selon 
les  différents  cas  qui  pourront  se  pri^enter.  On  calcu- 
lera ensuite  les  valeurs  des  «leux  rayons  vecteurs 
et  r ' au  moyen  de  la  première  et  de  la  troisième  des 
«'■quations  (20)  et  celle  de  la  corde  c qui  joint  les  deux 
extrémit«^  de  c«'s  rayons  au  moyen  de  la  formule  (21). 
Ces  valeurs  substituées  dans  la  formule  (22)  devraient 
satisfaire  rigoureusement  à cette  équation,  si  la  valeur 
que  l’on  a supposée  à la  distance  p était  exacte;  elles 
feront  donc  connaître  dans  quel  sens  tombe  l’erreur 
de  l’hypothèse  qu’on  a faite  sur  cette  valeur,  et  l’on 
^ parviendra  ainsi  après  quelques  essais  à la  déterminer 
avec  toute  la  précision  iliîsirable. 

14.  Voici  maintenant  comment,  au  moyen- des  six 
quantités  p°,  p,  p\  r®,  r et  r'  supposées  connues,  on 


Digitized  by  Google 


38  THÉORIE  ANALYTIQUE 

oblicnclra  par  des  [brmules  très-simples  tous  les  élé- 
ments de  l'orbite  parabolique. 

Connaissant  les  deux  rayons  vecteurs  r'  et  la 
corde  c qui  joint  leurs  extrémités,  on  pourra  calculer 
la  distance  périhélie  D et  l’anomalie  qui  répond  au 
premier  rayon  vecteur  r°.  En  effet,  si  l’on  considère 
le  triangle  formé  par  les  trois  droites  ; ®,  r'  et  c,  qu’on 
désigne  par  Ç l’angle  compris  entre  les  deux  rayons 
vecteurs  r°  et  r' , et  que,  pour  abréger,  on  suppose 
r'*  -h  r'  + c = 2/>,  r°  -h  r'  — c — -iq,  on  trouvera  ai- 
sément, n”  27,  livre  I"  : 


i-t-lang’lç 

tangiC=vî3^^-^- 

En  substituant  dans  cette  seconde  équation  pour 
tang  i ^ sa  valeur  tirée  de  la  première,  on  en  déduit 

(.;3) 

On  a d’ailleurs,  par  l’équation  de  l’orbite  parabo- 
lique, r®=  D(i  -t-  lang*ie®),  d’où  l’on  conclut 


T 


tangie»=  , 

On  peut  encore  détenftiner  l’anomalie  v°  et  la  dis- 
tance périhélie  D par  les  formules  stiivantes;  de  la 
valeur  précédente  de  tang  i e®,  en  observant  (jiie 
l’on  a c = P — ç,  il  est  facile  de  conclure 


SU)  - e' 
2 


„ _ (p  — r')\>p  ~{p~  r-)  y/y 
c y'r" 


( 2.5  ) 


■s 
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Connaissant  la  valeur  de  sin  | t»°,  on  en  conclura 
celle  de  cos^e®,  et  l’on  aura  ensuite  la  distance  péri- 
hélie par  la  formule  ordinaire 

cos*  ^ e"  = ~ (26) 

Connaissant  ainsi  la  distance  périhélie  D et  l’ano-. 
malie  e®,  on  cherchera  dans  la  Table  des  Comètes  le 
temps  T,  qui  répond  à cette  anomalie  dans  la  parabole 
<lont  la  distance  périhélie  est  l’unité,  et  en  faisant  en- 
suite 

t = f)^T, 

on  aura  le  temps  t employé  par  la  comète  à parcou- 
rir l’anomalie  e®.  Ce  temps  ajouté  à l’époque  de 
piemiére  observation  si  la  comète  s’avance  vers  son 
périhélie,  ou  en  étant  retranché  si  elle  l’a  déjà  dé- 
passé, fera  connaître  l’instant  «lu  passage  au  périhélie. 
On  pourra  même,  si  on  le  trouve  plus  commode,  cal- 
cul«*r  directement  le  temps  t ptr  la  formule  du  n®2(», 
livre  II, 

/ = (2l)*f  ^tang%“-f-i|ang’%®),  (27) 

eu  ayant  soin  de  diviser  le  second  membre  par  l’arc 
du  moyen  mouvement  diurne,  pour  que  le  temps  t 
soit  exprimé  en  jours  moyens  solaires,  conformément 
à ce  qui  a été  dit  n®  22,  livre  II. 

Ayant  ainsi  déterminé  la  distance  périhélie  et  l’in- 
stant du  passage  de  la  comète  au  périhélie,  on  aura 
aisément  les  éléments  d’où  dépend  la  position  de  l’or- 
bite par  les  formules  suivantes. 
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Désignons  jiar  n°  et  X®  la  longiliule  et  la  latitude 
hélioccntriques  de  la  comète,  au  moment  de  la  pre- 
mière oliservation  ; si  l’on  projette  sur  le  plan  de  l’é- 
cliplique  le  lieu  de  la  comète  dans  le  même  instant, 
et  fpie  l'on  cousidèi’c  les  deux  triangles  sphériques  for- 
més autour  du  Soleil  et  autour  de  la  Terre,  regardés 
Jour  à tour  comme  les  centres  de  la  sphère  céleste, 
par  les  rayons  vecteurs  menés  à la  comète,  à sa  pro- 
jection sur  l’écliptique,  et  par  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  la  Terre  et  du  Soleil,  on  trouvera  aisément 
les  relations  qui  suivent  : 

sinV  = langA’,  cotV  sin  (k"  — A*)  = coté"  sin(a"  — A"). 

On  aurait  de  même,  'en  appelant  n'  et  X'  la  longi- 
tude et  la  latitude  de  la  comète  dans  la  troisième  ob- 
servation, 

ù' 

sinl'  = — tangé',  cotV  sin(7r'  — A')  = coté'  sin  (a'  — A'). 

A l’aide  de  ces  fornuTles,  où  l’on  connaît  les  rayons 
vecteurs  r®  et  r',  ainsi  que  les  distances  accourcies 
û®  et  p',  on  pourra  déterminer  les  longitudes  et  les 
latitudes  hélioccntriques  rt®  et  X®,  n'  et  X'  au  moyen 
des  longitudes  et  des  latitudes  géocentriques  a®,  A”, 
a'  et  b'  données  par  l’observation. 

mouvement  de  la  comète  sera  direct  ou  rétro- 
grade selon  que  la  quantité  n'  — n°  sera  positive  ou 
négative. 

Désignons  par  a la  longitude  du  nœud  ascendant, 
et  par  ç l’inclinaison  de  l’orbite  à récliptiipie;  selon 
que  l’on  considérera  l’iine  ou  l’autre  des  observations 


bv  ' 
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extrêmes,  on  aura 

^ tangîi®"  . tancîX'  , q, 

tang m = . , ° tangm  = :•  (28) 

Sin(77'>  — a)  sin(7T  — a)  ' ' 

En  comparant  ces  deux  valeurs,  il  est  aisé  d’en  con- 
clure 

. tançV  sinw'  — tangVsinTr'’  , > 

tang a _ - cos  r'  — tangV  coï^»  ’ 


cette  formule  sei^àra  à déterminer  la  longitude  a et 
l’on  en  conclura  l’inclinaison  ip  par  l’une  des  deux 
formules  (28),  en  ayant  soin  de  choisir  celle  dans  la- 
quelle le  numérateur  et  le  dénominateur  du  second 
membre  seront  des  plus  grands  nombres,  comme  la 
moins  susceptible  d’être  affectée  des  erreurs  des  ob- 
servations. 

La  même  valeur  de  tanga  pouvant  appartenir  aux 
deux  angles  a et  i8o"-t-  a,  pour  déterminer  lequel  de 
ces  deux  angles  il  faudra  choisir,  on  <loit  observer 
que  les  latitudes  boréales  sont  toujours  supposées  po- 
sitives et  les  latitudes  australes  négatives,  et  que  l’an- 
gle doit  toujours  être  supposé  positif  et  moindre 
qu’un  angle  droit.  Par  conséquent  sin  (tt  — a)  doit 
être  de  même  signe  que  tangX.  Cette  condition  dé- 
termine l’angle  a,  et  cet  angle  sera  la  longitude  du 
nœud  ascendant  si  le  mouvement  de  la  comète  est 
direct;  il  faudra  lui  ajouter  180  degrés  pour  avoir  la 
position  du  même  nœud  si  le  mouvement  est  rétro- 
p^mde. 

Enfin,  si  l’on  nomme  yj  la  distance  de  la  comète  à 
son  nœud  ascendant  au  moment  de  la  première  ob- 
senation,  comptée  sur  le  plan  de  l’orbite,  rj  sera 
l’hypoténuse  d’un  triangle  sphérique  rectangle  dont 
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les  deux  cùlés  sont  7t“  — « cl  X".  Ou  aura  donc 
COSÎ9  = cosX“  cos(7T®  — a).  (3o) 

L’anomalie  ajoutée  à l’angle  ïj  ou  retranchée  du 
même  angle,  selon  que  la  comète  marchera  vers  le  pé- 
rihélie ou  l’aura  déjà  dépassé  à l’instant  de  la  pre- 
mière observation,  sera  la  distance  du  périhélie  au 
nœud  comptée  sur  l’orbite,  et  en  lui  ajoutant  la  lon- 
gitude a du  nœud  ascendant  on  aura  «-hr]±v°  pour 
le  lieu  du  périhélie  sur  l’orbite. 

15.  Voici  donc  en  résumé  la  marche  à suivre  pour 
déterminer  de  la  manière  la  plus  sinq^le  et  la  plus 
exacte,  par  la  méthode  précédente,  les  éléments  de 
l’orbite  parabolique  d’une  comète  dont  on  a l'éuni  un 
certain  nombre  d’observations. 

On  choisira' trois  observations  séparées  par  des  in- 
tervalles de  temps  assez  courts  pour  que  les  séries 
représentées  par  les  quantités  U,  v,  U',  v',  etc.,  soient 
convergentes,  sans  cependant  être  trop  resserrées, 
parce  que  dans  ce  cas  le  mouvement  géocentrique 
de  la  comète  étant  très-peu  considérable,  les  erreurs 
des  observations  ont  une  plus  grande  influence  sur 
les  réstdtats.  En  prenant  généralement  des  observa- 
tions dont  les  deux  extrêmes  soient  séparées  par  un 
intervalle  de  fempsqui  n’excède  pas  dix  à douze  jours, 
on  satisfera  à la  première  condition  sans  tomber  dans 
l’inconvénient  d’opérer  sur  des  observations  trop  rap- 
j>rochées. 

Les  trois  longitudes  a,  a'  de  la  comète,  et  les 
trois  latitudes  correspondantes  b",  h,  b'  sottt  données 
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par  l’observation;  on  calculera  par  les  Tables  diiSo- 
b'il,  le  rayon  vecteur  R,  et  la  longitude  de  cet  asD’e 
dans  l’écliptique,  qui  répondent  à l’instant  qui  tient 
le  milieu  entre  les  époques  des  trois  observations;  en 
ajoutant  180  degrés  à cette  longitude,  on  aura  la  lon- 
gitude correspondante  de  la  Terre  vue  du  Soleil  ou 
l’angle  que  nous  avons  représenté  par  A^. 

On  calculera  ensuite  les  trois  quantités  C®,  C,  C 
au  moyen  des  formules  (7),  et  l’on  formera  les  diverses 
fonctions  trigonométriques  qui  entrent  dans  les  for- 
mules précédentes  et  qui  dépendent  soit  des  données 
de  l’obsei’vation,  soit  de  la  position  du  Soleil  dans 
lécliptique. 

Quant  k l’expression  du  temps  t qui  entre  dans  ces 
formules,  il  faut  remarquer  qu’ayant  pris  pour  unité 
la  moyenne  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  le  temps 
doit  être  représenté  par  les  arcs  du  moyen  mouve- 
ment solaire,  conformément  k ce  que  nous  avons  dit 
n"  22,  livre  II.  Si  l’on  suppose  donc  que  les  inter- 
valles 0 et  6'  sont  donnés  en  jours  et  en  parties  déci- 
males du  jour,  temps  moyen,  comme  cela  a lieu  ordi- 
nairement, il  faudra  pour  l’homogénéité  des  formules, 
multiplier  6 et  9'  par  l’arc  que  parcourt  en  un  jour  le 
Soleil  en  vertu  de  son  mouvement  moyen,  cet  arc 
étant  lui-même  réduit  en  parties  du  rayon.  L’année 
sidérale  est  de  365j,a5638;  si  l’on  représente  par  tt 

le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 

sera  l’arc  du  moyen  mouvement  du  Soleil  en  un  jour 
par  lequel  on  doit  nndtiplier  le  temps,  c’est-k-dire 
t|u’il  faudra  ajouter  aux  logarithmes  de  6 et  de  0', 
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exprimés  en  jours  moyens,  le  logarithme  constant 
8,a3558ai . 

On  aura  ainsi  toutes  les  quantités  nécessaires  pour 
réduire  en  nombres  les  six  équations  (la),  (ao)  et  (aa) 
qui  doivent  servir  à la  solution  du  problème  dans  les 
cas  ordinaires,  ou  des  six  équations  (i6),  (ao)  et  (aa) 
qu’il  faudra  employer  de  préférence  dans  le  cas  excep- 
tionnel dont  nous  avons  parlé  n”  11. 

Ces  équations  ainsi  formées,  pour  en  déduire  les 
valeurs  des  six  inconnues  nécessaires  à la  solution  du 
problème,  on  emploiera  le  procédé  indiqué  n”  21. 
On  conservera  ces  équations  dans  la  forme  où  elles 
sont  données  immédiatement,  et  l’on  se  contentera  d’y 
satisfaire  par  des  essais.  On  supposera  d’abord  à l’in- 
connue P une  première  valeur  choisie  arbitrairement, 
ou  indiquée  par  les  notions  qu’on  aura  ]>u  se  procurer 
sur  les  limites  entre  lesquelles  cette  quantité  se  trouve 
comprise. 

On  calculera  ensuite  les  valeurs  correspondantes  de 
p°  et  p',  au  moyen  des  formules  (i  2)  dans  les  cas  ordi- 
naires, ou  des  formules  (16)  dans  le  cas  d’exception 

Dans  les  premiers  essais,  en  négligeant  les  quantités 
du  second  ordre,  on  pourra  faire 

b"  e -f-  6'  b"  0 -h  #' 


et  l’on  parviendra  ainsi  à une  première  valeur  appro- 
chée de  p®,  (S  et  p'. 

16.  Pour  obtenir  uiie  valeur  plus  exacte  de  ces  trois 
quantités,  il  faudra  dan.S*les  expressions  de  — > — , et 
w qui  entrent  dans  les  formules  (12)  et  (16),  conscr- 
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voi-  les  termes  dépendants  du  carré  du  temps;  ces 
('xpressions,  comme  on  l’a  vu  plus  haut,  contiennent, 
outre  les  quantités  toutes  connues,  le  rayon  vecteur  de 
la  comète  dans  l’observation  moyenne,  mais  le  cal- 
cul n’en  sera  pas  arrêté,  parce  qu’ayant  fait  une  pre- 
mière hypothèse  sur  la  valeur  de  p,  on  en  déduira,  au 
moyen  de  la  formule 

r*=  -t-  aRp  cos  (A  — «) 

une  valeur  correspondante  de  r suffisamment  exacte 
pour  être  substituée  dans  les  termes  des  valein-s  de 

^5  ^ et  Vf  qui  dépendent  du  carré  du  temps.  Les 

formules  (la)  etji6)  ne  renfermeront  plus  ainsi  que 
des  quantités  toutes  connues,  et  l’on  en  déduira  les 
valeurs  de  p°  et  p'  correspondantes  à la  valeur  arbi- 
traire que  nous  avons  supposée  à p. 

On  calculera  ensuite  les  valeurs  des  deux  rayons 
vecteurs  r®  et  /■'  au  moyen  des  deux  équations 

, = R“» -t- a R®  p®  cos  ( A“  - fl®  ) -t- 

^ R'»  a R'  p'  cos  (A'  - fl')  -4- 

et  celle  de  la  corde  c,  qui  joint  les  deux  lieux  de  la 
comète  dans  les  observations  extrêmes,  au  moyen  de 
la  formule 

c»  = / ®*-t-  aV, 
dans  laquelle  on  lait,  pour  abréger, 

V = R*R'  cos  ( A'  — A»)  p"  R'  cos  ( A'  — «•)  -t-  p'  R*  cos  ( A»—  «'  ) 

-t-p“p'[cos(«'—  «’)  -4-  tangi'  tanyi']. 
Enfui  les  formules  du  mouvement  parabolique  don- 
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lieront  réquatiuii 

Z i 

6(0-4- 0')  (o,oi';202i)  = {/•-4- /-t- <•)' — (r*-4- r*— r)',  (3i) 

au  moyen  de  laquelle  on  rectifiera  successivement 
les  différentes  hypothèses  faites  sur  la  valeur  de  p. 

En  effet,  en  y substituant  pour  r'  et  c leurs  va- 
• leurs  déterminées  par  les  formules  précédentes,  et 
pour  la  quantité  6 -t-  6'  sa  valeur  déduite  des  obser- 
vations, la  différence  des  résultats  fera  connaître,  selon 
qu’elle  sera  positive  ou  négative,  dans  quel  sens 
tombe  l’erreur  de  l’hypothèse  que  l’on  a faite  sur  la 
valeur  de  jS.  Il  sera  donc  facile,  lorsque,  après  quel- 
ques essais,  on  sera  parvenu  à deux  résultats  de  signes 
contraires,  de  déterminer  par  une  ^nple  proportion 
la  véritable  valeur  qu’il  faut  supposer  à p pour  satis- 
faire à l’équation  (3i)  aussi  exactement  que  l’on 
voudra . 

L’approximation  précédente  suffira  toutes  les  fois 
qu’on  se  proposera  seulement  d’obtenir  des  valeurs 
approchées  des  éléments  de  l’orbite  parabolique,  que 
l’on  rectifiera  ensuite  d’après  l’ensemble  des  observa- 
tions de  la  comète.  Si  l’on  voulait  obtenir  un  plus 
gi*and  degré  d’exactitude,  on  substituerait  à la  place 

de  — > -T  et  w,  dans  les  formules  (la)  ou  (i6),  leurs 

U U \ / \ y 

valeurs  données  par  les  équations  (i5)  et  (19),  et  l’on 
arriverait,  en  suivant  la  même  marche  que  précédem- 
ment, à déterminer  les  six  inconnues  p°,  p,  p\  1°,  r et  / ' 
avec  toute  la  précision  que  peuvent  comporter  les 
trois  observations  données. 

Les  (juanlitcs  p",  p,  p\  /",  r <’l  /■'  étant  ainsi  déter- 
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minées,  on  en  déduira  tous  les  éléments  de  l’orbite 
parabolique  au  moyen  dos  formules  du  n"  14. 

17.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer,  résout 
donc  complètement  la  question  ; elle  a l’avantage  do 
conduire,  en  général,  à des  résultats  aussi  exacts  qu’on 
peut  l’attendre  des  méthodes  d’approximation,  et  de 
se  plier,  sans  qu’on  soit  obligé  de  changer  considéra- 
blement la  marche  des  calculs,  à tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter.  Nous  en  ferons  plus  loin  l’appli- 
cation à quelque  comète  dont  la  marche  soit  bien  con- 
nue, afin  d’en  faciliter  l’usage.  « 

Quel  que  soit,  au  reste,  le  degré  de  précision  que 
l’on  puisse  attendre  des  différentes  méthodes  imagi- 
nées pour  déterminer  les  premiers  éléments  appro- 
chés de  l’orbite  d’une  comète,  observée  pendant  la 
durée  ordinairement  très-courte  de  son  apparition,  il 
faut  remarquer  que,  comme  on  n’emploie  générale- 
ment dans  ces  méthodes  que  trois  observations  peu 
distantes  entre  elles,  et  que  d’ailleurs  on  est  obligé  de 
négliger  beaucoup  de  termes  dans  les  formules  pour 
en  faciliter  le  calcul,  on  ne  doit  regarder  ces  éléments 
que  comme  une  première  approximation,  et  cbercher 
à les  corriger  de  manière  à satisfaire  le  plus  exacte- 
ment possible  à l’ensemble  de  toutes  les  observations 
connues.  La  question  envisagée  sous  ce  point  de  vue 
offre  un  nouveau  problème  à résoudre;  on  a proposé 
pour  cela  plusieurs  méthodes  dont  la  sim[)licité  doit 
faire  le  principal  mérite.  Nous  exposerons,  tlans  le 
chapitre  suivant,  celle  dont  l’usage  nous  a j)aru  le  plus 
commode  pour  les  calculs  numériques.» 
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CllAVlTRE  II. 

CORRECTION  DES  ÉLÉMENTS  DE  1,’ORBITE  DÉTERMINÉS 
PAR  UNE  PREMIÈRE  APPROXIMATION. 


18.  Après  avoir  développé,  avec  tout  le  détail  né- 
cessaire, une  inélhode  très-simple  pour  arrivera  une 
connaissance  approchée  des  éléments  de  l’orbite  de  la 
comète,  nous  allons  donner  le  moyen  de  corriger  ces 
éléments  avec  toute  la  précision  cjue  les  observations 
comportent. 

Pour  cela  ou  choisira  trois  observations  éloignées 
entre  elles,  et  au  moyen  des  éléments  résultant  de  la 
première  approximation , on  déterminera  les  trois 
anomalies  e,  v'  et  les  rayons  vecteurs  / °,  r,  r',  qui 
se  rapportent  respectivement  à l’époque  de  chaque 
observation.  Il  suffira,  pour  cela,  de  connaître  à peu 
près  la  distance  périhélie  et  l'instant  du  passage  de  la 
comète  par  ce  point , et  c’est  en  ({uoi  consiste  le 
])i’incipal  avantage  de  cette  méthode,  qui  n’emploie 
que  deux  des  éléments  de  l’orbite  pour  les  rectifier 
tous.  On  désignera  par  V et  V'  les  angles  que  com- 
prennent entre  eux  les  rayons  r”,  r,  r',  en  sorte  qu’on 
aura  V = e — e”  et  V'  = e'  — e“  ; et  en  comparant 
ces  quantités  aux  mêmes  angles  résultant  de  l’obser- 
vation directe  de  la  comète,  la  différence  sera  l’erreur 
due  à l’incorraction  des  éléments  employés. 

Ia‘s  observations,  il  est  vrai,  ne  font  jias  connaître 
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inimédiatcinent  ces  angles,  mais  on  peut  les  déduire 
très-aisément  des  données  qu’elles  fournissent.  En 
elfet,  on  a,  par  chacpie  observation  de  la  comète,  sa 
longitude  et  sa  latitude  géocentriques , c’est-à-dire 
relatives  à la  Terre;  on  en  conclura  aisément,  j>ar  la 
Trigonométrie,  ses  longitudes  et  ses  latitudes  helio- 
centriques,  c’est-à-dire  relatives  au  Soleil.  Pour  cela, 
désignons  par  S le  Soleil,  par  T la  Terre  et  par  C,  la 
comète,  et  soit  (/  la  projection  de  C sur  ^ plan  de 
l’écliptique.  Si  l’on  considère  la  pyramide  triangu- 
laire interceptée  entre  ces  fjuatre  points,  on  aura 
d’abord  STC'=  long.  O — long,  comèfe.  En  nom- 
m.int,  comme  précédemment,  b la  latitude  géoceii- 
trique  de  la  comète,  ce  qui  donne  (rrC’/  = A,  on  en 
. conclura  cosCl’S  = cosC'TS  cos6.  Maintenant,  dans 
le  triangle  rectiligne  CTS,  on  connaît  les  deux  côtés 
TS  ■—  R et  CS  = r,  qui  sont  les  distances  respectives 
de  la  Terre  et  de  la  comète  au  Soleil  ; on  connaît  de 
plus  l’angle  CTS  opposé  à r;  on  pourra  donc  calculer 
l’angle  SCT  par  la  formule 


et  l’op  en  «conclura  le  troisième  angle  CST  du  même 
triangle. 

Cela  posé,  nommons  X la  latitude  et  n la  longi- 
tude béliocentrique  de  la  comète  ; en  considérant  1& 
pyramide  trrangulaire  CC'ST,  on  aura  X = CSC'  et 
l’on  trouvera  aisément 


sinSCT  = y sinCTS,  (i) 


4 
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L’angle  C'ST  étant  donné  par  la  dernière  de  ces  toi  - 
mules,  si  l’on  nomme  A la  longitude  héliocentriqne 
de  la  Terre,  on  aura 

;r  = A-l-C'ST.  (3) 

On  déterminera,  de  cette  manière,  les  latitudes  et 
les  longitudes  héliocenlriques  de  la  comète  pour  les 
trois  époques  données;  voyons  comment  on  en  con- 
clura le^ngles  V et  V'.  Désignons  par  C®,  G,  G'  les 
lieux  respectifs  de  la  comète  correspondant  aux  trois 
observations,  par  G®,  G,,  G^  les  projections  de  ces 
points  sur  l’écliptique,  et  considérons  le  triangle  sphév 
rique  formé  par  les  deux  lieux  G,  G®  et  par  le  pôle  de 
l’écliptique.  On  connaît  dans  ce  triangle  les  deux 
côtés  de  l’angle  au  pôle  qui  sont  les  compléments  des  • 
latitudes  liéliocentriques  G®  SG®  et  GSG,,  ainsi  que 
l’angle  compris  qui  a pour  mesure  l’arc  C®C,  décrit 
du  centre  du  Soleil  ; on  aura  donc  pour  déterminer  le 
côté  opposé  G® G,  que  nous  désignerons  par  U,  la 
formule 

cos  U = cos(tî  —71®)  cos X cos)/’  -H  sinXsinX®;  (4) 
de  même,  en  supposant  G'G®  = li',  on  aura 

cos  U'  = cos(7t'. — 71®)  cosX®  cosX'  -+■  sinX”  sinX'. 

Ixîs  deux  angles  L et  U'  correspondant  à ceux  que 
nous  avons  nommés  V et  V'  et  que  nous  avons  obte- 
nus par  les  formules  directes  du  mouvement  ellip- 
tique, on  aura,  si  les  éléments  eçiployés  sont  exacts, 

V=L  et  V'-U'. 
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Mnis,  cominocfs  éléments  ne  sont  qu’approchés,  ces 
équations  n’auront  pas  lieu  rigoureusement,  et  pour 
que  les  valeurs  de  V et  U,  V ' et  II'  puissent  être  égales, 
il  faudra  laire  subir  c[uelques  corrections  à ces  élé- 
ments. Soient  c?Y,  o'IJ  et  o'U'  les  variations  cor- 
respondantes des  angles  V,  V',  ü,  U',  on  aura 

V -f-  o'  V = U -(-  o' ü , V'  â Y'  = U'  -1-  o' U'. 

Yoici  donc  deux  équations  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  les  corrections  à faire  à la  distance 
périhélie  et  à l’épocpie  du  passage  de  la  comète  par 
ce  point,  pour  satisfaire  aux  observations  données;  il 
ne  s’agit  que  de  dévelo]iper  ces  équations. 


19.  Pour  cela,  reprenons  les  fonmdes  du  mouve- 
ment parabolicpie 


D 


cos’  -j  c 

^ - 1 
t = l)»v  2 (tang-  c 


I 


(o) 


Supposons  que  l’on  fasse  subir,  à la  distance  périhélie 
I),  et  à l’instant  du  passage  par  le  périhélie,  de  très- 
petites  variations  que  nous  désignei’ons  jiar  la  carac- 
téristique J*,  en  différentiant  logarithmiquement  les 
fornndes  précé<lentes,  on  trouvera 


0 r 
r * 


^ D I i 

17+  tang-eoV,  j 

sJj.T>  !Si  3 5D\  i 

~ ' 7 “ 2 Ü / ) 


{«') 


le  secoinl  membre  de  cette  dernière  formule  de- 
vant (n"  li»)  être  multiplié  par  le  nombre  dont  le  loga- 
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rithme  est  8,a3558ai,  pour  le  convertir  en  arés  de 

cercle. 

On  aura,  par  ces  équations,  les  variations  du  rayon 
vecteur  et  de  l’anomalie  correspondantes  à celles  que 
subissent  D et  t.  Il  s’agit  de  déterminer  maintenant 
les  variations  qu’éprouvent  simultanément  la  latitude 
héliocentrique  X et  la  longitude  héliocentrique  n.  En 
différentiaiit  logarithmiquement  l’expression  de  sinX, 
trouvée  plus  haut,  et  en  observant  que  les  angles i et 
CTS  ne  varient  pas,  on  aura 

^X  = tangXcotCST.(?.  (CST); 
en  différentiaiit  de  même  l’équatiou  (a)  on  trouve 

^ .(SCT)  = - tangSCT 


et  par  suite  ^ 

. (SCT)  = - (J  . (SCT)  = tangSCT  . 


on  aura  donc  enfin 

dX  = tangX  tangSCT  cotCST  — • 

IaT  longitude  n dépend  de  la  formule 


cosTSC'  = 


cos  CST  _ 
cosX  ’ 


(a) 


en  différentiaiit  logarithmiquement,  on  en  tire 
^ .(TSC')=  colTSC'[tangCST^-(^^)“~  tangXiî).]; 
d’ailleurs  â . (TSC')  = (hr;  on  aura  donc  enfin 

3k  = coiTSC'  ^tang  CST  lang  SCT  y — tang  > i ) 

On  déterminera  par  les  formules  (n)  et  (6)  les  varia- 
tions de  la  latitude  et  de  la  longitude  héliocentriques, 
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relatives  aux  époques  des  trois  observations  que  l’on 
a choisies  pour  corriger  l’orbite.  Maintenant  si,  pour 
faciliter  le  calcul  de  l’angle  U,  on  suppose  un  angle 
auxiliaire  A déterminé  par  l’équation 

sin*  - A = cos*  -f;r  — tt“)  cosX“  cos  X, 
ce  qui  donne,  en  différentiant, 

= — tang-A  j^tang-  (jr — ir*)  [3k — Jw') tangX*  i>*4- tangiixj,  [g) 
on  aura 

sin^U  = cos^(X  + X“-t-  A)cos  i(X  -t-  X"-  A), 
et,  par  suite, 

Itang-(X-f-X‘+A)((îX+5X‘+JA)  1 

I 

4-  lang  ^ il*—  A)  (JXh-  JX*— M). j 

En  substituant  dans  cette  équation  pour  et 

c?A,  leui-s  valeurs  précédentes,  on  aura  celle  de  (MJ 
exprimée  en  fonction  de  c?D  et  de<^f.  On  déterminera 
de  la  même  manière  c^V,  en  observant  que  l’on  a 
(?V  = (?e  — et  que  fv  et  âv°  sont  donnés  par  la 
seconde  des  formules  (o').  On  aura  donc  entre  les  va- 
riations (?D  et  deux  équations  de  cette  forme, 

â\]  = inâT) -h  n&t,  j . 

(JV=  po'D-t-  9<f/;  i 

d’où,  en  observant  qu’on  a (J LJ  — <^V  = V — L1 , 
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{in  — p)â\) -h  {n  — rj)ât  =y  — U . (e) 

On  trouvera  une  équation  seniblal)le  en  combinant 
la  première  observation  avec  la  troisième;  on  aiua 
donc  deux  équations  qui  ne  renfermeront  d’inconnues 
que  les  variations  c?l^  et  (?<,  et  qui- suffiront  par 
consécjuent  pour  les  déterminer.  Si  le  calcul  était 
exact,  on  aurait  ainsi  immédiatement  les  valeurs  de  la 
distance  périhélie  et  de  l’époipie  du  passage  qui  sa- 
tisfont le  plus  exactement  possible  aux  trois  observa- 
tions données;  mais  comme  on  a négligé  dans  la  for- 
mation de  ré(|uation  (e)  les  quantités  du  second  ordre, 
il  faudra,  à l’aide  des  éléments  corrigés,  recommencer 
les  calculs  précédents,  et  l’on  déterminera  ainsi  les 
corrections  de  ces  nouveaux  éléments.  Dans  certains 
cas,  on  sera  mémo  obligé  de  répéter  une  troisième 
fois  ces  opérations;  mais  elles  n’ont  rien  d’embarras- 
sant, et  le  calcul  des  premières  corrections  facilitera 
celui  des  suivantes. 

20.  Quand  on  sera  ainsi  arrivé  à uiie  connaissance 
suffisamment  exacte  de  ladistance  périhélie  et  du  temps 
du  passage,  voici  comment  on  déterminera  avec  le 
même  degré  de  précision  les  autres  éléments  de  l’or- 
bite. On  sidistituera  dans  les  équations  (a)  et  {h)  pour 
o'/et  çJ'D  leurs  valeurs  résultantes  des  dernières  opé- 
rations, et  l’on  en  conclura  les  valeurs  exactes  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  hélioceutriques  de  la  co- 
mète pour  les  épocpies  des  observations  données. 

Si  l’on  comiiare  ensuite  entre  elles  la  première  et  la 
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dernière,  on  aura  pour  déterminer  l'inclinaison  f de 
l’orbite  de  la  comète  et  la  longitude  a de  son  nœud 
sur  le  j)lan  de  l’écliptique,  les  deux  formules 

sin  (rr  — 7t“)  . 

cos  (!)=:  .— COS  A cos  A", 

T s,n{p  — K»)  ’ 

sin  (;:  — «)  = tang).  col  f. 

Dans  la  première  de  ces  formules,  il  faut  avoir  soin 
de  prendre  l’angle  v — v°  de  même  signe  que  n — 
parce  que  l’inclinaison  <p  est  toujourssupposée  moindre 
que  f)o®.  seconde  donnera  pour  l’angle  t:  — a deux 
valeurs  comprises  entre  o et  i8o®,  et  il  en  résultera 
par  conséquent  deux  valeurs  de  a.  Pour  déterminer 
laquelle  il  faut  choisir,  on  remarquera  que  par  la 
première  observation  on  a pareillement 

sin  {n°  — a)  = tangÀ”  coty; 

• 

on  prentlia  donc  la  moyenne  entre  les  valeurs  coi- 
respondantes  de  a,  et  l’on  saiira,  par  ce  qui  a été  dit 
n"  14,  si  c’est  au  nœud  ascendant  ou  au  nœud  des- 
cendant de  l'orbite  que  cette  longitude  se  rapporte. 

signe  de  n — 71°  indiquei  a,  selon  qu’il  sera  po- 
sitif ou  négatif,  si  le  mouvement  de  la  comète  est  di- 
rect ou  s’il  est  rétrograde.  Enfin  on  aura  le  lieu  du 
périhélie  sur  l’orbite  par  la  formule  (27)  du  n”  I(>. 

21.  Lîi  méthode  rpie  nous  venons  de  donner  jiour 
corriger,  par  les  formules  différentielles,  les  éléments 
de  l’orbite  tpii  résidlent  d'une  première  approxima- 
tion, est  très-exacte  et  très-sùre,  mais  les  calculs 
qu’elle  exige  demandent  quelque  attention  ; les  aslro- 
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nomes  emploient  de  préférence  la  suivante,  qui  a l'a- 
vantage d’ètrt*  pour  ainsi  dire  mécanique,  les  mêmes 
calculs  se  reproduisant  toujours  pendant  toute  l’opé- 
ration. Voici  en  quoi  elle  consiste.  On  suppose  connus 
à peu  près  la  distance  périhé-lie  et  l’instant  du  passage 
par  ce  point,  et  <'ii  partant  de  ces  éléments  et  des 
observations,  on  détermine,  comme  on  l’a  vu  plus 
haut,  les  différences  d’anomalies  de  la  première  à la 
deuxième  observation,  et  de  la  première  à la  troi- 
sième. Soient  U et  U'  ces  deux  angles  ; en  les  compa- 
rant aux  mêmes  différences  d’anomalies  que  donnent 
immédiatement  les  deux  éléments  approchés  et  que 
nous  désignons  par  V et  V',  on  aura 

U - V = m,  U'  - V'  = m'. 

On  fera  varier  d’une  très-petite  quantité  la  distance 
périhélie,  et  l’on  calculera  les  mêmes  résultats  dans 
cette  seconde  hypotlÆse.  Soient  n et  n'  ce  que  devien- 
nent alors  les  quantités  m et  m';  enfin,  en  conservant 
la  distance  périhélie  de  la  première  hypothèse,  on 
altérera  un  peu  rinstaiit  du.  passage  au  périhélie,  et 
l’on  calculera  encore  les  angles  U — V et  U'  — V'. 
Dans  cette  troisième  hypothèse,  désignons  par  p et  p' 
ces  angles,  et  soient  m et  < les  nombres  par  lesquels  il 
faudrait  multiplier  les  deux  variations  supposées  dans 
la  distance  périhélie  et  dans  l’instant  du  passage  pour 
avoir  les  véritables,  on  aura  les  deux  écpiations  sui- 
vantes : 

(m — n).u  -1-  [m  — p).  t — in,  l 

(m'—  //').  U -4-  (»«'—  p')  l = m'.  ) 

On  tirera  de  là  les  valeurs  de  u et  /,  et  l’on  aura  par 
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conséquent  les  corrections  de  la  distance  périhélie  et 
de  l’instant  du  passage  de  la  comète  en  ce  point.  Si 
les  valeurs  qui  en  résulteront,  n’étaient  pas  suffisam- 
ment exactes,  on  recommencerait  avec  ces  deux  élé- 
ments corrigés  les  calculs  précédents,  et,  après  quel- 
ques essais,  on  parviendrait  à connaître  la  vraie  di- 
stance périhélie  et  l’instant  du  passage  au  périhélie 
qui  répondent  aux  observations  données. 

Si  l’on  voulait  déterminer  l’orbite  avec  encore 
plus  de  précision,  au  lieu  d’employer  dans  le  calcul 
tles  corrections  de  la  distance  périhélie  et  de.  l’instant 
du  passage  trois  observations  seulement,  on  choisirait, 
parmi  les  observations  de  la  comète,  celles  que  l’on 
supposerait  les  plus  exactes,  et  en  leS  comparant  deux 
à deux,  on  formerait  un  système  d’équations  sem- 
blables aux  équations  {d)  ou  aux  équations  (e).  On 
combinerait  ensuite  ces  équations  de  la  manière  la 
plus  avantageuse  pour  en  tirer  les  valeurs  des  quan- 
tités qui  doivent  servir  à la  correction  des  éléments 
de  la  première  approximation , et  l’on  déterminerait 
ainsi  l’orbite  qui  satisfait  le  plus  exactement  possible 
à l’ensemble  des  observations  connues  de  la  comète. 

Il  peut  arriver  dans  certains  cas  que,  malgré  les 
précautions  que  nous  vtmons  d’indiquer,  l’orbite  cor- 
rigée ne  repré.sente  qu’assez  imparfaitement  encore 
les  résultats  de  l’observation  ; c’est  qu’alors  sans  doute 
le  mouvement  de  la  comète  n’a  pas  lieu  dans  une 
parabole,  comme  nous  l’avons  supposé,  et  que  son 
orbite  est  elliptique  ou  hyperbolique.  Cette  dernière 
espèce  d’orbites  intéresse  peu  l’Astronomie.  Quant 
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aux  iHémenls  de  l’orbite  elliptique,  ou  peut  les  déter- 
miner par  une  méthode  d’approximation  semblable  à 
celle  <lu  11°  21,  lorsqu’on  a déterminé  par  les  mé- 
thodes précédentes  la  parabole  qui  représente  a peu 
près  le  mouvement  de  la  comète.  Pour  cela,  on  clioi- 
sit  quatre  observations  exactes  qui  embrassent  toute 
la  partie  visible  de  l’orbite,  et  l’on  calcule  les  angles 
V et  U relatifs  à ces  observations  dans  quatre  hjqio- 
thèses,  d’abord  en  employant  les  éléments  approchés 
de  l’orbite  parabolique,  ensuite  en  faisant  varier  la 
distance  jiérihélie,  troisièmement  en  changeant  seule- 
ment l’instant  du  passage,  et  enfin  en  conservant  la 
distance  périhélie  et  l’instant  du  passage  de  la  pre- 
mière hypothèse  et  en  supposant  une  orbite  elliptique 
très-allongée,  en'  sorte  que  la  différence  i — e de  son 
excentricité  à l’unité  soit  une  très-petite  fraction.  Les 
formules  du  n°  2G,  livre  II,  serviront,  dans  ce  cas,  à 
déterminer  le  rayon  vecteur  /■  et  l’anomalie  v corres- 
pondants à chaque  observation.  Cela  posé,  en  nom- 
mant respectivement  M,  t,  jles  nombres  par  lesquels 
il  faut  multiplier  les  variations  supposées  dans  la  di- 
stance périhélie,  dans  l’instant  du  passage,  et  la  quan- 
tité I — e,  pour  avoir  leurs  véritables  valeui’s,  on 
formera  trois  équations  semblables  aux  éejuations  [d), 
qui  renfermeront  chacune  ces  trois  inconnues,  et  qui 
serviront  à les  déterminer. 

Nous  ne  faisons  qu’indiquer  ici  cette  métliode, 
j)arce  que  les  résidtats  qu’elle  donne  laisseront  tou- 
jours beaucoup  d’incertitude  sur  la  durée  de  la  révo- 
lution de  la  comète  qui  est  surtout  importante  à con- 
naître, et  que  le  seul  mo\en  certain  de  la  déterminer 
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est  crallendre  ({ue  l'on  ait  observé  tm  nouveau  passage 
de  cet  astre  à son  périhélie. 

Pour  faciliter  l’usage  des  méthodes  que  nous  venons 
d’exposer,  nousallonsen  fairel’application  à la  comète 
de  i8a4,  dont  l’appSrition  a été  assez  longue  pour 
fournir  un  nombre  d’observations  suffisant  à la  dé- 
termination exacle*de  son  orbite. 

Dclermination  de  l’orbite  de  la  comète  de  i8a4- 

25.  Parmi lesobservationsconuuesdecette comète, 
nous  avons  choisi  les  suivantes.  Les  époques  sont 
évaluées  en  telnps  moyen  à Paris,  compté  de  minuit. 

Époques.  Longitudes  obsenées.  Latitudes  observée». 

Aoùl  22',goi53,  (1°.  23o".3i'. 33",  b". 

28,87972,  a, 22^.  6.3o,  é 09.33.58. 

Septom.  3,91004,  fl'. 218.  4'34)  é'.Gi  . 4 

Les  lieux  du  Soleil  correspondants  aux  mêmes  époques 
et  calculés  par  les  Tables  de  Delambre,  ont  donné  : 

Lonj;.  tltt©  -t-180"  Logar.  R. 

A*.  329’ 38' 37",  . 0,0046329, 

A . 335  25  24  , 0,0040271, 

A'.  341  i5  54  , 0,0033786. 

On  a conclu  de  là,  pour  l’é|)oque  qui  tient  le  milieu 
entre  les  trois  observations, 

A,  = 335"  26'  38",  log  R,=:  0,0040129. 

.\u  moyen  de  ces  valeurs  on  a formé  les  suivantes  : 

— n". . . 99"  7'  4",  A, — fl’ . io4'’55' 5", 

A — a ...III.  1 8.54  , -A, — « ...III.  20.  9 , 

A'  — fl' . . I 23.  I 1 .20  , A, — fl'  ...  I I 7.  22.  5. 
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Nous  avons  d’ailleurs  ici  6=5^,97819  et  6'=Gj,o3o3a, 
et,  par  suite,  6 -h  6' = i aj,oo85i  ; en  ajoutant  aux 
logarithmes^de  ces  quantités,  le  logarithme  constant 
8,a3558ai,  on  forme  les  suivantes  : 

logS  = 9,oiai5i9,  log6'=  9,0159224, 
log(6  + 9')  = 9,3 15571 3, 
d’où  l’on  conclut 

Jog  — — = 0,3029194  , log  = 0,2991489. 

Cela  posé,  cet  exemple  ne  tombant  pas  dans  le  cas 
d’exception  11“  1 1 , nous  emploierons  les  formules  du 
n”  10,  dont  les  dénominateurs  sont  suffisamment 
grands,  et  qui  sont  alors  les  plus  simples.  Pour  les 
réduire  en  nombres,  nous  commencerons  par  calculer, 
au  moyen  des  formules  (7),  les  valeurs  des  trois  quan- 
tités C“,  C,  C',  on  aura  d’abord  : 

sin(A, — a)...  9,9691652  sin(A,  — a')...  9,9484470 


tangft' 0,2575401  • langb 0,2809982 

0,2267053  0,1794452 

Koinbres  -t-i,6854io  — i,5n63o 

— I ,5i i63o 

C*=  -t-  0, 178780 


On  trouverait  de  la  même  manière 

6 = 0,171001,  C'  = o, 343313. 

IvCS  formules  (ta),  en  vertu  de  ces  valeurs,  de- 
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(X 


P’  = ^[9»7o43oo5],  p'  = [9,6973083]. 

Dans  les  premiers  essais  il  suffira  d<'  supposer 

v"  _ e -h  6'  u"  _ e 9' 
t?"  ~ 0'  ’ 'ü’~' 

ce  qui  donne 

0”  = P [0,0034584] , p' = P [0,0003377  ]. 

Mais  les  valeurs  qu’on  tirera  des  équations  ainsi  sim- 
plifiées, ne  peuvent  être  considérées  que  comme  une 
approximation  très- imparfaite,  propre  tout  au  plus  à 
guider  le  calculateur  dans  les  premières  hypothèses. 
11  est  donc  inutile  de  nous  y arrêter  ici  et  nous  passe- 
rons tout  de  suite  au  second  degré  d’approximation 
en  supposant,  n°  10, 

u"  e-(-6'r.  6(2S'-f-0)'| 

~ ô'  1 ' 6^  J’ 

v"  __  6 -h  6'  r _ 0' (26-1-6')  I 

U ® 1.'  J 

En  réduisant  ces  formules  en  nombres  d’après  les  va- 
leurs précédentes  de  6 et  6',  on  trouve 

^ = [o.299'489l.— ^[8,0249400], 

1 

.-^  = — [0,30291.94]  -h ^[8, o3 12241]. 

On  aura  donc,  pour  calculei’  et  f/  par  le  moyen 
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(le  P et  lie  r,  les  formules  suivantes  : 

P»  = P [0,0034584 1 — £[7,72924951, 

p'  = P [ 0 , 000227  7 ] — P J 7 , 7 285324  ]. 

Ces  formules  contenant  l’inconnue  r,  on  fera  une  pre- 
mière hypothèse  sur  la  valeur  de  p et  l'on  calculera  r 
par  l’équation  suivante  : 

1,0187185  — P [9,8655557]  4-  p’ [0,5907660]. 

« 

Connaissant  ainsi  p et  r,  les  formules  précédentes 
donneront  les  valeurs  de  p®  et  de  p',  et  l’on  calculera 
ensuite  /-°,  r',  V et  c par  les  équations 

I ,o2i5645i  — p*f9>%57259]-t-  p"[ 0,5444910],  \ 
r'’=  1 ,01568070  — p' [0,042701 3] -H  p'>  [o,63o8356] , i 
V = o, 9977510  — p'(9>5524;)97]-f. pV [0,584261 7]  I (M) 
— p' [9,5700582],  l 

c’=  r'’— 2.V.  ) 

Enfin,  pour  vérifier  l’hypothèscet  en  reconiiaître  l'or- 
reur,  on  aura  1 équation  d'u  temps  (aa)  qui,  en  substi- 
tuant pour  & et  §'  leurs  valeurs,  donne 

a i 

1,2394317  = (r»-(-  /■'  4-  r)’  — (r*-(-  r'— <■)’.  (N) 

Supposons,  qu’aprés  quelques  essais,  on  soit  arrivé 
à la  valeur  suivante  p = o;4  1 2<j3i  5q,  ce  qui  donne 

/•=  = 1 , 38o2()5i)7  et  /■  = 1 , 1 7,48  '170, 
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on  en  tlédnit  ensuite  : 


p*  = [9, 6179081] 

/*>=  1,49165730  =[0,1736(191] 

r*=  1 ,22133400 
r'=  1,13404775 

z' 4-/^  = 2,35538175  a^=4,2523i58 
c = 0,26934356  b’  = 3,0 1 28900 

3=2,62472531  — 1,2394258 

b=2, 08603819  4-1,2394317 

-I-  Ojüoooo5g 


p' =[9,6146697] 

7^’=  1,49165730. ..[0,1  I 13(199] 
r*'  = 1,28606570 

2,77772.30 
2.V  = 2,7051770 

c' =^0,0725460  =[8,86o6i35j 
[9,4308067] 


Soit  pour  nouvelle  hypothèse  p = o,4i 2934^4  = [9, (ji 588i3], 
ce  qui  donnera 

(,3802734  et  e = [0,0699824  J, 


on  en  déduit  les  résultats  suivants  ; 


.p-  = [9,6i79ii3] 

>“■  = 1 ,4916653  =[0,17367 1 5] 

r*  = 1,22133730 
/^=  1,1 340507  7 


p'=[9,6i46729] 

/“’=  1,4916653 

/•'•=  1,2^0732  = [0,1092658] 

2,7777385 
2 V = 2,7051914 


r" 4- /■'  = 2,35538807  a’  = 4,2523400  f’ = 0,072,547  1 = [8,8606201] 

5 

f = 0,26934570  b’ =3,0129000  f ...  [9,4303 101] 

3=2,62.473377  — 1,2394400 

6=2,08604237  -4-1,2394317 

— 0, 0000083 

Tx*s  erreurs  qui  résultent  des  deux  hypothèses  pré- 
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céclentes,  étant  de  signes  contraires,  il  s’ensuit  que  si 
5o  , 

l’on  fait  — 5g  > qu’on  désigne  par  A et  B les 

valeurs  de  p dans  la  première  et  dans  la  deuxième 
hypothèse,  la  vraie  valeur  de  cette  quantité  sera 
exprimée  par  A + n(B  — A).  On  trouvera  ainsi 
P = 0,4  12^3286,  et  l’on  en  déduira  la  solution  sui- 
vante : 

o,4i4®^74>  I ,22i3356,  c = 0,2693447» 

r =:  I ,1748484, 

p' = 0,4 1 17855,  / = 1 , 1 34o5oo . 


On  pourrait,  dans  les  cas  ordinaires,  s’arrêter  à 
cette  seconde  approximation  où  nous  avons  tenu 
compte  des  termes  du  second  ordre,  et  les  valeurs  des 
éléments  parabolicpies  qu’on  en  conclurait  seraient 
assez  exactes  pour  tous  les  usages  qu’on  en  voudrait 
faire;  mais  pour  obtenir  le  dernier  degré  de  précision 
auquel  la  méthode  puisse  atteindre,  il  faut,  dans  les 
formules  (12),  n“  10,  avoir  égard  aux  termes  du  troi- 
sième ordre  qui  ajoutent  aux  valeurs  des  quantités 

— et  ^ les  termes  suivants  : 

U V 


0 + 1/ 

9 


(ô'»  -I-  00'  ~ 


0.+  8' 
0' 


(§'*_  Oô'  — 


6^) 

on 


En  substituant  pour  r”,  r,  r'  leurs  valeurs  données 
par  l'approximation  précédente  et  pour  ô et  6'  celles 
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qui  résuUent  dos  observations,  les  deux  termes  pré- 
cédents devieuueiU 

4- 0, 000080^93  et  -4- o,oooo3o865. 

Ku  ajoutant  respectivement  ces  deux  quantités  aux 

valeurs  de  — et  de  — données  précédemment,  ou 
ru*  ’ 


aura 

= 2,00875049—  ^[8,o3l224lj, 

^ I ,99i38b8t)  — —[8,0249400]. 

Ou  peut  d'ailleurs  calculer  directement  les  deux  quan- 

lilés  — et  ^ au  moyen  des  formules  (i5),  n”  10. 

Les  valeurs  précédentes,  substituées  dans  les  for- 
mules i'i2),‘ donnent 

p“  = P [o  ,0034034  ] — ^ [ 7 > 7292495  j 


p'  = P [0,0002333]  — ^ [7 


,7285324]. 


Ces  deux  équations,  jointes  aux  cinq  formuh'S  (iM) 
et  (N), fournissent  toutesles  données  nécessaires  pour 
déterminer  l’orbite  parabolique  avec  le  dernier  degré 
d’exactitude  dont  le  problème  est  susceptible. 

* En  satisfaisant  à ces  équations  par  des  hypothèses 
arbitraires  sur  la  valeur  de  p,  comme  nous  l’avons  fait 
précédemment,  on  trouve,  après  quelques  essais,  la 
solution  suivante  : 

P*  = 0,4 <40083 [,  r*  = I ,22i3302, 
r'  = 1,1 3 jo5o5, 
o'  = 0,4 1 i78tl39,  c =r  <>,2093440. 
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Pour  déduire  de  ces  valeurs  les  élcmenls  de  l’orbite 
parabolique,  on  a formé  d’alïord  les  quantités  p,  q, 
P — /■",  P — r'  et  leurs  logarithmes,  et  l’on  a trouvé 

P — ^(r‘  -i-  r'  -j-  c)  z=  I ,3i236535  = [ô,  i i8o547], 

7 = -t-  r'  — c)=  1 ,o43o2i35  = (0,0182932], 

P — r' = O,  17831485  = [9,251  187(1], 

P — r"  =:  0,09102915  = [8,9591805]. 

Ou  a calculé  ensuite,  au  moyen  des  formules  (aS) 
et  {26),  la  distance  périhélie  D et  l’anomalie  e®  de  la 
manière  suivante  : 

P — .9,2.5 1 1876  P — r*.. .8,9591805  c. ..9,4303074 

V^...  0, 0590274  0, 00914^15  0,0434 176 

A ..9,3io2i5o  b.  . .8,9683270  c y/r*.,  .9,4737250 
A — B. ..9,0455277 
c y/r"... 9,4737250 

sin  .9,5728027  -v". . .2i°57'32", 


cos  - 9,96729 16 


Par  la  formule  directe  J ^ 

cos’-, ^...9, 9345832  j D=[o,o2i4.75]. 

r*. . .0,0868353 

logD...o,02i4i85 

Le  temps  employé  à parcourir  l’anomalie  e"  se  cal- 
culera par  la  formule  (27) 

/=  (aD’)a  ^tangji»“-t-  itang’ie®)  [1,764/,  179], 

le  nombre  dont  le  logaritlune  est  1,7644179,  complé- 
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miMitde  8,^355821,  étant  (n°  ITi)  celui  par  lequel 
on  doit  multiplier  la  valeur  du  tenij)s  exprimé  en 
arcs  du  moyen  mouvement  solaire,  ])our  le  convertir 
<‘ii  jours  moyens.  Substituant  pour  D et  e"  leurs  va- 
leurs, on  trouve 

(?.Dq>... 0. 1826427 
••lag-  . .»j,Go55i  14 
1 ,7644179 


1 ,55257 20... 35J, 69209 
^ lang’  - . ..8,7  33go  1 5 

0,2864735...  1,93407 
^ . .37,  62616 

Ce  temps,  ajouté  à l’époque  de  Ja  première  obser- 
vation, puisque  la  comète  s’avance  vers  son  périhélie, 
c est-à-dire  au  a2,9oi53  août,  donne,  pour  l’instant 
du  passage  au  périhélie,  le  i^,5'î'j6g  septembre. 

Ix;  calcul  des  longitudes  et  des  latitudes  héliocen- 
triques  a donné  ensuite  : 


P*. . .9,6179103 

i:  r\ . .g,9i3i647 
tang  b’.  . .0,  1992661 

sin  X".  . .g,  73034 1 1 
cosl“.  . .9,9259782 

tangX'.  . .9,8043629 
colX'.  . .9,8007339 
sin(A"  — a").  . .9,9944776 

sin  ( A*— n*)...  9, 5995744 
A*  — ir"...  23"  26'  8" 
A\.  .329.38.37 

Ît".  . .3o6"I2'29" 


«' . , 

. . 9,6146720 

1 ; r' . 

. 9,9i{536.75 

tang  b' . 

. . 0, 25ÿ54oi 

sin  X'.. 

..9,817579(1 

cos  X' . 

• -9.8772979 

tangX'. 

• 9.9402817 

cot  X'.  . 

.9.742459g 

sin(A'—  fl'). . .9,9226583 
sin  (A'  — t:').  . .9,6053999 
A'  — tt'...  23*46'‘i7" 

A'.  ..34 1.15.54 

7t'..  3i7”29'37" 
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La  longitude  a du  nœud  ascendant  se  calcule  en- 
suite par  la  formule  (29);  on  a ainsi  : 

tang À".  . .9,804367.9  tangV.  . .9,940781^  . 

sioTr'.  . .9,8297363  sin  S-*.  . .9,9068074 

9,6340997  9,8470891 

-t- 0,70321665 

— 0,43062600 

-1-0,27259165 

tangV.  . .9,8043629  tangX'. . .9,9402817 
rosir'.  . .9,8675865  cos  . .9,7713810 

916719494  9i7*'6G27 

— 0,51482860 
•4-  0,46984000 
— 0,04498860 

9,4355126 
8, 653 1025 

tanga. . .0,7824101  a. . .279“  22'  18" 

L’inclinaison  <p  se  déduit  de  la  double  équation  (28), 

n°  14, 

taneo  - 

On  a ainsi  : 

• ir”  — a = 26”  5o'  II"  ir'  — a — 38"  7'  19* 

tangX". . .9,8043629  ou  bien  fangX'. , .9,9402817 
sin(it* — O )..  .9,6546042  sin(ir'  — a)  ..9,7906226 

tangç.  . .0,1497587  langip.  • . 0,1497692 

y = 54"4i'i9" 

Enfin  la  distance  yj  de  la  comète  à son  nœud  ascen- 
dant, à l’instant  de  la  première  observation,  se  calcule 
par  la  formule  (3o)  cosï}  = cos),®  cos(7t®  — a);  d’où 
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il  lésiillc*  : 


cosy. . 

cos(7t"  — a). . ,g,g5o5io5 
(OS  y).  . ,g,87(j4887 


Ce  qui  donne  /j  = 4'"  • i'43"i  et  l’on  aura,  par  con- 
séquent, pour  le  lieu  du  périhélie  sur  l’orbite, 

» -f-  a -+-  (^  = 4“  2g'  5". 


lùi  rassemblant  ces  différents  résultats  on  aura,  pour 
les  éléments  paraboliques  de  la  comète. 

Passage  au  pcrih('lie Septembre  ag'jSa^Gg 

Distance  périhcilic i ,o5o5543 

I.ieu  du  nœud  ascendant 27g"  22'  18" 

Inclinaison 54- 4' -19 

Lieu  du  pé'rihclie 4-  2g.  5 

Sens  du  mouvement  direet. 


‘24.  Ces  éléments  doivent  satisfaire  exactement  aux 
deux  observations  extrêmes  et  représenter  à quelques 
secondes  près  l’observation  moyenne;  c’est  ce  que 
nous  allons  vérifier  en  calculant,  avec  les  éléments 
précédents,  les  lieux  des  0.1  et  28  août,  et  du  8 sep- 
tembre. 

C’est  ici  le  problème  inverse  de  celui  que  nous 
avons  résolu  n"  18.  Etant  données  la  latitudeet  la  lon- 
gitude hélioccutriques  de  la  comète,  que  l’on  déduit 
aisément  des  éléments  de  son  orbite,  il  s’agit  d’en 
conclure  la  latitude  et  la  longitude  géocentriques  cor- 
respondantes à la  même  époque.  Pour  diriger  le  calcul, 
nous  supposerons  que  l’on  a sous  les  yeux  la  figure 
que  nous  avons  indiquée  n"  18,  et  nous  consûlére- 
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rons  de  nouveau  la  pyramide  Iriangulaire  STCC'  for- 
mée par  les  droites  qui  joignent  les  lieux  du  Soleil  et 
de  la  Terre  avec  ceux  de  la  comète  et  de  sa  projec- 
tion sur  l’écliptique,  à l’instant  de  l’observation 
moyenne.  Nous  désignerons  de  plus  par  N le  lieu  du 
nœud  ascendant  de  la  comète  sur  le  plan  de  l’éclipti- 
que, et  nous  ferons,  pour  abrt^er, 

r = lieu  du  périh.  — noeud , et  K = CSN  = — F, 

eu  nommant  comme  précédemment  v l’anomalie  vraie 
correspondante  à l’époque  donnée. 

Cela  posé,  en  désignant  comme  précédemment 
par  a la  longitude  du  nœud  ascendant  et  par  n la 
longitude  héliocentrique  de  la  comète,  on  aura  d’a- 
bord 

tang  (a  — 7t)  = cosy  taugK. 

On  conclura  de  là  l’angle  a — ;r  et,  en  le  retrau- 
cliant  de  la  longitude  a du  nœud  ascendant,  on  aura 
la  longitude  héliocentrique  n de  la  comète.  En  re- 
tranchant cet  atigle  de  la  longitude  de  la  Terre  au 
même  instant,  on  aura  l’angle  au  Soleil  TSC' que,  pour 
abi’éger,  nous  nommerons  S. 

Ij;i  latitude  héliocentrique  CSC',  que  nous  avons  dé- 
signée par  X,  se  calcule  par  la  formule 

sinX  = sinç)  sinK. 

Connaissant  la  longitude  et  la  latitude  héliocen- 
triques  n et  X,  pour  en  conclure  la  longitude  et  la  la- 
titude géocentriques  a et  A,  considérons  le  triangle 
rectiligne  CSC';  on  a d’abord 

SC'  = rcosX,  CC'  = /-siuX, 
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ut  si  du  pointe'  on  abaisse  une  perpendiculaire  C'J 
sur  la  ligne  ST  qui  joint  les  centres  de  la  Terre  et  du 
Soleil,  on  a ensuite 

SI  = SC'  cosS,  C'  I = SC'  sin  S. 

La  première  valeur  fait  connaître  celle  de 
TI  =ST-  SI  =ST 

SI 

ou  bien,  en  observant  que  ST  = R et  faisant  — = a, 
TI  = R(i-  a); 

et  en  nommant  T l’angle  à la  Terre  STC',  on  en  conclut 
tangT  = ^*. 

En  ajoutant  à l’angle  T,  calculé  par  cette  formule,  la 
longitude  du  Soleil  A — 1 80°,  on  aura  pour  la  longi- 
tude géocentrique  a de  la  comète, 

a = A-  (i8o°-  T). 

Quant  à la  latitude  géocentrique  b,  on  la  calculera 
aisément  par  la  formule 

tang  b — ^, 

lorsque  l’angle  T sera  déterminé;  en  effet,  on  aura, 
par  ce  qui  précède, 

CC'  = r sin  X, 
d’où  l’on  conclura 

tang  b = 

équation  dont  le  second 
des  quantités  connues. 


TI  = C'T  cos  T; 
rsinXcosT 

ri  ’ 

membre  ne  renferme  que 
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Calcul  du  lieu  du  32  août. 


Époque  donnée. . Août...  22*,9oi53 
Passage  au  périh . Sept...  29,51769 
07 ,62616 

Périh. — Nœud....  r 
r — (’  arg.  de  la  lat. . K 


t... 

1 ,5754900 

d’... 

43“  55'  4' 

D^.. 

o,o32  12.80 

r... 

85.  6.47 

T... 

1 ,5433620 

K = 

4i"  11' 43' 

T.. 

. 341,943 1 5 

cosit'" 9,1)672916 

cos’|i'“. . . 9,9345832  sinip.  9,9117022 

D 0,0214187  sinK.  9,8186398 

0,0868355  siiiX'’.  9,7303420 

cosX' 9,9259781 


SC' 0, 0128136  R...  0,0046329 

cosS 9,1)626098  a....  8,8132178 


SI 9,9754234  TI...  8,8178507 

R 0,0046329 

9-97079»^ 

Nomb 0,93495442 

a o,o65o4558 

r O, 0868355 

sin  À* 9,7303420 

cosT 9,1999382 


9,0171157 
TI 8,8178507 


tang  b° 0,1 992650 

h" 57‘’42' 22" 

lat.  obser. . . 57.42.22 


cos? 9,7619427 

lang  K 9,942i5ii 


tang(w«  — a).  9,7040938 

77*- a 26»5o'lt" 

a 279.22.18 

77*= 3o6“i2'29" 

A»= 329.38.37 


SC' 

sin  S 

(n 

TI 

tangT.  . . . 

1 80"—  T . . . 
A* 

«• 

long  obs. . . . 


23'>26'  8' 

0,0128136 

9,5995745 

9,6123881 

8,8178507 

0,79^5374 

99”  7'  4" 
329.38.37 

2.3o'3i'33" 
2.3o.3i  .33 
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Calcul  du  lieu  du  28  août. 

Époque  donnée..  Août...  28t, 87972  t...  1 ,5oo3457  <’.  .. 

3 

Passage  au  pcrili.  Sept...  29,52769  D’ . 0,0821280  P... 

3',t).Î797  T..  1,4682177 


cos-e..  . 9,9757219 


T..  29*, 391 22 


sinït.  . 


9,9514438 

siny.  9,9117022 

COS  Ç 

0,0214187 

sinK.  9,8t>52.o45 

tangK 

o.o<>99749 

9,9087858 

sin>.  9,7769067 

tang  (r  — a) . 

JT  iX  • • * • - • 

9,9737607 

R.  . . 0,004027 1 

a , , 

9,9608194 

"n. . . . 9,1 724808 

9,9340801 

Tl . . . 9,1765074 

A 

0 ,0040271 

S. . 

9,93oo53o 

SC' 

0,8512420 

sinS 

0, 1487580 

C'  I 

0,0699749 

9,7769067 

TI 

9,56o5849 

•angï 

9,4074665 

9,1765074 

1 80" — T . . . 

. 0,2.309591 

A 

. 59”33'5o" 

. 59.33.58 

long,  obscr. 

Erreur 

Erreii  r . 


— 8" 


37» 57' 37" 
85.  6.47 

47“  9'  10" 


9,7619427 

0,0326663 

9.794‘^09'J 

3i“55'49" 

279.22.18 

3i  i»i8'  7" 
335.2,5.24 


24”  7*17" 

9,9737607 
9,61 18740 


9,585 I 347 
9, 1765074 

O ,4086273 


I I I “ 1 9'  I o" 

335.25.24 
224“  6'i4“ 
22.4.  6.3o 


— 16" 
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Calcul  du  lieu  du  3 septembre. 


É|K)qile  donnée..  Sept.. 

3',9ioo4  f. ...  1,4085393  V... 

3*°  29'  17" 

Pass.-ige  au 

périh.  Sept.. 

29,52769  D’ . . 0,0321280  r... 

85.  6.  47 

25,61765  T...  1,3764**3  K... 

53“  37'  3o" 

COS  - v' . 
2 

. . 9,9833933 

T=  23',79092i 

1 , 

cos’  -V  . . . 

. 9,9667866 

sin^.  9,9117022  cosç 

9,7619427 

D 

. 0,0214*87 

sinK.  9,9068782  tang  K 

0, *327740 

r 

. 0,0546321 

sinV.  9,8*76804  tang(jr'— 0). 

9,8947*67 

cos  V 

• 9.8772979 

R...  0,0033786  T.' Ÿ 

38“  7'  19" 

sr.' 

279.22.  *8 

• 9.98*4978 

cos  s 

3*7“29'37" 

11.  . . 9,0029707  TT 

SI 

, . 9,8934276 

A' 

34  *.*5.54 

R 

, . 0,0033786 

9,8900490 

S.. 

23“46'  1 7" 

Nomb. . . . 

. . 0,7763350 

SC' 

9.93*9284 

a 

. . o,27.3665o 

sin  S 

g,6o54oo3 

C'I 

9,5373287 

d 

, . 0,0546321 

TI 

9,3529767 

sin  1' . ... 

. . 9,8175804 

cos  T. . . . 

. . ,9,7383o55 

tang  T 

0, 1843520 

9,6io5i8o 

TI 

• • 9.3529767 

*80”— T... 

*23“*  l'20* 

A' 

34* . *5.54 

tang  b' ... 

..  0,25754*3 

a' 

218“  4'34" 

long.  obs... 

2*8.  4.34 

h' 

. . . 61°  4"  20" 

L.it.  obs. 

. . . 6 1 . 4 • 20 

Différence.. 

000 
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Ainsi  les  éléments  trouvés  satisfont  exactement  aux 
deux  observations  extrêmes  et  représentent  l’observa- 
tion moyenne  avec  une  erreur  de  iG"  snr  la  longitifde 
et  de  8"  sur  la  latitude.  Ces  erreurs  u’excèdenl  pas 
les  limites  de  celles  qu’on  doit  attendre  des  méthodes 
les  plus  précises  imaginées  pour  la  détermination  de 
l’orbite  d’une  comète  d’après  trois  observations.  La 
méthode  dont  nous  venons  de  faiia;  l’application  à la 
comète  de  i 824,  résout  donc  la  question  d’une  ma- 
nière très-satisfaisante. 


Rectification  des  éléments  de  l'orbite  de  la  comète 
de  1824. 


25.  Nous  nous  proposons  maintenant  d’appliquer 
à la  comète  de  1824  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  pour  arriver  à une  connaissance  exacte  des 
éléments  de  l’orbite  d’une  comète,  lorsque  l’on  connaît 
à peu  près  la  distance  périhélie  et  le  temps  du  pas- 
sage au  périhélie. 

Nous  avons  choisi,  pour  corriger  ces  deux  éléments, 
les  trois  observations  suivantes  : 


f.poquos. 

Août.  ...  4^  9^75 

22,g5i4 
Septembre  3,9100 


Ix>n(;itudcs  observées. 
a”  aSa"  3a'  28" 

a.  230.34. 49 
fl'.2i8.  4.34 


Latitudes  obsorvêss. 

6“  48"  7'3o", 
è.57.44’^3, 
b'  61 . 4-20. 


Les  lieux  du  Soleil,  correspondant  aux  mêmes 
époques  et  calculés  par  les  Tables  de  Delambre,  don- 
nent 


O* 

i32->21'58" 

i49-4' -3" 

iGi . 1 5.54 


lofl.  R. 

0,0060678 

O , 0046284 
0,0033786. 
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Supposons  cpie,  par  les  premiers  essais,  ou  ail  Ironvé 
pour  la  distance  périhélie  1,04598  et  pour  l’époque 
(lu  passage  le  48“f',  3 1 53  ; calculons  avec  ces  éléments 
approchés  les  angles  U,  V,  ü'  et  V'  par  la  méthode 
exposée  n"  18.  Voici  le  détail  de  ce  calcul  : 


..  per.  sept. 

28,3i53  t... 

. 1 ,735501 5 •'*  = 

- 58"  29'  22" 

.(lon.ao(it. 

4,9275  D>. 

,0,0292851  cos 7 

9. '9407858 

t = 

54', 3878  T... 

1 ,7062 16.4 

T = 

5o‘,84i3 

D. 

, 0,0195234 

cos’ 71'“. 

9,8815716 

0,1379518 

long.  ©. 
long,  conièt. 

i32“  21' 58" 
252.32.28 

cosC'TS. 

9,7012595 

(•long.  C'TS  = 

1 20“  1 0'  3o" 

rosi/". 

9,8244563 

cos  CTS. 

, 9,5257158 

CfS. 

109"  36'  i4" 

sin  CTS. 

9,9740669 

SCT. 

44  3.  9 

R». 

0,0060678 

1 53"  39'  23" 

1 : 

9,8620482 

CST 

. 26"  20'  37" 

sinSCT. 

9,8421829 

sin  CST. 

9,6471418 

• 

sin  l>". 

9,8719247 

: sin  CTS. 

0,0259331 

sinX". 

9.5449996 

lat.  hclio.X". . 

. 20"  32'  0" 

cos  CST. 

. 9,9523802 

coniniut.  C'ST. 

16“  52'  27" 

cos  À". 

• 0.97 '493' 

long,  de  la  Terr. 

3i2.2I ,58 

cosC'ST. 

9,9808871 

long.  hél.  Ts". 

295"  29'  3 1 " 

Nous  venons  de  déterminer,  par  ce  calcul,  l’ano- 
malie, la  longitude  cl  la  latitude  héliocentriques  de 
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la  comète  relatives  à l’instant  île  l’observation  thi 
4 août;  en  répétant  les  mêmes  opérations,  par  rap- 
port aux  époques  du  2a  août  et  du  3 si'ptembre,  on 
parviendra  aux  résultats  suivants  : 


(■"  = 58"  29'  22' 
295 .29,31 

Y'=Z  20.32.00 


42"55'5i' 
(j)  = 3o6 . 59 . 8 
31.46.20 


./=  3o"i8'45' 

If'  = 3 1 8 . 1 2 . 1 9 

X'  = 4°  ■ ' 5.4‘> 


Ces  valeurs  donneront,  en  comparant  les  deux 
dernières  observations  à celle  du  4 août. 


i<"  — f r=  1 5"  33'  3 1 " Ÿ — If®  = 1 1 " 10)  37" 

i’“  — ii'  =28.10.37  if'  — f®  = 11,1)1 . 48 

ef,  au  moyen  de  la  formule  (4),  n°  18,  on  en  conclura 


cos(if  — ?“)•••  9>99'2026 
‘•os*®...  9,9714931 
cosX. . . . 9,92949.^6 

9,8921903 
nomb.  4-  0,780172 


On  aura  donc 

U...  i5"i4'  4" 

V . . . i5,  33.3i 

V'  — U. . . '9  27 

On  trouverait  de  même 


siriX"...  9, 544 (>1)96 
siiiX....  9,7214347 

9,2664343 

4-  O,  18.4686 
4-  0,780172 

cosU  4-  0,96.4858 
'"H-  94)644634 


//(,  ..  4-  I 167" 


U'...  27»  38' 22" 

V".  . . 28.  10.  37 

V'  — U' . . . 32'  1 5"  m' ...  4-  1 935" 
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2(>.  Supposons  maintenant  que  l’on  lasse  varier 
irnne  petite  quantité  la  distance  périhélie  et  l’instant 
dn  passage,  et  déterminons  les  variations  correspon- 
dantes des  angles  U,  V,  U',  V'.  Les  calculs  qui  ont 
servi  à former  ces  angles,  lonrniront  toutes  les  don- 
nées nécessaires  à cette  nouvelle  recherche.  On  aura 
d’abord,  par  la  seconde  des  formules  (o'),  n“  19, 

ô'e“  = (2719")  d'f  — (aiao55")  o'!), 

= {35ig")ât  - (i 83485")  c?D, 

— ( i/|2'i9i")  JD, 

et  par  la  première  des  mêmes  formides,  en  conver- 
tissant tons  les  termes  (‘ii  secondes, 

' ^ = (i5a2")J< -f- (78467")  JD, 

^ = (i38a")  J^  -+-  (i35o5o")  JD, 

^ =(iio3")  J<  + (i586oi")  JD. 

l,a  formule  (n)  donnera  ensuite 

J).»=  (0,73178)  — , 

JA  = (r,i8a86)^,  • 

JA'=  (1,44:^59)^, 
et  par  la  formule  [b),  on  aura 

J7r"=  - (0,67577) 

J;:  (i,io568)^, 

c?n' = — (1,24612)^- 
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Par  la  iormiile  (g),  011  tonnera  les  variations  des 
angles  auxiliaires  A et  A';  on  trouvera  ainsi 

o'A  = - (0,65984)^-  (1,19847)^, 

(?A'=-  {0,60698)^—  (i,44o33)^- 

En  substituant  ces  valeurs,  ainsi  qne  celles  de 
o'X°,  o'X,  o'X'  dans  la  formnle  (c),  et  en  reui[)la- 

. Sr“  S r or'  . , 

eant  ensuite—,  —,  -77  par  leurs  valeurs,  on  trou- 
vera 

c?Ü  = -(  a")^<-^(879a")!fn, 

(JU'  = - (68")  oV  -^  ( 1 3 1 o3")  o'D. 

I^s  valeurs  de  (Jp®,  ùv,  âv'  donnent  d’ailleurs 

dV  ^ - (800")  ât  - (2857o")dD, 
dV'=  - (i35a")d<  - (69564")  dD. 

On  aura  donc  enfin,  pour  déterminer  les  variations 
&t  et  dD,  les  deux  équations  suivantes  : 

798  ât  -t-  37362  o'D  = 1 167, 

1284  di  -+-  82667  du  = 1935; 

d’où  l’on  tire 

du  = -D  0,0025397,  o'^  = + 1,3434999. 

On  trouve,  par  conséquent,  pour  la  distance  péri- 
hélie et  pour  l’instant  du  passage  de  la  comète  par  ce 
point,  d’après  ces  premières  corrections, 

I)  = i,o4852,  inst.  du  pass.  sept.  2^.6588. 
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Avec  CPS  nouvo.'uix  éléments,  on  lecommencera  les 
calculs  précédents,  et  l'on  arrivera  bientôt  aux  valeurs 
de  D et  de  t qui  satisfont  le  pins  exactement  possible 
aux  trois  observations  données. 


27.  Pour  montrer  comment  on  procéderait  à la 
correction  des  éléments  de  l’orbite  par  la  méthode 
des  variations  déterminées,  exposée  n"2l,  reprenons 
les  trois  observations  du  n°  2o,  et,  après  avoir  cal- 
culé les  angles  Ü,  U',  V'  avec  les  valeurs  que  nous 
avons  supposées  à la  distance  périhélie  et  à l’instant 
du  passage,  nommons  m et  m'  les  différences  V — U 
et  V'—  U'  ; on  aura,  par  ce  qui  précède, 

m = -t-  1 iby",  m'  = -l-  iqSj". 

Faisons  subir  maintenant  une  légère  variation  à la 
distance  périhélie,  sans  altérer  l’époque  du  passage. 
Suppo.sons,  par  exemple, 


0 = 1,00598,  inst.  du  pass.  sept.  a8j,3i53. 

En  calculant  de  nouveau,  avec  ces  données,  les  angles 


l , "V,  IJ',  V',  on  trouve 

ET  = 1 5”!  o'5o" 
,V  = I 5 . 5 1 . 54 

V_U=  4i'  V' 
« = -f-  a'|64" 


€'=  27'-33'3i'' 
V'  = 28. 56  35 

Y'-Ü'=  i"23'  4" 

n'  — -1-  4984" 


Faisons  varier  enfin  l’instant  du  passage,  en  conser- 
vant la  distance  périhélie  employée  dans  la  première 
opération;  supposons,  jiar  exemple, 

O = 1,04598,  inst.  du  pass.  sept.  29^,3 1 53. 
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Eli  reconimenrant  avec  ces  données  le.s  calculs  précé- 
dents, on  trouvera 

U. ..  3"  U'...  27“37'i3" 

V. ..  1 5.9.0. 1 5 V'...  97.48.  5 

V - ÜT . . 6'  1 2"  V'  - U'. . . I o'59^ 

P = + 379"  /)'  = 6d2" 

Au  moyen  des  valeurs  de  n»,  n,  n',  p et  p',  011 
formera  les  suivantes  : 

m — n = — I 297",  m "jCfS", 

m'  — rt'  = — 3049",  >n  — P = -Jf  1 283", 

et  l’on  aura  à résoudre  ces  deux  équations, 

— i997«  ■*"  79^  ~ ' '67, 

— 3o4<)«  •+-  i983<  = 1935; 

d’où  l’on  tire 

M = — o,o54o362,  « = -+- 1,37977. 

En  multipliant  respectivement,  par  ces  deux  quan- 
tités, les  variations  — o,o4  et  -t-  i',  que  nous  avons 
supposées  à la  distance  périhélie  et  à l’époque  du  pas- 
saj;e,  on  aura,  pour  les  variations  véritables  de  ces 
éléments, 

d'D  = -t- 0,002 1G14,  = -f- 1 ,37977, 

il’oii  l’on  conclura  pour  la  distance  périhélie  et  l’in- 
stant du  passage  au  |K*rihélie  corrigés, 

D = i,o48i4i4>  ùist.  du  pass.  sept.  291,69507. 

En  calculant  avec  ces  éléments  les  angles  U,  V,  IJ',  V', 
II.  6 
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oïl  aura 

l>...  i5"i4'a7‘'  17...  a7*‘37'i/|" 

\ . . . i5.i4.iQ  V"...  27.37,14 

U - vTTr  U'  - o''V 

On  ferait  disparaître  entièrement  la  dilfércnce,  en 
augmentant  nn  jien  la  distance  périhélie  et  en  avan- 
çant l’époque  du  passage;  mais  comme  elle  no  s’é- 
lève qu’à  quelques  secondes  , nous  ne  pousserons 
pas  plus  loin  cette  recherche,  et  nous  déterminerons, 
d’après  la  distance  périhélie  et  l’instant  ilu  passage 
précédents,  tous  les  éléments  de  l’orbite.  Li*  calcul 
que  nous  venons  de  faire  des  angles  U,  V,  U',  V'  a 
donné 

e"=  59°23'36"  V—  44"  917"  3i“4C'a2" 

20.59.18  32.28,35  à'=  4'-  c».  ^ 

;t'*=  295.  îT  = 3o6.iy.i4  ar'=  317.33.24 

Kn  combinant  entre  elles  les  valeurs  qui  se  rap[)artent 
à la  première  et  à la  dernière  observation,  parce  ipie 
ce  sont  celles  ipii  donnent  aux  numérateurs  et  aux 
dénominateurs  des  formules  n”  20  les  j)his  grands 
nomlires  et  dont  on  doit  attendre,  par  conséquent,  le 
plus 'd’exactitude,  on  trouve 

9 = 54"27'34",  a = 279"9'53". 

© est  l’inclinaison  de  l’orbite,  elle  mouvcnienl  de  la 
comète  étant  direct,  a est  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant. En  nommant  y)  la  distance  de  la  comète  à ce 
nœud,  à l’époque  de  la  première  observation,  011 
trouve  par  la  formule  (3o),  n“  li, 

»;  = 26‘'t;'5G", 
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d’où  l’on  conclura,  pour  le  lieu  du  périhélie  sur 
l’oibite, 

e + /J  a = 4“4d’25*. 

J. CS  éléments  de  l’orbite  de  la  comète  de  1824  seront 
donc 

Passage  au  périhélie.  Septembre 

Disianee  périhélie i,o48i4i4 

Eieu  du  périhélie  sur  l’orbite 4"4o’  25" 

Longitude  du  nœud  ascendant.  . 27g.  g.  53 

Inclinaison  de  l’orbite 54.27.  34 

Sens  du  mouvement  direct. 


6. 
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GHAHÏUE  111. 

PERTUnnÂTIONS  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE  DES 
COMÈTES. 


28.  r .es  comètes  sont,  comme  les  planètes,  assu- 
jetties à des  perturbations  qui  altèrent  leur  mouve- 
ment elliptique  autour  du  Soleil,  eP  (pii  font  varier 
par  degrés  les  éléments  de  leurs  orbites.  Ces  pertur- 
bations sont,  en  général,  beaucoup  plus  considérables 
pour  les  comèU’s  cpie  pour  les  planètes,  et  elles  sont 
surtout  sensibles  dans  la  durée  des  révolutions.  Leur 
détermination  doit  dé|)endre  évidemment  des  mêmes 
]iriuci[)es  que  celle  des  inégalités  planétaires,  puis- 
(pi’elles  dérivent  de  la  même  cause,  et  la  méthode 
exposée  n"  15,  livre  II,  qui  consiste  à exprimer  l’ef- 
fet des  forces  perturbatrices  par  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires  qui  entrent  dans  les  formules  du 
mouvement  elliptique,  paraît  être  encore  dans  cette 
([uestion  la  plus  appropriée  à la  nature  du  problème. 
On  détermine,  en  effet,  très-simplement  de  cette  ma- 
nière les  variations  différentieilc's  de  chacun  des  élé- 
ments de  l’orbite,  et  il  ne  s’agit  plus  que  d’intégrer 
ces  forimdes  pour  avoir  tous^les  éléments  du  mouve- 
ment de  la  comète  dans  son  orbite  troublée.  Malheu- 
reusement cette  intégration  présente  de  grandes  diffi- 
cultés. Les  excentricités  des  orbites  des  comètes  étant 
eu  général  très-considérables,  et  leurs  incliuaisoiis  à 
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rédipticpip  variant  à l’iniiiii,  il  n’est  plus  possible  de 
• développer  la  fonction  perturbatrice  en  série  conver- 
geiTte  orrlonnée  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  ces  quantités,  et  il  faut  renoncer  à l’avantage 
d’avoir,  pour  déterminer  les  inégalités  des  comètes, 
des  formules  qui,  comme  celles  des  perturbations 
|)lanétaires,  embrassent  un  nombre  indéfini  de  leurs 
révolutions  et  ne  demandent  que  des  substitutions 
numériques  pour  donner  les  résultats  cherchés.  Pour 
intégrer  les  formules  différentielles  des  éléments  de 
l’orbite  troublée,  on  est  obligé  ici  de  recourir  aux 
méthodes  d’approximation  connues  sous  le  nom  de 
(juadratures  mécaniques.  Ces  méthodes  consistent  à 
partager  la  courbe  décrite  par  la  comète  en  portions 
très-petites,  par  rapport  auxquelles  ou  détermine  les 
altérations  produites  par  les  forces  perturbatrices  sur 
clracun  des  éléments  de  l’orbite;  dilférentes  formules 
donnent  ensuite  le  moyen  d’en  conclure  les  variations 
totales  de  ces  éléments  dans  l’intervalle  coin[)i  is  entre 
les  deux  extrémités  de  l’arc  de  trajectoiie  que  l’on  a 
considéré.  On  peut  déternuner  de  cette  manière  les 
altérations  des  éléments  de  l’orbite  clliptitpie  pendant 
une  révolution  entière  de  la  comète,  c’est-à-dire  dans 
l'espace  de  temps  qui  s’écoule  entre  deux  passages  de 
cet  astre  au  périhélie;  mais  les  calculs  que  cette  mé- 
thode exige  dans  les  applications  sont  immenses,  et  il 
convient  de  les  restreindre  autant  (pie  possible,  pour 
éviter  tout  travail  inutile  au  calculateur.  C’est  ceipi’on 
|)eul  faire  très-simplement  lorsrpie  la  comète  est  dans 
la  partie  supérieure  de  son  orbite,  et  (pie  sa  distanc(' 
au  Soleil  devient  tres-grande,  relativement  à celle  de 
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la  planète  perturbatrice  an  même  astre.  T.a  toncfioii 
dont  les  perturbations  dépendent  peut,  dans  ce  cas,, 
se  dévelop|)er  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances descendantes  de  cette  distance,  et  les  expres- 
sions différentielles  des  altérations  des  éléments  ellip- 
ti(piesse  partagent  alors  en  deux  pai’ties,  dont  rune 
i-st  intégrable  par  elle-inènie  et  dont  l’autre,  beaucoup 
moins  considérable  que  la  juemiere,  peut  se  détermi- 
ner par  des  approximations  successives  aussi  exacte- 
ment que  l’on  veut. 

1.-I  tbéorie  des  perturbations  des  cometes  peut  donc 
êtr<*  regardée  comme  complète,  et  les  travaux  de  La- 
grange sur  ce  sujet,  exposés  dans  un  beau  Mémoire 
fjiii  remporta  le  prix  pioposé  par  l’Académie  des 
.Sciences,  en  1780,  n’ont  presque  rien  laissé  à faire  à 
ses  succe.sseiirs.  .Sans  doute  on  pourrait  désirer,  pour 
déterminer  ces  perturbations,  une  méthode  dont  l’.a|)- 
plication  numéricpie  fût  plus  simple;  mais,  par  l.i  na- 
ture même  des  difficultés  que  présente  la  (piestiou,  il 
me  paraît  douteux  qu’on  y parvienne,  et  il  est  pro- 
bable que  pendant  longtemps  encore  ce  sera  à la  pa- 
tience du  calculateur  à siqipléer  sur  ce  point  aux  im- 
perfections de  l’analyse. 

Nous  présenterons,  dans  ce  chapitre,  les  expre.s- 
sions  différentielles  des  éléments  de  l’orbite  troublée 
des  comètes,  sous  la  forme  j)arUculière  qu’il  convient 
de  leur  donner,  pour  faciliter  l’application  de  la  mé- 
thode des  quadratures  mécaniques  à leur  intégration. 
Nous  développerons  ensuite  ces  formules  pour  le  cas 
où  la  comète  est  dans  la  partie  supérieure  de  son  or- 
bite, et  en  considérant  les  termes  de  ces  expressions. 
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qui  peuvent  s’intégrer  rigoureuseinent,  nous  donne- 
rons les  formules  an;dy tiques  <(ui  exprimeront,  sous 
forme  finie^  la  partie  lu  plus  considérable  des  pertur- 
bations. Nous  exposerons  enfin  le  moyen  de  détermi- 
ner par  approximation  l’autre  partie  avec  toute  la 
précision  désirable.  Dans  le  chapitre  suivant  nous 
présenterons,  avec  autant  de  détails  que  le  permet- 
tront les  bornes  de  cet  ouvrage,  l’application  de  ces 
formules  aux  trois  comètes  dont  le  n;tour  périodique 
est  maintenant  constaté. 


29.  Soient  m la  masse  de  la  comète,  Jc,  y,  z ses 
coordonnées  rectangulaires  rapportées  au  centre  du 
Soleil,  dont  la  masse  est  représentée  par  M ; soient 
ce' z'  les  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice  m', 
rapportées  aux  mêmes  axes  et  à la  même  origine  que 
les  premières.  Si  l’on  désigne  par  r et  r'  les  rayons 
vecteurs  de  m et  de  m! , et  que,  pour  abréger,  on  fasse 

= [x'  - xf  + {f  - jrf  + (z'  - z)-, 
et 


R = m'  ( i — - 
\P 


rx'  -+-  -f.  zi' 


les  trois  équations  différentielles  du  mouvement  de  m 
autour  de  M,  en  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  la 
masse  de  la  comète  devant  celle  du  Soleil  prise  pour 
unité,  ce  (jui  suppose  m-l-M—  i , seront  (n”  8,  livrell) 

f/’x  .r  </R 

f/f’  r ' <lx  ’ 

dy  / _ 

do  r'  dj  ' 

d‘  z z R 

dt‘  r'  di 
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Lorsque  R est  nul,  ou  lorsqu’on  fuit  abstraction 
des  forces  perturbatrices,  ces  équations  sont  celles  du 
mouvement  elliptique.  Nous  avons  développé  leurs 
intégrales  complètes  dans  le  chapitre  IV  du  livre  cité. 

Supposons  donc  que  x,  z soient  les  trois  coor- 
données de  la  comète  dans  l’orbite  elliptique,  et 
'x  -t-  èx,  y -I-  o'j,  Z -t-  (?z  ce  que  deviennent  ces 
valeurs  dans  l’orbite  troublée,  àx^  èy  et  èz  étant  de 
très-petites  quantités  de  l’ordre  des  forces  perturba- 
trices; en  substituant  x-{-  ^x,  y + ^y,  z-hâz,  à la 
place  de  x,  y,  z dans  les  équations  précédentes,  et 
négligeant,  comme  on  le  fait  ordinairement  dans  la 
théorie  des  comètes,  les  termes  du  second  ordre  par 
rapport  à m',  on  aura 


Sx 

3 xS r 

~ 

— , , 

f//> 

r* 

f/><î^'  Sx 

3r  «îf 

tic’  r * 

r* 

tl’  S z S z 

1 

3 z 5 r 

tic’  r’ 

r*  . 

f/R 

~ f/x  ’ 
f/R 

- f/r’ 

— 15 

“ f/î' 


Si  ces  équationsétaieut  intégrables,  elles  donneraient 
immédiatement  les  valeurs  des  variations  âx,  ây  et 
t?z,  et  en  les  joignant  aux  valeurs  des  trois  coordon- 
nées X,  y,  z relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
pourrait  déterminer  à chaque  instant  le  lieu  de  la  co- 
mète dans  son  orbite  troublée. 

On  peut  satisfaire  aux  équations  (B)  dans  deux  cas 
qu’il  convient  d’examiner,  parce  qu’il  en  résultera  des 
considérations  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 
Supposons  d’abord  que  la  comète  s’approche  beau- 
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coup  du  Soleil:  les  coordonnées  æ,  r,  z deviennent 
alors  tres-petites,  ainsi  que  les  quantités 
en  effet,  en  développant  R,  011  a 


1 

2 /■'’ 


3 (xx'-t-/-y  + zz'Y 

2 r 


etc. 


D’où  l’on  voit  que  si  l’on  suppose  que  x,  j',  z soient 
de  l’ordre  ni',  les  trois  différentielles  partielles  de  R 
seront  de  l’ordre  du  carré  des  forces  perturbatrices, 
et  les  altérations  qui  en  résulteront  seront  insensibles. 
11  est  permis,  par  conséquent,  de  supposer  nuis  les 
seconds  membres  des  équations  (A),  d’autant  plus 

que,  dans  ce  cas,  les  termes  p deviennent  tres- 

f'i-ands.  Le  mouvement  peut  donc  être  alors  regardé 
comme  elliptique,  et  l’on  satisfait,  en  effet,  aux  équa- 
tions (B),  en  y faisant  et  &z  égaux  à zéro. 

Concevons  maintenant  la  comète  dans  la  partie 
opposée  de  son  orbite,  et  supposons  que  son  rayon 
vecteur  r devienne  très-grand  relativement  au  rayon 
vecteur  r'  de  la  planète  perturbatrice.  On  pourra  dé- 
velopper R en  suite  convergente  par  rapport  aux  puis- 
sances descendantes  de  r;  on  aura  ainsi 


R = m' -h  {xx'  +yf  4-  zz')  ~ 7:^3)]  ^ 5 

en  supposant,  pour  abréger, 

I ,r  /•'*  3(xy-4-rj'-)-ï2'- ÿr'’)’  5(x.c'-|- 

-m'\ -4-  — - 4-  — ^ — ^4 

En  différentiani  cette  expression  de  R,  absiractiou 
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lijile  (le  IV,  oii  trouve 


Hx 


valeur  exacte,  comme  il  est  aisé  de  s’en  assurer,  aux 
quantités  pr(“s  de  l’ordre^;  la  première  des  équa- 
tions (B)  devient  donc 


d'ox  Qx  3aror  . I -r  — x x 

- 1 =m'\ T 

lit'  r'  r'  I r'  r ‘ 

Si  l’on  observe  que  l’on  a 


3x  , 

— {xx+ry+îi') 


, xox  + r«y  + zaz 

âr  — I 


('I  (pie,  négligeant  l(i  carré  des  forces  perturbatrices, 
on  peut  supposer  dans  les  termes  multipliés  par  m' , 

( 

d’x  X f/'x'  x' 

lit'  r‘  lit'  r’' 


on  ^erra  aisément  que  cette  équation  peut  s’écrire 
ainsi  : 


il'àx  ,d'x' 

—, in  , , 

dt'  dt- 


m 


,d'x 

TiF 


; (o'a’  — m 


- r.) 


iir  — m'j')  -+-  (o'z  - 


1.PS  équations  difbjrentielles  en  ô'j'  et  c?z  fourniront 
deux  équations  semblables.  Qn  satisfait  à ces  (‘qua- 
tions, abstraction  laite  du  dernier  lerme  de  leiy  pre- 
mier memixe,  en  suppo.sant  = m'.r',  ar.  m'j' 
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*)' 


et  '}z—m'z'.  Soient  done 

rJ'.T  = m' x'  + I,  ùy  = m' J + y;, 

l’éqiiatioii  précédente  dcNiendra 





= m'z'  -t-  Ç, 


'îll 

<it' 


, f/’x  1,  / 3x’  I \ 3x1 


3xr  3x3 
-h  C — P’ 


et  l’on  y satisfera  en  prenant  £ = ~m'x,  ^ 

Ç = ^>n' Z.  H en  serait  de  même  des  équations  diffé- 
rentielles relatives  à li;  et  à Ç;  on  aura  donc  enfin 


or  = m'  r'+  J 


: m Z -r  - m Z. 


Telles  sont  les  valeurs  de  et  o'z  cpii  résid- 

tent  des  équations  (B),  abstraction  faite  des  termes 
que  nous  y avons  négligés,  et  qui  sont  d’autant  j)lus 
exactes  ([ue  la  comète  s’éloigne  davantage  du  Soleil. 
Si  l’on  voulait  avoir  des  intégrales  de  ces  équations 
plus  approchées,  on  désignerait  par  X x,  Xj,  X z,  les 
quantités  très-petites  <[u’il  faut  ajouter  aux-  |)récé- 
dentes  j»our  avoir  les  valeurs  exactes  de  àx,  dy,  &z, 
et  changeant  «lans  les  équations  ( B)  âx,  &z  en 
o'\r,  â' Z et  B en  R',  on  aurait  trois  nouvelles 
écpiations  qui  serviraient  à déterminer  ces  quantités. 


50.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les 
variations  qu’il  faut  fair»*  subir  aux  constantes  qui 
entrent  dans  les  formules  du  mouvement  ellipticpie, 
pour  satisfaire  généralement  aux  équations  ( A),  au 
moyen  des  mêmes  intégrales.  En  supposant  B nul, 
lions  sommes  parvenu,  dans  le  cha|)itre  IV  du  livre  11, 
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aux  sept  intégrales  suivantes  : 


J- 

- ^r,  = c", 
y 


X Z — xz-  c', 

' t ’ 

X , .. 

- = cj,-vz,  -y, 


- = c" Z,  ~cx,~j',  - = c'x-  c’y, -y ", 


en  noinniant,  pour  abréger,  x,,  j,,  z,  les  trois  quan- 

. , ilx  tir  tlz 

lites  — ) —,  — • 
dt  dt  dl 

constante  a représente,  dans  ces  équations,  le 
(leini-graiid  axe  de  rorbit<‘. 

Les  trois  constahtes  c,  c',  c"  fixent  sa  position.  En 
effet,  si  l’on  nomme  9 l’inclinaison  du  plan  de  cette 
oibite  sui-  le  [>lan  fixe  des  xy^  et  a la  longitude  de 
son  nœud  ascendant  comptée  sur  le  même  plan,  on 
aura 

Z — tang9cosa.j^  — tang9sina.ar. 

Cette  équation,  étant  comparée  à l’équation 
cz-t-c'^+  c" X — o,  quf  résulte  des  intégrales  (C), 
- donne 


tang9  = 


V'r'’  H-  f " 


, tanga  = -pr- 


i.,es  constantes  J-,  J'y  déterminent  rexccntricilé 
et  le  lieu  du  périhélie.  En  effet,  soient  e le  rap|iort 
de  l’excentricité  au  «lemi-grand  axe,  et  i la  longitude 
du  périhélie  projeté  sur  le  plan  des  xy,  on  aura 
(u“'2l,  livre  H) 

e=xy^+y'^+y-,  iang/=Ç. 
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Pour  simplifier  les  formules  suivantes,  nous  pren- 
tlroiis,  pour  le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  la  posi- 
tion de  la  comète  et  celle  des  planètes  perturbatrices, 
le  plan  de  l’orbite  primitive  de  la  comète;  dans  ce 
cas,  l’angle  y est  nul  à l’origine  de  la  période  que  l’on 
considère,  en  sorte  que  les  constantes  c'  et  c"  seront 
<le  l’ordre  des  forces  perturbatrices.  On  a d’ailleurs, 
par  le  numéro  cité. 


d’où  l’on  voit  que  f"  est  du  même  ordre  tpie  c'  et  c". 
Il  suit  de  là  que  si  l’on  n’a  égard,  comme  nous  le 
ferons,  qu’à  la  première  puissance  des  forces  pertur- 
batrices, on  pourra  négliger  le  carré  de  J"’,  .si  de  plus 
on  nomme  u la  longitude  du  périhélie  sur  l’orbite, 
comptée  à partir  de  l’axe  des  jr,  on  aura,  aux  quan- 
tités près  du  second  ordre,  par  rapport  à l’inclinai- 
son (f,  t = u;  on  aura  donc  simplement,  pour  déter- 
miner les  deux  constantes  e et  u. 


■ = v'/’  -t-  /'%  sin  t 


/' 


/ 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

e sin  oj  = f,  e cos  tù  =j. 

Déterminons  maintenant  les  variations  des  six  con- 
stantes <2,  c,  c\  c",  f et  y'.  Comme  les  grandes  ex- 
centricités et  les  grandes  inclinaisons  des  orbites  des 
comètes  ne  permettent  pas  d’appliquer  à ces  astres 
les  formules  que  nous  avons  développées  dans  la  théo- 
rie des  inégalités  planétaires,  nous  ne  suivions  pas  ici 
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l’analyse  du  chapitre  VI  du  livre  il,  et  nous  exprime- 
rons les  altérations  des  éléments  de  l’orbite  elliptique 
par  des  formules  qui  contiendront  la  quantité  R et  ses 
différentielles  sons  la  forme  où  elles  sont  données  im- 
médiatement, c’est-à-dire  en  fonction  des  coordon- 
nées de  la  comète  et  des  planètes  j)erturbatrices.  la'S 
intégrales  (C),  où  les  constantes  arbitraires  se* trou- 
vent exprimées  au  moyen  des  coordonnées  de  la  co- 
mète et  de  leurs  différences  premières  divisées  par  l’é- 
lément du  temps,  sont  très-commodes  pour  cet  objet. 
En  eflèt,  nous  avons  vu  n^ôT,  livre  cité,  que  si  l’on 
suppose  à l’une  quelconque  des  intégrales  du  mouve- 
ment elliptifpie  celte  forme, 

a = fonct.  (jT,  y,  s,  a",,  r,,  z, ), 

la  même  inti-grale  conviendra  aux  équations  différen- 
tielles du  mouvement  troublé, pourvu  qu’ony  regarde 
comme  variable  la  constante  a,  et  qu’on  détermine  sa 
variation  par  l’équation 


, tin  ^ fia  ^ (la  ^ . 


La  caractéristique  o'  désignant  ici  des  différeutui- 
lions  relatives  aux  constantes  seulement,  les  variations 
d(‘  cos  constantes  étant  liées  entre  elles  par  les  équa- 
tions 

ô'x  = O,  «?/  = O,  ly'z  = O, 


* r/R  I % « _i.  \ 


rfR 


flz 


Si  l’on  substitue  successivement  a,  c,  c',  c" , f,  f 
et  leurs  dilférentielh's  dans  la  formule  générale  (U), 
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et  qu’on  remplace  les  trois  quantités  o'z,  j)ar 

leurs  valeurs,  en  observant  que  z est  de  l’ordre  des 
forces  perturbatrices  et  que  nous  négligeons  leur 
carré,  on  aura  d’abord  ' 


et  ensuite 


(•^) 


Taîs  variations  des  constantes  J\f,  c',  c"  étant  dé- 
terminées, on  en  conclura  aisément  celles  des  con- 
stantes e,  U,  (p  et  a.  Eu  effet,  en  différentiant  les  éipia- 
tions  {b),  on  aura 

de  = sin  U r/y  ' -4-  cos  ^ dj\ 
edfA  — cosw  df  — sin  w df. 


Nous  avons  nommé  u la  longitude  du  périhélie 
comptée  de  l’axe  des  Jc;  si  l’on  prend  pour  cette  droite 
le  grand  axe  de  l’orbite  de  la  comète,  « sera  de  l’oi  dre 
des  forces  perturbatrices,  et  les  équations  précérlentes 
donneront  simplement 

de  — df,  edtA  dj 
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Si  l’on  suppose,  comme  dans  le  ii"  4i,  livre  II, 

tang9  sina  = p,  tangip  cos  a = q. 


et  qu’on  remarque  qu’on  a (n“20du  même  livre) 
c* H- c'®  H- c"*  = fl ( I — e“),  ce  qui  donne,  en  négli- 
geant le  carré  des  forces  perturbatrices  c=v^fl(i  — 
on  aura 


dp  = 


dq  = - 


dc' 


Ces  formules  serviront  a déterminer  la  position  de 
l’orbite  troublée  de  la  comète  par  rapport  au  plan  de 
son  orbite  primitive;  il  sera  facile  ensuite  d’en  con- 
clure la  position  de  cette  orbite  par  rapport  à un  plan 
fixe  quelconque. 

51.  Il  nous  reste  à trouver  la  variation  de  la  sixième 
arbitraire  qui  entre  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique,  et  que  nous  avons  nommée  la  longitude  de 
l'époque.  Reprenons,  pour  cela,  les  formules  de  ce 
Uiouvemeut;  en  faisant,  pour  abréger,  n=  fl“T,  on  a 
(n"22,  livre  II), 


ni  + t — 0)  = fl  — e sin  n,  ] 


■ C cos  ( 1' 


; = fl(l  — e COS  fl). 

1'  U ) ' ' 


Dans  ces  équations,  nt  + i représente  la  longitude 
moyenne  de  la  comète,  nt-\-  i — tù  est  son  anomalie 
moyenne,  u son  anomalie  excentrique,  et  e — w son 
anomalie  vraie. 

.Soient  a’  et  y les  coordonnées  rectangulaires  de  la 
comète,  rapportées  au  plan  et  au  grand  axe  de  son 
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oi  bite,  les  abscisses  æ étant  comptées  du  loyer  vers  le 
périhélie,  on  aura 

jr  = rcos(e — w),  ^ = rsin(e  — «); 

on  a d’ailleurs,  en  comparant  les  deux  valeurs  de  r. 


I — c’ 

• I + e cos  (i' 

d’où  l’on  tire 


1 — e cos//. 


sin 


, ^ \/ 1 — c’  sin  tt  , , cos 

(p— «)  = - J cosfp— «)  = - 

' ' I C cos  U ' l 


e cos  a 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x 
et  de  ji\  on  trouve 

x=-  a cos  U — ae,  jr  =.  a\ji  — sin  ii. 


Cela  posé,  si  l’on  différenlie  la  première  des  équa- 
tions {ci),  on  aura,  dans  le  cas  de  l'ellipse  inva- 
riable, 

nch  = du{i  — e cosm). 

Cette  équation  doit  encore  subsister  dans  le  cas  de 
l’ellipse  troublée,  c’est-à-dire  lorsqu’on  regarde  ses 
éléments  comme  variables;  on  aura  donc  ainsi 

di  — d(ù  = du{\  — e cosu)  — de  sinu,  (3) 


l’anomalie  u ne  variant  jci  qu’à  raison  de  la  variation 
des  constantes  que  sa  valeur  renferme. 

Si  l’on  différentie  l’expression  de  cos  (e  — o))en  y 
faisant  varier  les  constantes  e et  cj,  etrpi’ony  substitue 
ensuite  pour  sin  (e  — u)  sa  valeur,  on  trouvera  aisé- 
ment 


, sin  « , I — c cos  « , 

du  — ; de rtw. 

I — c’  »/  I _ /•> 


II. 
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Cetto  valeur,  substituée  dans  l’équatiou  (3),  douue 


(U  — drù  = — 


rfrsin«(2 — ecoSH — <•/«(  t — rcos/j)’ 

1 C‘  y'  , gj 


-,  ('.) 


formule  qui  déterminera  la  variation  de  £,  lorsque 
celles  de  e et  de  u seront  connues.  On  peut  écrire 
ainsi  cette  équation, 


dt  - du>{i 


lie  si  n H ( ?.  — e l os  u — <•’) 
I — c’ 


ciIm  ( cos  H { 7.  — c c«s  h)  — c ] 


et  si  l’on  remplace,  dans  le  second  membre,  de  et 
ci/u  par  leurs  valeurs  rf/ et  W/',  et  qu’on  observe 
que  les  valeurs  de  x et  jr,  en  les  dilTéreutiant  et 
substituant  pour  du  sa  valeur  tirée  de  l’équation 
ndt  = du{}  — e cos  m),  donnent 


dx  — 


nmlnÀnn 

1 

I — rrcos  U 


d y = ""J 


//  I — r’  cos// 
I — e cos  U 


Il  est  facile  de  ’voir  qu’on  pourra  lui  donner  cette 
forme, 


di  —d(ji{i  — i — e^)=  — 


( I — c cos  u)' 
«n(i  — r') 


[j'IJ 


Maintenant,  si  dans  cette  équation  on  substitue 
pour  ^ et  leurs  valeurs  déterminées  précédem- 
ment , en  remarquant  que  l’on  a 


xdjr  — jdx  = (d  ndt  y i — c*, 
U*  (i  — c cosm)*  = + 7 ’, 
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ou  trouvera 

^ç  = r/o3(i-v'-e")~  ‘j.nndli^x~  + J^)'  (5) 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  de  au  moyen 
de  celle  de  r/u  supposée  connue.  En  remplaçant  dw 
])ar  sa  valeur,  on  aurait,  pour  déterminer  la  valeur 
de  de,  une  formule  directe;  mais  il  est  plus  commode 
de  lui  laisser  cette  forme. 

On  peut  observer  qu’en  différentiant  la  première 
des  équations  (a),  nous  avons  regardé  n comme  inva- 
riable ; la  variation  de  cette  constante  introduirait  dans 
r(‘x|)rossion  précédente  de  d £ le  terme  — tdii  ; mais  ce 
terme  disparaîtrait  dans  l’expression  différentielle  de 
la  longitude  moyenne  nt  -f-  £,  qui  serait  en  effet 

nt!t  -4-  (dn  — fdn  dt. 

11  est  donc  inutile  d’y  avoir  égard,  puisque  l’ex- 
pression de  cette  longitude  est  la  seule  qui  contienne  la 
constante  £ dans  les  formides  du  mouvement  ellip- 
tique; ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  supposer 
que  le  moyen  mouvement  est  exprimé  par  fndt. 
dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mouvement 
troublé,  la  valeur  de  n étant,  dans  ce  dernier  cas, 
celle  qui  résulte  des  perturbations.  Pour  la  déterminer, 

• — i 

observons  que  l’équation  n = a ’ donne,  en  la  dif- 
férentiant, 

(fn  = - nn.d  ' ■ 

7.  « 

, # 

En  substituant  donc  pour  r/- sa  valeur,  on  aura 
dn  = - 3 an  dx -i- dj  ^ 

1- 
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Cette  équation  donnera,  en  l’intégrant  et  en  y ajou- 
tant une  constante,  le  moyen  mouvement  dans  l’orbite 
troublée. 

32.  Rassemblons  les  différentes  formules  que  nous 
venons  de  trouver.  Si,  pour  simplifier,  on  fait 

x'—x  x'  _ y,  7—?'(- — V 

ce  qui  donne 


— = m X,  — = m \ , 

dx  dy 


dz 


= m' Z, 


„ , rfR  dR 

et  que  l’on  substitue  dans  ces  formules  pour  7^’ 


dR 

d 


les  valeurs  précédentes,  et  pour  x et  y,  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  m,  on  aura 

da  = — 2 m du. a'  sin  « X -t-  2 m' du. a'  ^ i — e-  cos  u Y,  ' 

de  =m'du.a^\  — e’cosu  [x\—yX)-^m'du.a\Ji  — c’rY, 
crfw=  m'f/tf.asin  «(j  Y — jX)  — m' du.a^ i — c’  rX, 
dt  ={\  — \J\  — e')da  — ‘im'du.r{xX->ryy).  | (6) 

m' du 

dp=~==.nZ, 

V/  r — c’ 

m'du  . 

dq  ~ • rx  Z. 

y'  I — v‘ 

En  joignant  à ces  équations  la  suivante  : 

dnxxZ  m' du.  a' n.sin  uy^—  3 m'du.a’n  yS  — e’.  eos«Y,  (7  ) 


qui  donne  directement  la  variation  du  moyen  mou-  • 
vement,  on  pourra  déterminer  par  de  simples  qua- 
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dratures  les  altéi'ations  de  ciiacun  des  éléments  qui 
6xcnt  les  dimensions  et  la  position  de  l’orbite  de  la 
comète,  ainsi  que  la  situation  de  cet  astre  à un  instant 
donné. 

Dans  les  applications  numériques  des  formules 
précédentes,  on  sera  obligé  de  déterminer  les  valeurs 
des  différentes  variables  qu’elles  renferment,  corres- 
pondantes à une  valeur  donnée  de  l’anomalie  excen- 
trique U.  On  a,  par  le  n”  31,  l’expression  des  coor- 
données X,  J',  et  du  rayon  vecteur  r de  la  comète 
en  fonction  de  u;  on  pourra  donc  en  déduire  immé- 
diatement leurs  valeurs,  et  il  ne  restera  plus  qu’à  cal- 
culer les  valeurs  simidtanées  des  coordonnées 
z'  de  la  planète  perturbatrice.  Pour  cela,  observons 
que  le  grand  axe  de  l’orbite  de  la  comète  ayant  été 
pris  pour  axe  des  x,  si  l’on  nomme  y l’inclinaison  de 
l’orbe  de  la  planète  sur  celui  de  la  comète,  X la  lon- 
gitude de  son  nœud  ascendant,  comptée  sur  ce  der- 
nier plan,  à partir  de  la  ligne  des  apsides,  qu’on 
désigne  de  plus  par  v'  l’angle  que  fait  le  rayon  vecteur 
r'  avec  la  ligne  des  nœuds,  ou  aura,  par  une  construc- 
tion très-simple, 

a'  = /■'  cosv»'  cosX  — r'  si  ni»'  sinX  cos  y, 
jr'  = /■'cose'  sinX  -t-  /' sin  e' cosX  cosy, 
z'  — sin  siny. 

Il  sera  facile,  d’après  les  positions  connues  des  or- 
bites de  la  comète  et  des  planètes  perturbatrices,  de 
calculer  les  constantes  X et  y qui  entrent  dans  ces  va- 
leurs. Quant  au  rayon  vecteur  r'  et  à l’angle  v\  on 
observera  que  le  temps  écoulé  depuis  le  |>assage  au 
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périhélie  est  donné,  en  fonction  de  ii,  par  l’équation 

t = fl’  (u  — e siii «). 

Enjoignant  la  valeur  qui  en  résultera  à l'iustaut  du 
passage,  on  aura  l’époque  qui  se  rapporte  à la  varia- 
tion supposée  dans  l’arc  de  l’anomalie  excentrique  «; 
les  Tables  astronomiques  fourniront  ensuite  toutes  les 
.données  nécessaires  pour  déterminer  les  valeurs  cor- 
respondantes der'  et  de  v'. 

55.  Un  des  points  les  plus  importants  de  la  théorie 
des  comètes  est  l’altération  du  temps  périodique  ; elle 
dépend  de  l’altération  de  l’anomalie  moj  eune,et  celle- 
ci  se  détermine  aisément  au  moyen  des  formules  pré- 
cédentes. 

En  effet,  si  l’on  nomme  Ç l’anomalie  moyenne  de 
la  comète,  on  aura,  dans  l’orbite  elliptique, 

Ç = f ndf  -t-  c — w. 

Cette  équation  conviendia  cncoie  au  mouvement 
troublé,  pourvu  qu’on  y regarde  £ et  w comme  va- 
riables et  qu’on  y substitue  pour  n sa  valeur 

N étant  une  constante  qui  représente  la  valeur  de  n, 
ou  le  moyeu  mouvement  de  la  comète  dans  l’unité  de 
temps,  au  commencement  de  la  période  que  l’on  con- 
sidère, et  ffiiiéUint  déterminé  par  la  formule  (7).  On 
aura  donc,  eu  différeutiant  la  valeur  de  Ç,  par  rap- 
port aux  constantes  seulement, 

r/Ç  — >!t  (lin  + di  — r/u; 
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d’oij  l’on  tire,  en  intégrant, 

fd^  = ftftfdn  + f(h  — /</u. 

Cette  équation  servira  à déterminer  la  variation  tie 
l’anomalie  moyenne;  on  |)eut  la  simplifier  en  faisant 
disparaître  la  double  intégrale  qu’elle  renferme.  En 
effet,  on  a 

JdtJdn  = tjdn  — ftdn] 

on  aura  donc 

fdl^  = t fdn  — fid/t  + fdi  — /r/w, 

valeur  qui  ne  dépend  plus  <pie  de  simples  quadra- 
tures, comme  celles  des  altérations  des  autres  éléments 
de  l’orbite.  * 

Cela  posé,  on  aura  généralement  pour  l’expression 
de  l'anonialie  moyenne  dans  l’orbite  troublée,  après 
un  temps  quelconque  t, 

ç-  = N / -f-  2 - w 4-  /r/C- 

Si  l’on  suppose  que  l’on  commence  à conq)ter  le 
temps  t de  l’instant  du  passage  au  péribélie,  l’angle 
£ — w sera  nul  pour  cette  époque,  puisque,  par  cette 
bypotbèse,  on  a Ç = o en  même  temps  que  t = o.  On 
aura  donc  simplement 

Ç = N / 

Soit  T le  temps  qui  s’écoule  entre  deux  passages  con- 
sécutifs de  la  l'omèle  à son  j)ériliélic;  lorsqu’elle  aura 
achevé  sa  révolution,  on  aura 

jdÇ  = ’\  fdn  — ftdn  -i~  ph  — fi/w.  (8) 
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. I.es  intégrales  devant  s’étendre  depuis  t = o jus- 
qu’à t x=  T,  l’anomalie  augmente  dans  cet  intervalle 
de  36o";  on  aura  donc,  pour  le  même  instant, 

2ît  = NT  (9) 

n étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
runité. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  la  comète  de  1682, 
revenue  à son  périhélie  en  1759,  et  dont  il  s’agit  de 
fixer  le  prochain  retour.  On  calculerait  immédiate- 
ment l’instant  de  ce  passage  au  moyen  de  l’équa- 
tion (9),  si  la  valeur  de  la  constante  N,  relative  au  péri- 
hélie de  1759^  était  connue;  mais  cette  valeur  ne  sau- 
rait .se  conclure  directement,  comme  celle  des  autres 
éléments  de  l’orbite,  des  observations  faites  pendant 
l’apparition  de  1759.  Elle  se  déduit  du  temps  qu’a 
employé  la  comète  à faire  sa  révolution  anomalisliqiie 
de  1682  à 1759,  et  celte  donnée  est  afl'ectée  des  per- 
turbations qu’a  éprouvées  cet  astre  durant  cette  pé- 
riode. Pour  la  déterminer,  supposons  que  T soit  l’in- 
tervalle de  temps  qui  sépare  les  passages  de  i68a  et 
de  17.^9,  et  que  N soit  la  valeur  de  n qui  répond  à 
l’origine  de  cette  période;  à l’instant  du  passage  au 
|)érihélie  de  17%,  l)ar  l’équation  (9),  on  aura 

les  intégrales  f devant  commencer  à l’instant  du  pas- 
sage au  périhélie  de  1682,  où  nous  fixons  l’origine 
du  temps  t,  et  s’étendre  depuis  t — o jusqu’à  t = T; 
et  les  valeurs  des  constantes  c,  c,  w se  rajiporlant  aux 
observations  du  même  passage. 
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Celle  équation  donnera  la  valeur  de  N relative  an 
périhélie  de  ï68a,  et  l’on  en  conclura  celle  de  N', 
relative  an  périhélie  de  1759,  par  l’équation 

N 

l'intégrale  commençant,  comme  les  précédentes,  à 
l'instant  du  passage  au  périhélie  de  1682,  et  devant 
s’étendre  depuis  < = o jusqu’à  t = T.  On  aura  ensuite 
les  valeurs  du  grand  axe  de  l’oihite,  qui  se  rapportent 
aux  mêmes  époques,  par  les  équations 


Soif,  maintenant,  T'  l’intervalle  de  temps  inconnu 
qui  s’écoulera  entre  le  passage  au  périhélie  de  1759 
et  le  prochain  retour  qu’il  s’agit  de  déterminer.  Un 
aura,  pour  cette  époque,  ^ 

/dÇ  = t fdn  — J l((fi  -h/di  — fdw,  (10) 
et,  par  suite, 

2 7r  = N"r  + jrd^,  (m) 

les  intégrales  f commençant  ici  à l’instant  du  passage 
au  périhélie  de  1759,  et  s’étendant  depuis  t = o jus- 
qu’à < = T'  ; les  valeui’s  des  constantes  e,  t,  o)  qu’elles 
renferment,  étant  d’ailleurs  celles  qui  résultent  des 
observations  de  la  comète  faites  à la  même  époque. 

L’équation(i  i),qui  ne  renferme  que  l’inconnue  T', 
servira  à déterminer  sa  valeur.  On  connaîtra  ainsi 
l'intervalle  de  temps  qui  doit  s'écouler  entre  le  pas- 
svtge  tle  la  comète  au  périhélie  elféclué  en  1759,  et  le 
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]);iss:ijj«>  suivaiil;  on  pouna,  par  conséquenl,  fixer  I 

d’avance  l’^-poque  de  son  prochain  retour  au  même  I 

point  de  son  orbite. 

•Ti.  Toute  la  difficulté  de  la  théorie  des  pertur- 
bations des  comètes  se  réduit  donc  à intégrer  les 
formules  (6).  Cette  intégration,  comme  nous  l’avons 
dit,  n’est  pas  possible  en  général;  on  ne  peut  l’ef- 
fectuer que  j)ar  le  moyen  des  quadratures  méca- 
niques. L’analyse  fournit  différentes  formules  pour 
cet  objet;  nous  allons  présenter  celle  que  l’on  a 
généralement  adoptée,  et  qui  résulte  fort  simple- 
ment des  premiers  principes  du  calcul  aux  diffé- 
rences. 

Soit  jr  une  fonction  quelconque  de  x,  et  soient 
. . . , ce  que  devient  successivement 
(ÿ-tte  fonction  , lorsqu’on  suppo.se  x = o,  x = a, 
a:=2œ,...,  x = ia.j  désignons  par  etc., 

les  différences  finies  de  ces  quantités  prises  deux  à 
deux,  par  etc.,  leurs  différences  se- 

condes et  ainsi  de  suite,  on  sorte  qu’on  ait 


AjC), 

>-(’)  — ) t ' ~ , 

Aji')  — 

Aj-(î>  _ AyC)  = 

A’rO)  — A’r>*>=A‘r(*t,  \ 

A’  r<’>  — A=j  :'>=A  /(•), 

’)  = , 

A’j(''_A’^  f'->)=AS 



e c. 

1 

De  ces  équations  on  tue,  par  des  snbslitntions  fa- 
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cilcs, 

j»=j"  + Aj'\ 

^ a A ;-  "*  -f- 

y-.i)  _ y.m  4.  -H  3 A"/'"»  + A\y  " , 

elc.  ; 

d’où  l’on  conclut  généralement 

r<‘>  = V •!  + I A^C)  4-  4-  '('  — 'K'  — . (ni) 

• 12-^  1.2.3 


formule  qui  sera  très-convergente,  si  les  différences 
A^-“\  A’j^'"’,  etc.,  décroissent  avec  beaucoup 

de  rapidité. 

Cela  posé,  on  peut  regarder  j'  = f{jc)  comme  l’é- 
quation d’une  courbe  parabolique  dont  ^ représente 
l’ordonnée  et  x l’abscisse  ; cette  courbe  passera  par  les 
extrémités  des  ordonnées  équidistantes  ^ etc., 
et  l’on  aura  d’autant  plus  de  facilité  pour  la  tracer, 
que  ces  coordonnées  seront  plus  rapprochées;  y'* 
sera  donc  l’ordonnée  qui  répond  à l'abscisse  quel- 
conque jt= /a  et  jy‘hix  l’aire  indéfinie  comprise 
entre  la  courbe  et  l’axe  des  x.  Si,  dans  l’équation  (m), 

on  substitue  pour  i sa  valeur  -»  on  aura 


yto  = vv*)  -+-  - A_r!”  -H 
^ 


.r(-T  - 


. 2.  a' 


A’r 


,•) . 


x[l 


— a)  {x  — 2 a)  , 

4-.... 

I . 2 . 3 . a’ 


Multiplions  cette  valeur  par  dx  et  intégrous-la  depuis 
x = o jusqu'à  x = a,  l’expression  résultante  sera 
celle  de  l’aire  comprise  entre  les  ordonnées  y et  j"”’; 
on  trouvera 


4--A,. 


I I 

• — - S ^ A ) ‘ ** 

12'  '-^4  ' 


720 


A'  y 


iGo 


A'r 
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D(‘  même,  poui’  l’aire  comprise  entre  les  ordonnées 

j-:<)  et  o„ 

fyOdx—x  ^ A’ v<')-f.-î-A»y(0.  -ÜL  A*  y(')-| 

y 2 ■'  12  ■'  24  ■ 720  ibo  ■'  J 

et  ainsi  de  suite. 

En  prenant  donc  la  somme  de  toutes  ces  valeurs, 
on  aura,  pour  l’aire  totale  comprise  entre  les  ordon- 
nées et 

Jjrdx  = J"’'*”'*] 

-+-  + A^'*'  -t-  . .-h  A^^""*’] 


_ 4-  A’y>-+-  . . -f- 

-t-  etc. 

On  a d’ailleurs 


^^(0)  _t_  -t-  A_^**^ . . . . 4- 

^2y(2)_  _ _ Ayi'>'i  — Ay^°\ 

etc. 

L’expression  précédente  devient  donc  ainsi  : 
fjdx  = a j'®'4- j'>4-  /'*>.. . 4- j-i"-')  4-  ^ j 

-■^[Ay«'-Ar®'] 


4-^[AV">-  AV“^] 
_ ^ [ A* — A*  j<®>  ] 

— etc. 


(fi) 
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La  détermination  des  différences  A*j  ^'’^,etc., 

qui  entrent  dans  cette  formule,  dépend  des  quantités 
etc.,  tandis  qu’on  n’est  supposé  avoir 
calculé  ces  ordonnées  que  depnis^  <“>  jusqu’à  Ce 
serait  un  inconvénient  pour  la  pratique,  mais  on  peut 
l’éviter  en  donnant  une  autre  forme  à cette  expres- 
sion. Pour  cela,  remarquons  que  des  équations  (A), 
on  tire 

Ay">  = Aj'"-*'  -I-  -f-  -t-  etc., 

^ï^;n)  _ 2 -t-  -h  etc., 

A*_^'"-*)-t-  3 -t-  a.3.A*j^-'’“*> -f-  etc., 

etc.  ; 

d’où  l’on  peut  conclure  généralement 

A' r(")  = A'  y("-0  -f-  /•  A'+' r(»-<-0  -f-  ' -t-  etc. 

1.2 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs,  qui  ne  dépendent  plus 
que  des  quantités  jr”,  etc.,  dans  la  formule  (G), 
on  aura 

fjrdx  = a '-y  '"'  ^ 

- ~ [A/"-"  - Ajr-®>] 

- + 

_ ^ [A* — A*  f °‘] 

— etc. 
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[,(*  premier  terme  de  cette  série  représente,  comme 
il  est  facile  de  s’en  convaincre,  la  somme  des  petits 
trapèzes  compris  entre  les  ordonnées  7 
somme  tpii  approchera  d’autant  plus  de  l’aire  de  la 
courbe  parabolique,  que  les  ordonnées  seront  plus 
ra|)prochées  et  leurs  variations  plus  petites. 

ô».  Pour  appliquer  la  série  précédente  à l’intégra- 
tion des  formules  (G),  représentons  par  Vdu  la  varia- 
tion différentielle  de  l’un  quelconque  des  éléments  de 
l’orbite  de  la  comète,  et  regardons  P comme  l’ordon- 
née de  la  courbe  parabolique  dont  l’anomalie  excen- 
trique H est  l’abscisse.  On  fera  varier  u de  degré  en 
degré  ou  de  deux  degrés  en  deux  degrés,  etc.,  se- 
lon qu’on  le  jugera  convenable,  on  déterminera  les 
vah'urs  correspondantes  de  P qu’on  désignera  par 
P'o),  pt'>,  p(’),  etc.,  et  l’on  aura,  par  la  formule  (P),  la 
valeur  de  JVdu  correspondante  à un  arc  donné  d’ano- 
malie excentrique.  On  pourra  presque  toujours  s’ar- 
rêter au  premier  terme  de  cette  formule,  les  autres 
termes  no  donnant  que  des  corrections  de  l’ordre  des 
(piantités  négligées.  Le  seul  cas  où  il  deviendrait  né- 
cessaire de  considérer  ces  termes,  est  celui  où  la  co- 
mète approche  beaucoup  de  la  planète  perturbatrice, 

ce  (|ui  rend  très-grande  la  fraction  ^5  et,  par  suite,  la 

valeur  de  P.  Mais  alors  il  sera  encore  plus  exact,  junir 
que  les  ordonnées  P ne  subissent  pas  tle  trop  grandes 
variations,  de  diminuer  l'intervalle  qui  les  sépare  et 
de  (aire  croître  l’anomalie  excentrique  de  demi-degi  é 
en  demi-degré  ou  de  cpiinze  minut<‘s  en  cpiinze  mi- 
nutes, etc.,  selon  les  circon.stances. 


Digilized  by  Google 


DU  SYSTKiME  DU  MOiVUE.  i i i 

5G.  On  poiinail  d«;terniincr,  par  cette  méthode, 
les  variations  des  éléments  de  l’oi  bite  elliptique  pen- 
dant une  révolution  entière  de  la  comète;  mais  nous 
avons  vu  que,  lorsque  cet  astre  est  dans  la  partie  su- 
périeure de  son  orbite  et  que  la  comète  s’éloigne 
beaucoup  de  la  planète  perturbatrice,  la  partie  la  plus 
considérable  de  ses  perturbations  pouvait  s’exprimer 
par  des  formules  analytiques  qui  n’exigent  jdus  que 
des  substitutions  numériques,  ce  qui  facilite  beaucotq) 
le  calcul  de  ces  perturbations.  Développons  donc, 
dans  l’hypothèse  précédente,  les  variations  des  élé- 
metits  de  l’orbite. 

Reprenons  la  valeur  de  R, 


)■ 


Si  l’on  suppose  la  distance  r de  la  comète  au  Soleil 
très-considérable  par  rapport  à /■',  distance  de  la  pla- 
nète perturbatrice  à cet  astre,  on  pourra  réduire 
l’expression  précédente  en  série  convergente,  par  rap- 
port aux  puissances  descendantes  de  r,  et  l’f)n  aura, 
n«  29, 

R = I R'^ 

R'  représentant  une  suite  de  termes  dont  lopins  élevé 

, ,,  , m'r"‘ 

est  de  1 ordre 

r’ 

L’avantage  qu’il  y a à décomposer  ainsi  R en  deux 
parties,  c’est  que  la  fonction  R'  est  essentiellement 

très-petite  lorsque  le  rapport  ^ estunetrès-pctitefrac- 

tion,  tandis  qu’au  contraire  R conserve  toujours  une 
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valeur  finie,  quel  que  soit  l'éloignement  de  la  comète, 

, jrx'-H/r'+ lî'  1.  , , 

a cause  du  terme ^ qui  ne  dépend  que  de 

la  distance  de  la  jdanète  au  Soleil.  Il  en  résulte  qu’oii 
peut,  tlans  une  première  approximation,  négliger 
tout  à fait  la  seconde  partie  de  R ; les  formules  (6) 
deviennent  alors  intégrables  par  elles- mêmes,  en  sorte 
que  la  partie  la  plus  sensible  des  perturbations  des 
comètes,  peut  toujours  être  exprimée  analytiquement 
par  des  formules  finies,  lorsque  la  comète  est  dans  la 
jiartie  supérieure  de  son  orbite.  Dans  l’approximation 
suivante,  on  considérera  la  fonction  R',  mais  il  suffira 
le  plus  souvent  de  s’arrêter  aux  premiers  termes  de 
son  développement. 

Faisons  donc  d’abord  abstraction  de  R';  si  l’on 
désigne  par  la  caractéristique  d'  des  différentielles 
uniquement  relatives  aux  coordonnées  de  la  comète, 
on  aura 

rZ-R  =/«'  ^d.  i ^.{x'dx-\-ydy)  +(xx'  + j/)  d.  - 


On  peut,  dans  cette  valeur,  remplacer  ~ par 

rl’x  d’x'  r y'  f/’y  rf’ y'  ,, 

dt'  dr  r'  r'»  ■ dt'  dO  ^ 

l’on  commet  étant  de  l’ordre  du  carré  des  forces  per- 


turbatrices. On  trouve  ainsi 


dx  dx'  dydy 
' ~d? 


Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  la  formule  (i), 
u”  50,  et  qu’on  l’intègre,  on  aura 

xx' yy'  dxdx' 


ùa  = 2in'(d  l~ 

> r 


:'-hdydy'\ 
dr’  } ' 


const. 
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Si  l’on  clétcrmiiip  la  constante  que  cette  (‘quation 
renferme,  par  la  condition  que  o'<i  soit  nul  au  point  de 
l'orbite  où  l’on  a commencé  à considérer  séparément 
les  deux  parties  de  R,  l’expression  résultante  sera  celle 
de  l’altération  du  grand  axe  après  un  temps  quel- 
conque, compté  à partir  de  ce  point,  duc  à la  partie 
de  R indépendante  de  R'. 

On  peut  obtenir,  d’une  autre  manière,  la  valeur  de 
(?(t.  En  effet,  si  1 on  différentie,  par  rapport  à la  cai’ac- 
léristique  qui  aura  ici  la  signification  que  nous  lui 
avons  donnée,  n“  29,  l’équation’ 

I 2 dx'‘  -4-  dy''  -t-  rfi* 

« r dt’  ’ 

on  aura 

o«  2Ùr  2dxd.Sx-{- 2dy  d.'jy 

_ __  -) 


JNous  avons  trouvé,  dans  le  numéro  cité,  par  l’inté- 
gration directe  des  équations  différentielles  du  mou- 
vement troublé, 

âx  = 5 ni'x  -t-  m'x\  âj-  = i m'j  -f-  in'j', 
âz  = J in'z  4-  rn'z'. 


En  substituant  ces  valciirset  leurs  différentielles  dans 
l’é'quation  précédente,  on  aura 

■ 'Ù'"\  . rx-'-i-yy'  dxdx'  -4-  dy  dy'~\ 


. , r I / I lAr’-l-  d 

ou  bien,  en  remplaçant  --  P-'*’  sa  valeur  - — -, 

• 

\ 2 / ^ . xx' Yjd  tlxdx' -y  dydy'\ 

oVz  = — ■=  m'a  4-  2 m a-  - — 4- \ . 

3 \r  ^ I 
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On  voit  que  cette  expression  coïncide  avec  celle 
que  nous  avons  déduite  directement  de  la  formule  (i), 

en  supposant  dans  celle-ci  const.  = — lacon- 

stante  arbitraire  étant  déterminée,  dans  ce  cas,  de 
manière  à satisfaire  aux  équations 


o\r  — ^inx  — inx  = O,  vj  — ^ tuf  — ni  y — o 


ùz  — 3"''*  — in'z'=  O, 


L’équation  ^ donne,  en  la  différentiant  par 


rapport  a d*, 


. 3 « . 

r)n  — - ■ ùn. 

a a 


En  substituant  donc  pour  ân  sa  valeur  précédente, 
on  aura 


0 n ~ ni  n 


3in'nn  ( — ■ 
\ '• 


ilxitx'  + dy  tly' 

~dp> 


Cette  valeur,  augmentée  d’une  constante,  donnera 
l’altération  du  moyen  mouvement  due  à la  partie  de  R 
indépendante  de  R'. 

Déterminons,  d’une  manière  semblable,  la  varia- 
tion de  l’excentricité  et  du  périhélie  due  à la  même 
partie  de  R. 

I^a  quatrième  des  équations  (C),  en  remplaçant  c 
et  c'  par  leurs  valeurs  et  négli^ant  le  carré  tle  r, 
donne 

/ _ _ f , 

J ~ >■  dn 
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En  diflérenliant,  par  rapport  à la  caractéristique  d*, 
cette  équation,  on  aura 


xSr  — rSx 


rf.  s y [xtly  — ydx  ) 

-üÿ,  ^ 

dy  (xd.Sy  — yd.Sx  -i-dy3 x — dx3 y) 

- __  _ , 


et  en  substituant  dans  cette  équation,  pour  âx,  ùy, 
ùz,  leurs  valeurs  précédentes,  elle  donnera 


Sf-. 


ily  (xdy  — ydx)  y [xy—x'y)  dy'  [xdy  — y^x) 

dd  ,1? 

dy{xdy' — y'dx-^x'dy  — ydx'Y) 


Si  l’on  ajoute  une  constante  arbitraire  au  second 
membre  de  cette  équation,  et  qu’on  la  détermine  par 
la  condition  que  tjy  soit  nul  à un  point  donné  de  l’or- 
bite, l’équation  résultante  donnera  l’altération  dey  à 
partir  de  ce  point,  due  à la  partie  de  R indépendante 
de  R'.  Celte  valeur  doit  être  identique  avec  celle  qui 
résulterait  de  l’intégration  directe  de  l’expression 
de  djy  n“  30;  c’est  en  effet  ce  qu’il  est  facile  de  vé- 
rifier en  la  développant  dans  l’hypothèse  précédente, 

et  en  observant  qu’on  peut  y substituer  — i 

do 


cPj:'  , , , 1 1 -c’  d'y 

— a la  place  de  -,  et  de  et 
t‘  ‘ d d' 


dt‘ 


df 


Y y' 

à la  place  de  - et  de 

Si  l’on  substitue  ipour  sa  valeur 

8. 
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y + ^ dans  l’expresSion  d*;.  cl' J,  rlle  «lovienf 

J/  =,„■[/+  î + r 

. rir  ( Jctiy  — y dx  ■+■  x'dy  — rdx'  ) 


dl’ 


} 


Kn  changeant,  dans  celte  formule,  x vny,  x'  en  y, 
et  réciproquement,  on  aura,  pour  déterminer  l’alté- 
ration de  f due  à la  partie  de  R indépendante  de  R', 

oY'  — m'\  f'  — 

J y J f 

dx  (xdr'  — x'  dx  ■+-  x'  dy  — r^'  ) T 

^ J 

(à)nuaissaul  les  variations  de  j et  de  y ',  on  aura  celles 
de  e et  de  u,  par  les  équations 

de  = et  edtü  — dj'. 


Considérons  les  variations  de  l'inclinaison  et  du 
nœud  de  l’orbite  due  à la  même  partie  de  R.  En  la 
difïérentiant,  on  a 


Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  les  valeurs  de  fie 
et  r/c",  n®  50,  et  qu’ou  néglige  les  termes  de  l’ordre 
du  carré  des  forces  perturbatrices,  ou  trouve 

dc'^  - m'x2:  dt, 

de"  = m'jrz'  dt. 
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Remplaçons,  dans  ces  équations,  ^ par 

' <P -Y  d'z'  ■ . , , , . , 

— -^1  — -^1  et  intégrons  les  équations  ré- 

sultantes, nous  aurons 

' (Ix  — xdz’ 


&c'  = m' 


formules  qui  coïncident  d’ailleurs  avec  celles  que 
l'on  obtiendrait  directement  enflifférentiant  les  va- 
leurs des  constantes  c'  et  c",  n°  30,  par  rapport  à la 
caractéristique  d*,  et  en  substituant  pour  âz  et  d.ùz, 
leurs  valeurs  dans  les  expressions^ésultantes. 

Les  valeurs  de^c'  et  de  t?t'"  étant  ainsi  connues,  on 
aura  celles  de  âp  et  de  âq,  dues  à la  partie  de  R indé- 
pendante de  R',  par  les  équations 


o>  = 


y/a  ( I — c') 


&q  = 


oc 


et  il  sera  facile  d’en  conclure  les  altérations  corres- 
pondantes de  l’inclinaison  et  du  nœud. 

En  retranchant  les  valeurs  de  d'à,  ân, 
o'c',  d'c",  à un  point  donné  de  l’orbite,  de  leurs  valeurs 
à un  autre  point  donné,  on  aura  les  altérations  dans 
l’intervalle,  de  a,  n,  f,  J\  c',  c",  dues  à la  partie  de 
R indépendante  de  R'. 


57.  On  pourrait  exprimer,  par  une  formule  sem- 
blable aux  précédentes,  la  variations  de  la  longitude 
de  l’époque  due  à la  même  partie  de  R;  mais  cette 
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formule  est  inutile  à la  détermination  de  l’altération  de 
1 anomalie  moyenne,  qui  peut  se  faire'  très-simplement 
de  la  manière  suivante  : supposons  que  l’on  fixe  l’o- 
rigine du  temps  au  point  de  l’orbite  où  l’on  commence 
à diviser  en  deux  parties  la  fonction  R,  et  nommons  N 
le  moyen  mouvement  de  la  comète  en  ce  point,  c’est- 
à-dire  la  valeur  de  n qui  résulte  des  perturbations  pré- 
cédentes; on  aura,  après  un  temps  quelconque 
compté  du  même  point, 

/ ndt  -t-ds  — (fjj=N<-t-  / Sndt  -f-  de  — du. 

En  désignant  par  d'n  la  variation  de  n due  à la  partie 
de  R indépendante  de  R',  on  aura  donc,  pour  déter- 
miner l’altération  con-espondante  de  l’anomalie 
moyenne, 

d^  = / â'  iidt  -+-  d£  — du. 


Si  l’on  différentie  cette  expression  et  qu’on  y substitue 
pourrf.de— r/.ô'u,  sa  valeur  donnée  par  l’équation  (4), 
n°  51,  on  aura 

R! « (2  — c' — e i-osw)  d,S «.(i  — c cosu)’ 

équation  qu’on  peut  écrire  ainsi  : 


^ "y  rJcsin«(2 — e’— fcosu)  5m(i  — crosul’l 

«.«£;= — tl.  V-. i -I i L 

J 


y n » (3  cos  U -h  c) 

— ne  

fl  I — f> 


, sinu  \ 
acow  — ) ntU, 

V > — f ■ / 


en  observant  que l’ou  a,  n^SI,  ndt.=zdu{i~  ecosii). 
Nous  avons  trouvé  plus  haut 

de  = d y,  edu  = d 
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si  l’on  désigne  par  m' l ce  que  devient  b valeur  de 
o'/i  donnée  par  la  formule  (g),  au  point  de  l’orbile 
d'où  nous  comptons  maintenant  le  temps  t,  il  est  clair 
([ii’on  aura 

r}'  ri  = âii  — m' l ; 

les  valeurs  précédentes  de  $n,  âj,  âj  ' <lonnent  d’ail- 
leurs cette  relation  très-simple, 

# 

xiiy  -ydx'+y'  tlx  - x' 


cosii+e  , ^ . 2 sinn  , m / 

O f -\ — : . IJ  = ■ — l 

I — — c’  o’«  V I — e’’ 


dt 


'jjyy 


équation  qu’il  est  facile  de  vérifier  en  remplaçant 
o'«,  0'  J,  ùf,  par  leurs  valeurs  et  en  comparant  dans 

les  deux  membres  les  coefficients  de  ^ et 

après  les  avoir  préalablement  exprimés  en  fonction 
de  U. 

L’expression  de  d.ùÇ,  deviendra  donc,  en  y substi- 
tuant pour  d'H,  d'e,  edu  leurs  valeurs,  et  en  l’inté- 
grant ensuite, 

xy'—.r'v)  ■Sfswu{-x 

0^  = — m U + ^ 


n’  y I — c’ 

SJ  ' (1  — e cos  H )’ 
c y I — c’ 


«•'  — (T  cos  h) 
I — e' 


consl. 


('ettc  formule,  remarquable  par  sa‘  simplicité,  a été 
donnée  pour  la  première  fois  par  Lagrange.  [Mé- 
moires de  V Académie  des  Sciences  de  Paris;  Sa^’anls 
élrxingers,UmiQ\.) 

On  aura  l’altération  de  l'anomalie  moyenne,  depuis 
un  point  de  l’orbite  jusqu’à  un  autre  point  donné,  due 
à la  partie  de  R indépendante  de  R',  en  retranchant  la 
valeur  de  dÇ  an  premier  de  ces  points  de  sa  valeur  au 
second . 
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58.  Considérons  maintenant  les  altérations  des  élé- 
inents  de  l’orbite  dépendantes  de  H'.  Lorsque  la  co- 
mète se  trouve  dans  la  partie  supérieure  de  son  or- 
bite, R'  étant  une  très-petite  quantité,  les  valeui*s  de 
ces  variations  sont  aussi  très-peu  considérables.  Si 
pour  les  obtenir  ou  substitue  R'  à la  place  de  R dans 
les  formules  (i)  et  (2),  ce  chaugemeiit  n’altérant  en 
rien  leur  forme,  il  est  clair  qu’elles  s’intégreront  en- 
core par  la  méthode  exj)osée  n°  5i,  et  comme  la  fonc- 
tion R'  est  beaucoup  plus  petite  que  R,  on  pourra 
écarter  davantage  les  ordonnées  de  la  courbe  parabo- 
lique, ce  qui  rendra  l’application  de  la  méthode  plus 
facile.  Mais  dans  le  cas  où  la  comète  s’éloigne  beau- 
coup de  la  planète  perturbatrice,  et  où  il  est  avanta- 
geux do  partager  ainsi  R en  deux  parties,  ces  formules 
peuvent  se  développer  en  suites  convergentes,  et  l’on 
obtient  leurs  intégrales  par  une  méthode  d’approxi- 
mation beaucoup  plus  expéditive  que  celles  des  qua- 
dratures mécaniques.  • 

Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  valeur  de  R', 
11»  29, 


2 1 r’  r‘ 


Si  l’on  différentie  cette  valeur  par  rapport  aux  varia- 
bles JC,  y,  Z et  que,  pour  abréger,  on  fasse 

3 r 1 5 (x.r'-f-  ^ r'>)>  35  + y/ zz' — i/-'’)- 

2 r*  2 r'  2 /■’ 

■j[xx'+yy’-irzz—^r>^)  ^ ^5  (.rx'-f-//4- ss'— Ir'q»  ^ 
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il  est  aisé  de  s’assurer  qu’on  aura 

^ = = „,'{P/  + P'j'), 


I ai 


rfR' 


= /«'(  Pa  -4-  P'i'). 


Substituons  ces  valeurs  dans  les  formides  (i),  (a),  (5), 
après  y avoir  changé  H eu  U',  nous  aurons 

da  = — 7.  m'  a‘‘\V  [xdx  ydy)  -+-  V'[x'  dx  y' dy)^, 
df  = m' P'  {x' y - xf  ) dy  + m'  [xdy  — ydx)  ( Vy  +P'j') , 
f//'=  m'P'{x'y  —xy')dx  -t-  m’{ydx—xdy){Py  + V'y'), 

de  =d/'^' — 


dp  = P'  rz'  de , 


dq 


\a[\  — c^) 


P'xz'elc. 


Si  l’on  remplace,  dans  ces  formules,  P et  P'  par  les 
séries  que  ces  lettres  représentent;  qu’on  substitue 
ensuite  pour  x,  j,  z et  r leurs  valeurs 

x = rcosv,  y=rainv,  z = o,  r = 


1 H- c cos  V 


et  pour  x' , j',  z',  r'  leurs  valeurs  données,  n”  32, 
eu  fonction  des  sinus  et  cosinus  de  p'  ; qu’on  observe 
(pie,  par  les  formules  du  mouvement  elliptique,  ou  a 


r “ r/p  = (k  \'n  ( i — e“  ), 
r’^(lv'=dtsh'{i  — c% 


('0 


il  est  évident  que  chacune  des  expressions  précé- 
dentes pourra  se  développer  en  une  suite  de  termes 
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clt!  ceUe  forme, 

H cos(/e  4-  i’v'  4-  K)  dv,  (/)) 

i et  i étantdes  nombres  entiers,  II  et  R des  constantes 
fonctions  des  éléments  des  orbites  de  la  comète  et  de 
la  planète  perturbatrice. 

Ces  termes  s’intégrent  sans  difficulté  dans  le  cas  où 
/'  = o;  ils  ne  sont  plus  intégrables  généralement  lors- 
que i'  n’est  pas  nul  ; mais  quand  la  comète  est  dans  la 
])artie  supérieure  de  son  orbite,  les  termes  de  cette 
espèce  sont  considérablement  plus  petits  que  les  pré- 
cédents, en  sorte  qu’on  peut  presque  toujours  les  né- 
gliger sans  scrupule.  .\u  reste,  si  l’on  juge  convenable 
de  pousser  plus  loin  l’approximation,  on  pourra  le 
faire  de  la  manière  suivante. 
l.es  deux  équations  (n)  donnent 

rh  — 


I.e  terme  qu’il  s’agit  d’intégrer  devient,  en  substituant 
cette  valeur. 


— e')  r r''‘dv'  . , 

H / -^cos^m R). 

r 

.Si,  dans  cette  intégrale,  on  met  pour  — sa  valeur 


( I — c'’)’  (l  4-  r cos  I’)' 
rt’  (i  — c’)  [i  -4-  c'  cos(<’'  — «')]’’ 

et  qu’ou  remarque  <pie  c'  est  une  très-petite  quantité, 
il  est  clair  qu’on  pourra  la  développer  en  une  suite  de 
termes  de  cette  forme, 


11'  /'cos (A' 4-  /'e'  4 K'  W/e', 
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Ce  terme  peut  encore  s’écrire  ainsi  : 
n'  II'  . 

-y  J cos{h v' + ~ sin(/p  + K')  f/.cos/'f' ; 
on  aura  donc,  en  intégrant, 

H'/cos(/e-+-  K')rfe'  = y sin(/e+  /'e'+  K') 

— ^ / cos  [Iv  l v"  + R')  (Iv. 


Si,  dans  le  dernier  terme,  on  substitue  pour  ch  sa 
valeur,  il  devient 


U'/  \^a  (i—  e‘)  ,, 

— I — cos(/e+  l'i>'  H-  K'  . 

Ce  terme  est  beaucoup  plus  petit  que  l’intégrale 


H'/ cos(/e  -t-  /V'  + R')  r/e', 
puisque  ^ est  supposé  une  très-petite  fraction,  et  que 


le  facteur  est  aussi  très-petit;  car  a(i — c) 

v/„'(.  ’ 


est  la  distance  périhélie  de  la  comète,  et  cette  dis- 
tance est  beaucoup  moindre  que  a'  relativement  aux 
trois  planètes  supérieures,  les  seules  dont  on  ait  ordi- 
nairement à considérer  l’action.  On  pourra  donc  sup- 
poser l’intégrale  H'/ cos(/e  -+-  Z'e'  -t-  R') r/e',  à très- 
II' 

peu  près  égale  à -y  sin  [h  -i-  /'i>'  -t-  R'),  et  négliger 


l’autre  partie  de  sa  valeur.  .Si  l’on  voulait  cependant 
y avoir  égard,  comme  cette  partie  est  absolument  de 
même  forme  que  l’intégrale  H / cos(/e  -l-  i'v'  -+•  R )civ. 
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on  pouirait  la  développer  comme  elle  en  une  suite  de 
termes  semblables  au  suivant  : 

H"  / cos  (ie  + / e'  -f-  K')dv', 

que  l’on  intégrerait  par  la  méthode  que  nous  venons 
d’indiquer.  En  continuant  ainsi  on  diminuera  à vo- 
lonté l’erreur  résultante  des  intégrales  négligées,  et 
l’on  approchera  d’anssi  près  que  l’on  voudra  de  la 
valeur  tle  l’intégrale 

II  f cos{/’ê  4-  /V  4- 

11  ne  s’agit  donc,  pour  appliquer  aux  équations  (F) 
la  méthode  d’intégration  précédente,  que  de  dévelop- 
per ces  formules,  ce  qui  ne  demande  plus  que  des 
substitutions  faciles.  En  joignant  les  valeurs  de  o'<7, 
âj,  o'^,  âp,  (pii  en  résulteront,  à celles  qui 
se  rapportent  à la  partie  de  R indépendante  de  R', 
on  aura  les  altérations  totales  des  éléments  ellipti- 
ques de  la  comète  dans  la  partie  supérieure  de  son 
orbite. 

Ô9.  Voici  donc,  d’après  les  résultats  précédents,  la 
marche  qu’il  faudra  suivre  pour  déterminer  généra- 
lement It's  perturbations  d’une  comète  et  fixer  à l’a- 
vance l’époque  de  son  retour  au  périhélie.  Prenons 
pour  exemple  la  comète  de  1709.  Les  observations 
faites  pendant  ses  apparitions,  en  1G82  et  en  1759, 
ont  fourni  toutes  les  données  nécessaires  pour  déter- 
miner les  éléments  de  son  orbite  à ct's  deux  époques. 
Elles  ne  donnent  point  directement,  il  est  vrai,  la  va- 
leur dn  grand  axe;  cette  valeur  dépend,  comme  nous 
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l’avons  vil,  des  perturbations  que  la  coiuele  a subies 
pendant  la  révolution  de  1682  à 1759;  mais  ou  peut, 
dans  le  calcul  de  ces  perturbations,  regarder  l’orbite 
coimnc  une  ellipse  dont  le  grand  axe  répond  à la 
durée  observée  de  cette  révolution  ; les  (piantités 
négligées  seront  de  l’ordre  du  carré  des  forces  per- 
turbatrices. Partant  donc  des  éléments  de  1682,  ou 
déterminera  leurs  altérations,  ainsi  que  celle  de  l’ano- 
malie moyenne,  pour  les  six  premiers  signes  d’ano- 
malie excentrique,  c’est-à-dire  depuis  u = o jusqu’à 
U — 180°;  pour  1(‘S  six  autres  signes,  il  sera  préférable 
d('  fixer  l’origine  de  l’angle  u au  périhélie  il<*  1759  et 
de  remonter  vers  1682,.  en  faisant  u négatif  et 'en  em- 
ployant les  éléments  déduits  des  observations  de  i ÿSq. 
Dans  le  troisième  et  le  quatrième  quart  de  son  ellipse,  * 
la  comète  étant  beaucoup  plus  éloignée  des  planètes 
perturbatrices  que  dans  les  deux  autres,  on  pourra 
prendre  cette  seconde  moitié  de  l’orbite  pour  ce  que 
nous  avons  nommé  la  moitié  supérieure  et  employer 
avec  sûreté  les  formules  qui  s’appliquent  à ce  cas. 
Dans  les  deux  autres  ipiarts  on  fera  usage,  pour  cal- 
culer les  altérations  des  éléments  de  l’orbite,  de  la 
méthode  des  quadratures  mécaniques. 

Ou  déterminera,  par  ce  moyeu,  le  giand  axe  de 
l’orbite  qui  répond  au  périhélie  de  1G82,  et  l’on  en 
conclura  celui  qui  se  rapporte  au  jtérihélie  de  1759. 
On  l’ecommencera  ensuite  les  mêmes  opérations 
depuis  1759  jusqu’au  prochain  retour  de  l.i  comète 
au  périhélie;  mais  comme  l’époque  de  ce  passage- 
est  inconnue,  ou  pourra,  pour  plus  d’exactitude, 
rectifier  l’orbite  de  3o  eu  3o  degrés,  en  emplo\aut 
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j)()ur  chaque  signe  les  éléments  de  l’ellipse  qui  résulte 
des  calculs  précédents.  Lorsqu’on  aura  ainsi  déter- 
miné les  variations  de  l’anomalie  moyenne  et  desautres 
éléments  de  l’orhite  depuis  « = o jusqu’à  u = 36o”, 
on  en  conclura  l'époque  du  prochain  retour  de  la  co- 
mète à son  périhélie  et  les  éléments  de  son  orbite  à 
cette  époque. 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  PRÉCÉDENTE  AUX  COMÈTES 
PÉRIODIQUES  DE  1G82,  DE  1 819  ET  DE  iSaf). 


40.  Iæ  système  du  monde  renl’erme  aujourd’hui  (') 
trois  comètes  dont  le  retour  périodique  est  constaté, 
ha  plus  anciennement  connue  est  la  comète  de  i68a. 
llalley,  qui  avait  le  premier  remarqué  son  identité 
avec  les  comètes  aperçues  en  i53i  et  1G07,  par  une 
évaluation  approximative  et  purement  conjectui  ale  des 
altérations  qu’elle  devait  éprouver  dans  la  période 
suivante,  en  vertu  de  l’action  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
annonça  son  retour  pour  la  fin  de  l’année  1758  ou 
le  commencement  de  1759.  Clairaut  tenta  de  sou- 
mettre à des  calculs  rigoureux  cette  importante  ques- 
tion ; il  appliqua  à la  détermination  des  perturbations 
de  cette  comète  la  solution  qu’il  avait  donnée  du 
problème  des  trois  corps,  et  après  un  travail  immense 
qui  embrasse  trois  révolutions  de  la  comète,  il  fixa 
l’époque  de  sou  passage  par  le  périhélie  au  4 avril  1759. 
On  sait  que  la  prédiction  du  géomètre  se  réalisa  à 
quelques  jours  près;  et  encore  l’écart  des  résultats  de 
l’observation  et  de  la  théorie,  aurait-il  été  diminué 
sans  doute,  si  Clairaut  eût  employé  dans  ses  calculs  la 

(*)  Toutes  les  liait? dans  ce  chapitre  se  rapiiortent  à la  pre- 
mière èilitiun  lie  l’ouvraite  qui  a paru  eu  1821). 
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valeur  de  la  niasse  de  Saturne,  telle  que  nous  la  con- 
naissons aujourd’liui,  et  s’il  avait  eu  égard  à l’action 
de  la  planète  Urauus,  dont  on  ignorait  de  son  temps 
l’existence. 

Les  doux  autres  comètes,  à l’égard  desquelles  s’est 
reproduit,  de  nos  jours,  le  phénomène  si  remarquable 
de  leur  réapparition  au  périhélie  a|)rès  une  ou  plusieurs 
révolutions,  jiarcourent  des  ellipses  beaucoup  moins 
allongées  que  la  précédente.  La  jiremière  accomplit  sa 
révolution  en  iao4  jours  à peu  près,  (’e  fut  en  i8iq 
qu’elle  fut  reconnue,  jiour  la  première  fois,  comme 
comète  périodique.  En  examinant  les  éléments  d’une 
comète  qu’on  venait  d’observer  au  commencement  de 
cette  année,  un  membre  du  lUireau  des  Longitudes 
remarqua  qu’ils  avaient  une  grandeanalogie  avec  ceux 
d'un  astre  de  même  nature  aperçu  en  i8o5.  La  même 
observation  fut  faite,  en  Allemagne,  par  M.  Olbers, 
qui  reconnut  en  outre  que  cette  comète  avait  déjà  été 
vue  précédemment  en  1759  et  1789.  D’après  cçla,  le 
temps  périodique  de  cet  astre  ne  pouvait  être  (jue 
d’un  petit  nombre  d’années.  M.  Encke,  astronome  de 
Gotha,  entreprit  de  représenter  par  une  orbite  ellij)- 
tiquê  les  observations  de  i8o5et  1819,  et  les  éléments 
qu’il  détermina,  se  trouvèrent  avoir  entre  eux  plus 
d’aualogieencore  que  les  éléments  paraboliques;  alors 
il  ne  resta  plus  de  doute  qu’ils  n’appartinssent  à une 
même  comète,  dont  la  période  était  de  trois  ans  et 
trois  mois  à peu  près,  et  qui,  datis  l’intervalle  de 
1 8o5à  1 8i9,avaitaccompli  qitatre  révolutions  entières 
pour  revenir  à son  périhélie.  D’ajffès  la  rapidité  de 
cette  ré\olulion,  on  aurait  jiii  considérer  cet  astre 
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comme  nue  nouvelle  planète;  maison  a continué  à 
le  ranger  parmi  les  comètes,  tant  à raison  de  S(‘S  ap- 
parences physiques,  (jue  parce  qu’il  n’est  pas  visible 
pour  nous  dans  toutes  les  parties  de  son  orbite.  Depuis 
cette  importante  découverte,  plusieurs  géomètres  se 
sont  occupés  de  la  détermination  des  dérangements 
que  cette  comète  a dû  éprouver  dans  ses  diverses  ré- 
volutions depuis  i8o5  jusqu’à  1829,  époque  de  .sa 
dernière  apparition,  et  ils  sont  parvenus  à représenter 
sa  marche  dans  cet  intervalle  avec  une  précision  à 
laquelle  il  paraissait  dilficile  que  la  théori<>  pût  at- 
teindre. Mais  le  même  succès  n’a  |)as  couronné  leurs 
efforts  lorsqu’ils  ont  tenté  de  remonter  aux  passages 
antérieurs  à i8o5,  et  les  orbites  elliptiques  résultant 
du  calcul  des  perturbations  n’bnt  pu  que  satisfaire 
imjiarfaitement  aux  ob.sèrvations  de  179.')  et  ^ 786. 
M.  Encke  a pensé  que  pour  représenter  la  marche  île 
la  comète  dans  cet  intervalle,  il  fallait  recourir  à l h\- 
pothèse  d’un  milieu  éthéré  dont  la  résistance  altère 
insensiblement  les  éléments  de  son  orbite,  i-t  ci'tte 
idée  a donné  encore  à la  théorie  de  cet  .astre  nu  plus 
haut  degré  d’intérêt.  .Sans  doute,  si  les  corps  célestes 
étaient  soumis  à cette  nouvelle  force  perturbatrice, 
dont  aucun  aiitn*  phénomène  ne  nous  a lévélè  l’exis- 
tence, son  influence  serait  beaucoup  plus  sensible  sur 
les  comètes  que  sur  les  planètes,  à cause  du  peu  île 
densité  delà  matière  <pii  les  conqiose,  de  même  ipie 
nous  voyons,  à la  sui  face,  <le  la  la  résistance  de 

l’air  altérer  d’autant  plus  les  mouvements  îles  corps 
pesants,  que  leur  densité  est  [)lus  petite;  mais  les  résul- 
tats des  calculs  tpi’on  a faits  à cet  égard,  et  les  h\  po- 
il 9 
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lliéses  sur  lesqiu-lles  ils  sont  fondés,  nous  paraissenl  les 
premiers  trop  peu  conciliants,  et  les  secondes  trop  arbi- 
traires pour  décider  une  jiareille  question,  et  ce  n’est 
(péajirés  un  grand  nombre  de  révolutions  de  la  comète 
de  1819,  et  lorsque  sa  théorie  aura  été  suffisaminent 
approfondie,  qu’un  point  aussi  important  de  la  pby- 
siipie  céleste  pourra  être  établi  avec  quelque  certitude. 

bnfiii,  c’est  dans  ces  derniers  temps  seulement  que 
le  système  du  monde  s’est  enrichi  d'une  nouvelle 
comète  périodique  dont  la  révolution  est  de  six  ans 
trois  quarts  à peu  près.  Elle  fut  aperçue  d’abord  le 
'27  février  1826,  en  Bohème,  par  M.  Biela;  le  9 mars 
suivant,  à Marseille,  par  M.  Gambart,  et  le  10  à Al- 
tona,  par  M.  Clansen.  Les  éléments  paraboliques  con- 
clus des  premières  observations  de  cet  astre,  avaient 
iinë  fessemblance  remarquable  avec  ceux  de  deux 
comètes  observées  en  1772  et  1806.  MM.  Claiisen  et 
Gambart,  qui  paraissent  se  partager  l’honneur  d’avoir 
fait  simultanément  ce  rapprochement,  tentèrent  alors 
de  calculer  le  mouvement  de  ces  trois  comètes  en  leur 
appliquant  une  orbite  elliptique,  et  après  quelques 
essais,  ils  trouvèrent,  chacun  de  leur  côté,  une  ellipse 
fpii  en  représentait  les  observations  assez  exactement 
pour  ne  jiliis  laisser  aucun  doute  sur  leur  identité. 

Tel  est  l’état  actiud  de  l’Astronomie  relativement 
aux  comètes  dont  la  révolution  <>st  connue,  il  n’est 
pas  douteux  rpie  l’attention  assidue  qu’on  apporte 
maintenant  aux  observations  astronomiques,  n’en 
augmente  encore  le  nombre  dans  la  suite;  mais  il  est 
à présumer  que  la  découverte  des  comètes  à longue 
[lériode,  comme  celle  fie  168a,  sera  tfmjours  trés- 
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rare,  surtout  si  l’on  remarque  qu’on  n’observe  ces 
astres  avec  assez  de  soin  et  assez  de  précision  que 
depuis  deux  siècles.  Les  incertitudes  dont  les  ob- 
servations précédentes  sont  affectées,  doivent  même 
souvent  tromper  les  conjectures  qu’elles  ont  fait 
naître;  c’est  ce  qui  est  arrivé,  en  effet,  pour  la 
comète  de  i53a,  observée  par  Appien.  Les  rapports 
qui  existent  entre  ses  éléments  et  ceux  d’une  comète 
observée  en  i66i,  par  Ilévélius,  avaient  fait  penser 
qu’ils  appartenaient  à un  même  astre  dont  la  révolu- 
tion était  de  ia8  années  environ,  et  en  conséquence 
on  attendait  le  retour  de  cette  comète  vers  1789; 
mais  elle  n’a  pas  reparu. 

Nous  regrettons  que  les  bornes  de  cet  ouvrage  ne 
nous  permettent  pas  de  développer,  dans  toute  leur 
étendue,  les  résultats  de  l’application  de  la  théorie 
exposée  dans  le  chapitre  précédent  aux  trois  comètes 
dont  nous  venons  de  tracer  l’histoire;  mais  du  moins, 
en  présentant  le  résumé  de  ces  calculs,  nous  en  indi- 
querons la  marche  avec  assez  de  détails  pour  éviter 
tout  embarras  à ceux  qui  voudraient  les  vérifier  ou 
les  pousser  plus  loin,  en  considérant  de  nouvelles  ré- 
volutions de  ces  comètes. 

Dcterminntion  du  prochain  retour  au  périhélie  de  la 
comète  de  1759. 

il.  Les  premières  observations  un  peu  certaines 
qu’on  ait  de  cette  comète  se  rapportent  à son  appa- 
rition en  i53i;  elle  repassa  depuis  à son  périhélie 
en  1607,  i68a  et  I75g.  Les  durées  de  ces  trois  révo- 

9- 
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liitioiis  sont,  coininc  on  voit,  Irt’s-iiu’galcs.  f,a  pre- 
mière période,  én  cfFct,  était  de  76  ans  et  a mois  à peu 
|)i’ès,  on  de  2781  i jours;  la  seconde,  de  jours, 

et  pins  courte,  par  conséfpicnt,  de  4^9  jours  (pie  la 
précédente;  enlin,  la  dernière,  la  plus  longue  des 
trois,  était  de  27937  jours.  Il  serait  donc  impossibh» 
de  rien  conclure  sur  les  retours  luturs  de  cette  comète 
à sou  périhélie  sans  le  secours  de  la  théorie,  et  la 
détermination  des  perturbations  qu’elle  éprouve  par 
l’action  des  planètes  peut  seule  nous  mettre  en  é'tat 
de  prédire  l’instant  de  sa  prochaine  apjiarition. 

Il  faut,  pour  cela,  commencer,  comme  nous  l’avons 
vu  u“  .">!),  par  déterminer  le  moyeu  mouvement 
diurne  de  la  comète  au  périhélie  de  lySg,  ce  qui 
exige  que  l’on  calcule  les  altérations  qu’ont  subies  les 
éléments  de  sou  orbite,  pendant  la  période  de  iG8a  à 
lySq.  Les  seules  planètes,  dont  l’action  sur  la  coinele 
ait  pu  être  sensible  dans  cette  révolution,  sont  Jupi- 
ter, .Saturne  et  Uranus.  I>es  mêmes  planètes  ont  en- 
core influé  sur  son  mouvement  dans  la  révolution 
siibsé(|uente  ; mais  dans  l’année  lySq,  la  comète  s’é- 
tant beaucoup  approchée  de  la  Terre,  il  <^st  devenu 
indispensable  d’avoir  égard  à cette  nouvelle  planète 
dans  le  calcul  des  perturbations,  et  l'on  verra,  en 
effet,  (pi’il  en  résulte  une  diminution  de  plusieurs 
jours  dans  la  durée  de  la  période  (pie  nous  nous  pro- 
posons de  déterminer.  Nous  n’anrous  donc  à nous 
occuper,  dans  ce  ipii  va  suivre,  (pie  de  l’action  jier- 
tnrbatrice  de  c(“S  (|ualre  planètes  : les  calculs  qui  en 
résultent  l'xigent  des  développements  tres-étendus  ; 
je  me  bornerai  ici  à indiipier  la  marche  de  ci'S  cal- 
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t'ill.s,  cl  je  rcMVcriai  pour  les  détails  an  Mémoire  ipie 
j’ai  présenté  à l’Académie  des  Sciences  en  i8js8(*) 
et  qui  a été  couronné  par  cette  Académie  ipii  avait  pru* 
posé  la  question  de  la  détenninaüondes  perturbât  ions 
des  comètes,  poni’  sujet  dn  grand  prix  de  malliéma- 
liqnes  de  l’année  1829.  Je  n’ai  apporté  d’antre  chan- 
gement à ce  vaste  travail,  publié  six  ans  avant  le 
retour  de  la  comète  en  i835,  que  de  faire  subir  aux  ré- 
sultats qu’il  renferme  des  corrections  correspondantes 
à celles  qu’ont  éprouvées  dans  ces  derniers  temps  h’s 
valeurs  des  masses  de  Jupiter  et  de  Salnrmu  Ces  cor- 
rections ont  en  pour  effet  de  rapprocher  lieanconp 
les  résultats  de  la  théorie  de  ceux  de  l’observation. 

42.  Dans  le  calcul  des  perturbations  qui  se  rap- 
portent à la  révolution  de  1G82  à 1759.  nous  regar- 
«lerons  l’orbite  de  la  comète  comme  nue  ellipse  dont 
le  grand  axe  répond  à la  durée  observée  de  cette 
révolution,  que  nous  supposerons  de  27937  jours. 
Dn  nommant  donc  2 a cet  axe  et  IN  le  moyen  mouve- 
ment diurne  qui  lui  corresjiond,  on  aura  N = 

l’on  en  déduira  la  valeur  de  a exprimée  en  [larties  de 

la  distance  moyenne  dn  Soleil  à la  Terie,  an  moyen 

, /3(;5,25G3.S\-| 

de  1 équation  n = N .*  ( — j on  trouvera 

ainsi  ; 

N = 4h",39009,  rt=-i8,oi8G. 

l.es  antres  éléments  île  l’orbite  qui  se  rappoi  tent 

(*)  Voir  .Savants  étrangers,  lomr  Vt,  et  la  Cmtnaissancc  des 
Tewps  \n)M'  i838. 
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tant  au  périhélie  de  iü8a  qu’à  celui  de  1759,  résul- 
tent directement  des  observations  faites  à ces  deux 
époques.  Nous  supposerons , d’après  les  réduc- 
tions de  ces  observations  faites  avec  grand  soin  par 
Burchkardt  (*)  : 

En  i68a. 

Instant  du  passage  au  périhélie  i68a.  1 5"'"-,2/jooa (**) 


Rapport  de  l’excentiicité  au  demi- 

grand  axe 0,967676 

Lieu  du  périhélie 3oa"  3'  45" 

Longitude  du  nœud 5 1.  17.  10 

Inclinaison  de  l’orbite 17-48 

Sens  du  mouvement , rétrogradé. 

EniySg. 

Instant  du  passage  au  périhélie  1759.  1 3"'“'^'’, 08976 

Rapport  de  l’excentricité  au  demi- 

grand  axe 0,967557 

Lieu  du  périhélie,  3o3“  lo'  i" 

Longitude  du  nœud  ascendant 53.5o,  11 

Inclinaison  de  l’orbite 17.37.  i a 


Sens  du  mouvement , rétrogradé. 

Pour  apporter  dans  les  calculs  le  plus  de  précision 
possible,  il  sera  bon  d’employer,  dans  la  première 
moitié  de  la  révolution  de  168a  à 1759,  les  éléments 
de  l’orbite  relatifs  au  périhélie  de  168a,  et  dans  la 
seconde  les  éléments  qni_se  rapportent  au  périhélie 
de  1759. 

(*)  Connaissance  des  Temps  pour  1819. 

(**)  Le  temps  est  partout  exprime  en  joui's  moyens  comptés 
<lc  minuit  au  méridien  de  Paris. 
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Il  iu‘  s’agit  [)liis  inaiiitenaiil,  pour  (lélormincr  le 
|)rochain  retour  au  périhélie  de  la  comète  île  1759, 
ijue  de  sul)Stituer,  dans  les  formules  tlu  chapitre 
troisième,  les  valeurs  numériques  précédentes,  à la 
place  des  quantités  qui  les  représentent,  ainsi  que 
celles  qui  se  rapportent  uniquement  ans  planètes 
perturbatrices,  et  ipii  seront  données  par  les  Tables 
astronomiques.  Lorsqu’on  aura  ainsi  déterminé  les 
altérations  différentielles  ipréprouve  cliacnn  des  élé- 
ments de  l’orbite  par  l’actipn  des  forces  perturba- 
trices, on  aura,  par  la  formule  (F),  les  altérations 
totales  de  ces  éléments,  correspondantes  à une  varia- 
tion donnée  de  l’anomalie  excentrii[ue.  Dans  l’appli- 
cation de  cette  formule,  on  fera  varier  l’anomalie 
excentrique  de  degré  en  degré  pour  .lupiter;  mais 
comme  les  autres  planètes  que  nous  considérons 
exercent  sur  la  comete  des  actions  beaucoup  moins 
sensibles,  nmis  écarterons  davantage,  dans  ce  cas, 
les  ordonnées  de  la  courbe  j)arabolique,  et  nous  fe- 
rons varier  cette  anomalie  de  lieux  degrés  en  ileux 
degrés  pour  .Saturne,  et  île  cinq  degrés  en  cinq  degrés 
pour  liranus  (*). 

(*)  On  pourrait  faciliter  encore  le  calcul  des  perturbations 
en  appliquant  à la  partie  supérieure  de  l'orbite  la  inétbode  d'aj)- 
proximation  exposée  n“  ôO;  mais  nous  avons  préféré,  dans  l’es- 
poir d’obtenir  une  détermination  plus  exacte  de  l'instant  du  pas- 
sage au  périhélie,  i835,  employer  la  méthode  des  r/iuu/rnturrx 
paraboliques  au  calcul  des  variations  des  éléments  pendant  les 
deux  révolutions  successives  de  la  comète  que  nous  avons  eues  .1 
considérer.  On  trouvera,  au  reste,  une  application  des  formides 
dont  il  s’agit  dans  un  Mémoire  inséré  dans  lu  Connaissance  des 
Temps  pour  i838. 
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it>.  [’otir  donner  un  exemple  de  cescalcids,  propo- 
sons-nous de  déleiminei'  les  altérations  des  divers  élé- 
ments de  l’orbite  résidtant  de  l’action  de  Jupiter  sur 
la  comete  pendant  la  période  de  1682  à 1759,  et 
correspondant  a un  arc  donné  de  l’anumalie  excen- 
trique. 

Par  les  labiés  de  Houvaid,  on  aura 

Anomalie  moyenne  de  'ip  au  moment 

du  périhélie  de  la  comète  en  1682..  1 1 1"  iG'  1" 


l/ieu  du  périhélie •. 9.  iG.45 

l.oiif^itude  du  nœud 97.  18.39 

inclinaison  de  l’orbite *•  '9 


En  considérant  le  triangle  intercepté  sur  la  sphère 
céleste,  par  l’écliptique  et  les  orbites  de  Jupiter  et  de 
la  comète,  on  trouvera  aisément,  d’après  les  données 
pi'écédenles. 

Lieu  du  nœud  ascend.  de 'Z/;  sur 


l’orbite  de  la  comete 54“  \l\' 

Lieu  du  nœaid  ascend.  de  la  co- 
mète sur  l’orbite  de  t: 54.  G 

inclinaison  mutuelle  des  deux 

orbites 18.  44 

d’où  l’on  conclura  d’abord 


À...  Il  9."  10',  y...  i8“44- 

•Si  de  la  longitude  «lu  périhélie  de  Jiqiiter,  on  retranche 
l’angle  54"  G',  la  différence  sera  la  quantité  qu’il  faut 
ajouter  aux  anomalies  vraies  de  cette  planète, 
comptées  du  périhélie,  pour  avoir  sa  longitude  comp- 
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tée  tlii  nœud  ast  endaiit  de  son  orbite  sur  celle  di'  la 
comète;  cet  angle  sera  donc  ainsi  de  3i5“  1 i'. 

Cela  posé,  on  aura  pour  déterminer  les  coordon- 
nées de  la  comete  l apportées  an  plan  et  au  grand  axe 
de  son  orbite,  ainsi  que  le  temps  écoulé  depuis  le  pas- 
sage au  périhélie  de  168a,  les  formules  suivantes  : 

= 18,01 8G 1 cos«  — 17,4353^,  = 4>54494 

t = (4446')3o7i)  (ti  — o,9G767Üsin«)  ; 

et  pour  déterminer  les  cordonnées  de  la  planète  per- 
turbatrice, rapportées  au  même  plan  et  au  même  axe, 
on  aura 

x'  = — (0,37730)  r'  cos  e'  — 10,87703)  /■'  sin  e', 
y = — (0,92609)/^ cos  v'  ■+■  (0,3573a)  Z sin  e', 
s' = (o,3ai  i6)/'sin  e*. 

Ces  formules  donneront  les  v aleurs  des  coordonnées 
oc,  J-,  x',  y,  i'  et  du  temps  t correspondant  à un  arc 
quelconcpie  «l’anomalie  excentrique  compris  entre  oet 
180”.  Supposons  qu’il  s’agisse  de  détei  miiier  ces  va- 
leurs relatives  à l’époque  qui  répond  au  neuvième  de- 
gré de  cette  anomalie,  eu  faisant  u = 9”,  dans  les 
premières  formules,  on  aura  d’abord 

a:- = o,36o59,  7 = 0,71099,  f = a5*,35. 

On  calculera  ensuite  le  lieu  de  la  planet<*  relativement 
à la  même  époque. 

On  aura,  par  les  'labiés  de  Bouvartl,  en  n’avant 
égard  qu’à  l’équation  du  centre  et  à la  variation  sécu- 


Digilized  by  Google 


THÉORIK  ANALYTIQUK 


i38 
laire, 

Anomalie  moy.  Tj;  au  périh....  i i i'’iG' 

Mouv.  m.  p.  9"d'ano.  exc...  a.  6 

Ano.  moy.  Tt;  pour  Tins.  don.  1 13.22  r.  . . -),3aif)8 
Équation  du  centre 4-44 

Anomalie  vraie  de  7/; 1 1 8.  6 

Const.  à ajout,  auxanom.  vr.  . 3i5.i  i 

e'.  . . . 73. 1 7 

Si  dans  les  formules  qui  déterminent  les  coordon- 
nées de  la  planète  perturbatrice,  on  substitue  ces  va- 
leurs, on  trouvera 

x' — 5,04785,  /'=  0,40359,  z'=i,()3699. 

A l’aille  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  x et  j',  on  for- 
mera aisément  les  suivantes  : 

P = X = o,oo365,  Y = — 0,00437. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à la 
place  de  x,^',  X et  Y leurs  valeurs  numériques  dans 
les  formules  du  n“  ."52,  après  les  avoir  réduites  en 
nombres.  Reprenons  d’abord  la  formule  (7)  qui  dé- 
termine l’altération  du  moyen  mouvement,  m'  dési- 
gnant ici  la  masse  de  Jupiter;  on  aura,  d’après  les  der- 
nières recherches  de  M.  Airy, 

, I 

1048,69’ 

et  cette  formule,  en  y substituant  1"  ou  0,0 17453  à 
la  place  de  fin,  et  mulli|)liant  tous  les  termes  par 
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36o  3(joo^^  , 

365  25638  réduire  en  secondes,  deviendra 

= (o", 75^00 ) sin  mX  — (o",i8g65)  cosnY. 

Si  l'on  fait  les  mêmes  substitutions  numériques  dans 
les  formules  qui  donnent  les  altérations  du  périhélie 
et  de  l’époque,  et  qu’on  réduise  en  secondes  tous  les 
termes,  on  aura 

d(ù  — (i4",o6554)  Y — ^X)  — (16",  12074)  / X, 
di  — d(ù  = — (0,202  i9)rfw  — (6",8657  i)/  (a:X  j"Yj. 

Au  moyen  de  ces  formules,  en  faisant  u = g",  on 
trouve 

dn  = -f-  o",oo  1 20939,  — + o'',o3 1 9886, 

dw  = — 0,0895356  — r/u  = -f- O ,0324884  • 

U.  On  pourra  calculer,  de  celte  manière,  les  va- 
leurs successives  de  dn,  d(ù,  de,  depuis  o jusqu’à  180 
degrés  d’anomalie  excentrique  ; en  partant  ensuite  des 
éléments  de  1759,  et  faisant  u négatif,  on  calculera 
les  mêmes  valeurs  depuis  u = 0“  jusqu’à  m ’=  — 1 79'*; 
on  répétera  la  même  suite  d’opérations  par  rapport 
aux  deux  autres  planètes  dont  on  considère  l’action 
pendant  la  première  révolution,  en  siqiposant  poul- 
ies valeurs  des  masses  m"  et  m”  de  Saturne  et 
d’Uranus, 

r/  * » * 

m = ^ 9 m = Q • 

35oo,2  *79*“ 

On  substituera  ensuite  ces  quantités  dans  la  formule 
(P),  et  des  résultats  ainsi  obtenus  on  formera  le  tableau 
suivant  : 
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Résultats  de  l' intégration  par  quadratures  des  altéra- 
tions différentielles  du  moyen  mouvement,  du  péri- 
hélie, et  de  l'anomalie  moyenne,  présentant  les 
altérations  totales  de  ces  éléments,  depuis  1682 
jusqu’à  lySg. 


CLAMiTCb 

J' 

r/dn 

i 

1 

1 

! 

yde  Jdn 

J~ dût 

Jdi — Jdùi 

/«i? 

B 

-HO, ‘'398.', 44 
-+-0,03854(5 
-H> , 0 1 3ÿ58 

-1-8337  *63 
797)49 
389,91 

— 5540,11 

-H  743,05 

-+-  i49)% 

-1- 13877, 84 
+ 34,44 

-1-  'j4o,o5 

— 

- 97)  <8) 

— I I , o3 

-+-I1 34,05 
-t-  346,0(1 
H-  101, o5 

t/  t 
-i-i6oi  1 ,89 

-t-  |00,5o! 

H-  3 |i, 10 

1 Total . . 

-+-Oj3/|oy4^ 

-+*95a5,oG 

-4047,27 

-1-14172,33 

—370,71 

■i-î58’i;  iC 

-4-i6y54»49  ^ 

A l’aide  de  ces  valeurs,  il  est  facile  de  déteriniiier 
le  moyeu  luouvemeul  diurne  de  la  comète  à l’instaut 
du  passage  au  périhélie  de  1759.  Ku  elfet,  si  dans 
l’écjuation 

^ = Nt+fd^, 

ou  su|ipose 

Ç = 1296000",  < = r = 27937!,  fdÇ  = -h  1675/1", éj9, 

« » 

ou  aura 

IN  = 4^''i79t>38. 

C’est  la  valeur  du  moyeu  mouvement  diurne  au 
périhélie  de  1682;  eu  nommant  N'  cette  valeur  au 
périhélie  de  iy5(j,  on  aura 

!N'=  ^ + /(/«  = 46",i3i33. 
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De  là  il  est  aisé  de  conclure  les  valeiirs  des  demi- 
grands  axes  «et  a'  qui  répondent  aux  mêmes  époques; 
on  trouvera  ainsi 

fl  =18,17660,  «'=18,08593. 

lî».  Avec  cette  valeur  de  «,  on  pourrait  recommen- 
cer le  calcul  des  altérations  des  éléments  de  l’orhite 
pendant  la  période  de  1682  à 1769,  et  l’on  obtiendrait 
sans  doute  des  résultats  plus  exacts  encore  que  les 
précédents;  mais  la  longueur  de  ces  opérations,  et  le 
j)eu  d’eflel  qu’on  en  doit  attendre,  font  qn’il  y a bien 
peu  de  calculatc'ursqui  soienttentés  de  l’entreprendre. 
I.a  valeur  de  jointe  aux  valeurs  des  autres  éléments 
de  l’orbite  relatifs  au  périhélie  de  1 769,  fournit  toutes 
les  données  nécessaires  à la  détermination  des  pertur- 
bations de  la  comète  pendant  la  période  qui  s’écoulera 
de  1769  jusqu’à  sa  prochaine  apparition. 

La  comète  s’étant  beaucoup  approchée  de  la  Terre 
pendant  l’année  1769,  elle  en  a éprouvé  des  pertur- 
bations considérables  auxquelles  il  était  indispensable 
d’avoir  égard.  L’action  de  la  Terre  sur  la  comète, 
antérieurement  au  passage  au  périhélie  de  1769,  n’a 
pu  avoir  aucune  influence  sur  la  durée  de  la  révolu- 
tion suivante,  mais  cette  action  est  devenue  très-sen- 
sible après  le  pas.sage  au  périhélie,  époque  à laquelle 
la  comète  .s’est  trouvée  dans  sa  plus  grande  proximité 
(le  la  Terre,  et  elle  aura  pour  eflét  de  diminuer  de 
^/o«3c  jours  environ  la  durée  de  la  révolution  actuelle. 
Ix's  altérations  qui  en  résultent,  sont  surtout  sensibles 
sur  les  valeurs  du  grand  axe  et  du  moyen  mouvenu'nt 
diurne,  nous  les  avons  calculét»s  avec  le  plus  grand 
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soin,  (Ml  ressornint  niénio  les  ordomit^es  de  la  courbe 
parabolique  pendant  tout  le  temps  où  la  comète  s’est 
trouvée  très-voisine  de  la  Terre. 

En  déterminant  ensuite  les  altérations  des  éléments 
de  l’orbite,  dues  à l’action  des  planètes  perturbatrices 
.lupiter,  Saturne  et  Uranus,  pendant  la  période  com- 
mencée en  1759,  par  des  opérations  semblables  à 
celles  qui  ont  servi  à calculer  leurs  valeurs  pendant 
la  période  de  1G82  à 1759,  et  en  rectifiant,  pour  plus 
d’exactitude,  l’ellipse  de  la  comète,  de  3o  degrés  en 
3o  degrés  d’anomalie  excentrique,  pendant  le  dernier 
quart  de  la  révolution,  nous  avons  obtenu  les  résultats 
suivants  ; 

Résiihals  de  l’intégration  par  des  quadratures  des 
altérations  différentielles  du  mojren  mouvement,  du 
périhélie  et  de  l’anomalie  moyenne,  présentant  les 
altérations  totales  de  ces  éléments  depuis  1759  jus- 
qu’au prochain  retour  de  la  comète. 


1 PLANÈTE» 

1 periuritalr. 

/ dn 

f fdn 

f idn 

fdl  fdn 

fd'ji 

fdi— fd  U 

/dÇ 

-(-0,390178 

it 

-(-10923,33 

„ tf 

-4-11370,90 

— 447*fi7 

- 9<>M> 

-(-1667,40 

1 

— 0,093061 

— 2605, 3o 

— 3833,19 

-(-1217,89 

- 84,86 

-(-  765,80 

-(-1983.69 

H-OpOogtoS 

-(-  -j63 , 38 

i5i,92 

-(-  111,46 

— «.94 

-h  119,42 

“4~  33o,88 

-+-0, 0-30765 

-4-  58 1,32 

•(■  ' >4^ 

+ 579.87 

1.19 

“t-  1,56 

-(-  581,43 

1 Altcr.  toi. 

-+-o,3î7!(9o 

-(-  9162,63 

-(-  7701 ,08 

-i-i/|6i,55 

— 1010,03 

-(-2554,18 

i(i.  Il  est  facile  maintenant  de  fixer  l’époque  du 
prochain  retour  de  la  comète  à son  périhélie;  en  effet, 
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si,  ditns  l'équatioii 
on  suppose 

C='i6o‘*,  <=T',  N'=46",i3i33  et /JC=  + /,oi5",73, 

ou  aura 

'I'  = A°  ‘ .0}  = 28o()3j, 69  — 87^,05  = 28006', 64. 

Ainsi  l’iiitei  valle  compris  entre  le  passage  au  péri- 
hélie en  I 759  et  le  passage  suivant  sera  de  a8ooG',64, 
ce  qui,  à compter  du  i3,09  mars  1769,  donne  le 
16,73  novembre  1 835  pour  l'instant  de  ce  |)assage(*). 


(*)  Depuis  que  les  calculs  precedents  ont  été  effectués,  la  co- 
mète est  revenue  à son  périhélie,  et  les  observateurs  les  plus  ha- 
biles ont  fixé  l’instant  de  ce  passage  au  16, 45  novembre  i835.  Il 
n’y  aurait  donc,  en  définitive,  qu’une  différence  de  six  heures  à 
peu  prés  entre  l’époque  assignée  d’avance  par  la  théorie  et  l’in- 
stant véritable  de  ce  passage.  On  ne  pouvait  guère  espérer  un 
résultat  plus  satisfaisant , surtout  si  l'on  considère  le  grand  nombre 
de  quantités  négligées  dans  les  méthodes  d'approximation  et  l’in- 
certitude qui  peut  rester  encore  sur  quelques-unes  des  données 
efnployées  dans  le  calcul. 

Voici,  du  reste,  le  tableau  des  éléments  de  la  comète  déduits 
par  M.  Rosemberger  des  observations  faites  pendant  la  durée  de 
la  dernière  apparition  en  i835. 

Passage  au  périh.  novem.  16', 4454  ‘l"  pée-  3o4“35'4<(" 

Demi-grand  axe  supposé . 17,98791  /W.  du  nœud.  55.  9.47 

Excentricité 0,967389  inclinaison...  17.45.17 

Sens  fin  mouvement  , rétrograde. 

l.a  plus  grande  différence  entre  ces  valeurs  et  celles  qui  ré- 
sultent de  la  llieoiie,  se  rapporte  à l'inclinaison  de  l’orbite  sur 
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Si  l’on  compare  la  dnrcc  de  la  l•évoIulion  que  nous 
venons  d’examiner,  à celle  de  la  révohition  (|ni  l’a 
précédée,  on  voit  qn’elle  la  surpasse  de  -jo  jours  à 
peu  près;  en  sorte  que  la  révolution  actuelle  de  la 
comele  est  la  plus  longue  de  c<dles  qui  ont  été  obser- 
vées depuis  i53i. 

i7.  Déterminons  maintenant  les  éléments  de  l’or- 
bite à l’époque  du  passage  de  la  comète  au  ])érihélie 
t‘ii  i835. 

En  désignant  par  N"  le  moyen  mouvement  diurne 
à cette  époque  et  par  a"  le  demi-graixl  axe  qui  lui 
correspond,  on  aura  d’abonl 

N"=  N' -f-  / Hn  = 46",458Ga,  a'  = 18,00091. 

En  calculant  ensuite,  d’après  les  principes  précédents, 
les  altérations  de  l’excentricité,  de  l’inclinaison  et  du 
nœud,  dues  à l’action  des  forces  jierinrbatrices  pen- 
dant la  période  de  1759  à i835,  on  forme  le  tableau 
suivant  : 


l’écliptique,  ce  qui  peut  tenir  simplement  à ce  que  l’inclinaison 
(|ue  nous  avons  adoptée  pour  l’époipie  de  1759  était  un  peu  trop 
faible;  car  la  précision  <lcs  éléments  qui  servent  de  base  au  cîil- 
cul,  peu  importante  quand  il  ne  s’ayit  que  de  fixer  l’instant  du 
passa;;e  au  périhélie,  le  devient  beaucoup  quand  il  s’agit  en  même 
temps  de  déterminer  les  éléments  de  son  orbite  à ectte  époque. 
L’accord  des  autres  éléments  est  presque  complet , ce  qui  prouve 
suffisamment  la  précision  de  la  mélliodc  et  rexaetilndc  des  cal- 
culs. ( AVitc  vrn/e  er(  1 853.) 
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Altérations  de  l’excentricité  et  des  quantités  qui  dé- 
terminent la  position  de  l'orbite,  pendant  la  période 
de  iy5g  à i835. 


PLA?«ÊTF.S 

perturba  tricoA. 

fj'- 

fdp 

j‘i‘1  1 

X 

— o,ooo35o7/| 

— 0,00111610 

— 0,0016/1973 

*) 

-i-  OjQOOIOy&O 

— 0, 00009^47 

— o,ooo3iio4 

* 

— 0, 0000^652 

— 0,00000766 

-h  0,00001671 

Altérations  totales. 

0,00017840 

— o,ooi333i3 

— o,ooi935o3 

En  partant  donc  des  éléments  relatifs  an  périhélie 
de  1 769  qui  ont  été  rapportés  n“  4o,  et  en  nommant  e' 
le  rapport  de  l’excentricitéau demi-grand axeen 
on  aura 

e'  = e -I-  fde  — 0,9672786, 

et  la  distance  périhélie  sera  0,58901,  à la  même 
époque. 

T>es  deux  équations 

tangg)  sin a = p,  tangç  cosa  = y, 

«loimeront  ensuite,  en  observant  que  sina  doit  être 
de  même  signe  que  p,  et  cosa  de  même  signe  que  q, 

y = 8' 4",  a = 214“  34'. 

Ix-s  angles  (p  et  a représentent  l’inclinaison  de  l’or- 
bite vraie  de  la  comète  et  la  longitude  de  son  nanul 
ascendant  sur  le  plan  de  son  orbite  en  1759;  pour  en 
II  ' 10 
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conclure  la  position  de  cette  orbite,  par  rap|)ort  à 
l’éclij)tiqiie,  considérons  le  p<-tit  triangle  loriné  p;u’  les 
plans  de  l’écliptique,  de  l'orbite  de  la  comète  en  17 '19, 
et  de  son  orbite  vraie;  désignons  par  A,  B,  180"—  C 
les  trois  angles  de  ce  triangle,  et  par  «,  h,  c les  cotés 
opposés  à ces  angles,  C étant  l’inclinaison  de  l’orbite 
vraie  de  la  comète  à l’écliptique  et  b l’arc  compris 
sur  ce  plan,  entre  cette  même  orbite  et  l’orbite  fixe 
de  1 759.  On  aura  dans  ce  triangle 

cosC  = cos  A cos  B — cosc  sin  A sin  B. 


b’angle  B représentant,  d’apres  l’hypotbèse,  l’incli- 
naison de  l’orbite  vraie  sur  l’orbite  fixe,  B sera  une 
tres-petite  quantité,  et  l’on  aura,  à très-peu  près, 

cosC  = cos  (A  -4-  B cosc), 

et,  par  conséquent, 

( ; = A -f  B cos  c ; 

on  aura  ensuite 


Observons  maintenant  que  l’angle  a,  déterminépiv- 
cédemment,  est  supposé  compté  du  périhélie  de  la 
comète  et  dans  le  sens  de  son  mouvement;  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  de  l’orbite  vraie  de  la  comète 
sur  son  orbite  fixe,  comptée  du  même  point  dans 
l’ordre  des  signes,  sera  donc  i44“'a6'.  Si  l’on  ajoute 
cet  arc  à la  longitude  du  périhélie  en  1759  et  qn'on 
en  retranche  la  longitude  du  nœud  à la  même  époque, 
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l’jmgle  qui  en  résultera  sera  la  loiigitiule  ilii  iutpihI 
ascendant  de  l'orbite  vraie  de  la  comète  sur  son  orbite 
fixe,  comptée  du  nœud  ascendant  de  cette  dernière 
orbite  sur  l’écliptique,  angle  que  nous  avons  «lésigné 
par  c;  on  aura  ainsi 

A = 1 7”  37'  I a",  c = 34“  45'  5o",  15  = 8'4"; 


d’où  l’on  conclura  ; 

Inclinaison  de  l’orbite  sur  l’écliptique 

en  i83j,  ou  C i7°43'5o"; 

Mouvement  direct  du  na;ud  ascendant 

sur  l’écliptique,  ou  h i5'  7". 


En  ajoutant  à l’altération  dn  nœ-ud  pour  la 

précession  des  équinoxes  dans  l’intervalle  de  76  ans, 
on  aura  sa  variation  par  rapport  <à  l’équinoxe  mo- 
bile. 

Nous  avons  trouvé  précédemment,  pour  la  varia- 
tion de  la  longitude  du  périhélie, 

Jr/w  = — 10 10", 02. 

Cet  angle  est  compté,  comme  l’angle  a,  du  périhé- 
lie de  la  comète  et  en  sens  inverse  des  signes;  la  lon- 
gitude du  périhélie,  comptée  du  nœud  ascendant  de 
l’orbite,  est  donc  augmentée  de  1010", 02  par  le  mou- 
vement propre  de  ce  point  pendant  la  période  de  1 709 
à 1 835  ; mais  dans  cet  intervalle  la  ligne  des  nœuds 
se  rapproche  du  périhélie,  et  la  même  longitude  est 
tliminuée  du  mouvement  du  nœud  ascendant  sur  l’é- 
cliptique projeté  sur  l’orbite  primitive  de  la  comète. 

10. 
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En  dt’si^iiant  donc  par  g la  variation  totale  du  périhé- 
lie par  rapp»)rt  an  nœud  et  en  eniploynnt  les  dénomi- 
nations précédentes,  on  aura 

g = — f — b cos  A ; 

d’où  l’on  conclura  : 

Distance  du  nœud  ascendant  au  pé- 
rihélie  j.'x'  \B". 

Au  moyen  des  valeurs  précédentes  et  en  parlant  des 
éléments  de  la  comète  relatifs  au  périhélie  de  ijBi), 
on  a formé  le  tableau  suivant: 

Eléments  de  la  comète  en  i835. 


Instant  du  passage  au  périhélie  ( no- 

vend)re) • 6^,73 

Demi-grand  axe 18,  00091 

Kapport  de  l’excentricité  au  demi- 

grand  axe O, 967278G 

Lieu  du  périhélie  sur  l’orbite 3o4“3i'38" 

T-ongitude  du  nœud  ascendant 55.  9.23 

Inclinaison i7.43.5o 


Sens  du  mouvement , rétrograde. 

Détermination  des  perturbations  de  la  comète 
périodique  de  3""', 3. 

i8.  (ietle  coinele  parait  avoir  été  aperçue  pour  la 
première  fois  dans  les  années  1 786  et  1 795  ; mais  les 
observations  laites  à ces  deux  époques  ont  été  ou  trop 
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incxacles  ou  lro[)  peu  nombreuses  pour  en  conclure 
l’orbite.  Nous  partirons  donc  ici  des  observations  le- 
1,'itives  à i8o5,  et  nous  examinerons  les  perturbations 
de  la  comète  depuis  son  passa{i;e  au  périhélie  en  i8o5 
jusqu’à  l’époque  actuelle. 

Dans  la  première  période,  c'est-a-dire  «lans  l'in- 
tervalle écoulé  entre  les  passages  au  périhélie  eu 
i8o5  et  en  1819,  on  peut  regarder  l’orbite  comm<‘ 
une  ellipse  dont  le  grand  axe  répond  à la  durée 
moyenne  des  quatre  révolutions  que  la  comète  a ac- 
complies «lans  cet  intervalle  que  nous  suppo.ser«)ns  «!«> 

1 2o3>,687.  Ou  aura  ainsi,  en  nommant  a le  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  et  N le  moyen  mouvement 
«liurne,  an  péribélie  de  i8o5, 

^ «/  = a,:i..j5o7. 

D.ms  le  calcul  des  pt'rturbations  de  1819  à i8aa,  ou 
jieut  regarder  l’orbite  comme  un«‘  elhji.se  dont  le 
grand  axe  réiiond  à la  duree  observée  de  cette  révo- 
lution, «pii  est  de  1212^,7/12,  «‘t  l’on  aura  pour  cette 
période 

i\'=  7-  = IoG8",G52.Ô,  il' = 2,225Goo 

1212,742 

Mous  leroiis  obseiM-r,  toutelois,  «pi’il  serait  plus 
exact  d’employer  à la  place  «le  ces  valeurs,  eelk's  du 
moyen  nioiivement  et  «lu  granil  axe  résultant  du 
calcul  ih-s  j)erturbati«jus  pircédentes. 

Le  tableau  suivant  présente  les  autr«-s  éléments  des 
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orbites  elliptiques  conclues  des  observations  de  i8o5 
et  de  1 819  : 


au 

|HTihelic. 

i:XCE!«T(UCITÉ 

LOKLiTL'Di: 

a U 

périhélie. 

Lo.s<;m:DË 

du 

nœud. 

tNCLITIAlSOM 

de 

l'orhite. 

i8o5,  novcmb.  33,006 

0,8461753 

1819, janvier  37,75a 

o,8.j9o883 

Les  valeurs  que  renferme  ce  tableau,  jointes  à 
celles  qui  dépendent  des  planètes  perturbatrices,  et 
(pi’on  trouvera  dans  les  Tables,  fournissent  toutes  les 
données  nécessaires  pour  déterminer  les  perturba- 
tions du  mouvement  de  la  comète,  de  i8o5  jusqu’à 
1822.  On  partagei'a,  à cet  effet,  comme  précédem- 
ment, la  courbe  décrite  par  la  comète  en  parties  pour 
chacune  desquelles  ou  déterminera  l’effet  des  forces 
perturbatrices,  sur  chacun  des  éléments  de  son  oi'- 
bite,  et  l’on  aura  ensuite  par  la  formule  (P),  n"  54, 
les  altérations  totales  de  ces  éléments,  correspon- 
dantes à l’arc  d’anomalie  excentrique  que  l’on  atna 
considéré. 

Dans  l’application  de  cette  formule  à la  comète 
dont  il  s’agit,  il  suffira  de  faire  varier  l’anomalie  ex- 
centrique de  10"  en  10";  dans  le  cas  cependant  où  la 
planète  perturbatrice  s’a|)procheia  beaucoup  de  la 
comète,  comme  cela  est  arrivé  dans  la  révolution  de 
1819  à 1822,  relativement  à Jupiter,  il  sera  bon 
de  ressei  rer  ces  intervalles  et  de  faiie  varier  l’aintma- 
lie  excentriipie  (le  en  i". 
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Jupiter,  la  l'erre  et  Vénus  sont  les  seules  j)lauétt‘s 
qui  aient  pu  avoir  quelque  iudueiice  sur  le  uiouve- 
lueulde  lacoiuéte  peuclaiit  la  période  de  i8o5à  1822; 
encore  pourra-t-ou  se  cont»‘uter  de  considérer  l’action 
de  ces  deux  dernières  planètes  dans  la  partie  seule- 
ment de  cette  période  où  la  proximité  de  la  comète 
a rendu  leur  influence  pins  sensible. 

i9.  Le  tableau  suivant  présente  les  résultats  du 
calcul  (pie  nous  venons  d’indiipier  : 


Altérations  du  moyen  mouvement  et  de  l'anomalie 
moyenne  pendant  la  période  de  i8o.5  à 1822. 


Désignons  respectivemenl  par  n,  n"  le  moven 
mouvement  diurne  d<>  la  comète  aux  |)éribélies  de 
i8o.]i,  i8iqet  i>S22,  *“t  par  T et  T'  les  inlervalles  d<' 
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temps  qui  séparent  ses  trois  passages  en  ces  points. 
Par  le  calcul  des  perturbations  de  la  période  de  i8o5 
à 1819, 

_ 36o”x4-'5436",52 

f = i (>■]()", b^7.5  — 3", 2061  = 1073", 4864, 

d’où  l’on  conclura 

n = 1 0^3", 4864 -4- 3",  2.91/1  = 1076", 

«"=  1073", 4864  + 3", 2914  _7", 3633=  1069", 4145. 

Par  la  période  de  i S 19  ù 1822,  on  aura 
, _ 36o" -I- <)858" , 1 2 

=>o()8', 6525  + 8", 1288  = 1076", 7813, 

«"=  1 076", 78 1 3 - 7", 3633  = 1 06.,", 4 . 80, 
n =,o76",78i3  - 3",29i4  =1073", 4899. 


Si  Ion  réunit  les  deux  [)ériodes  précédentes,  en 
reniai  quant  qn  au  périhélie  de  1819  on  avait 
« = n -i-  3 ,2914,  on  trouve  d’abord  pour  l’altéra- 
tion de  I anomalie  moyenne,  dans  l’intervalle  qui 
séparé  les  périhélies  de  i8o5  et  1822  , 

I 5436",.'Î2  -+-  ,3",29i4  P - 9858",  1 2 = i.)5']o\o2, 
et  l’on  en  conclura 


36o"  X 5 — 9570", (»2 
T + r 


1075", 0745  — 


'".5877  = 1073", 4868, 


— 1073", 4868 -t-  3", 2914  =1076", 7782, 

= io73",4868 -t-  3",29i  4 — 7",3633  = I o69",4  149. 
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En  rassemblant  les  valeurs  précédentes  de  cliaeuiie 
des  quantités  n,  n" , conclues  des  trois  passages 
observés,  on  aura 


Périodes. 

« 1 

/«'  1 

I 8o5  à I 819 

io73',4864 

1076", 7778  ! 

1819  a 1822 

1073,  4899 

1076,  7813 

i8o5  à 1 822 

1073,  4868 

; 1076,  7782 

io69",4i45 
1069, 4 ' 80 

1069,4149- 


Les  dilTérences  o",oo'i5,  o",oo3i  et  o",ooo4  de  ces 
valeurs,  sont  de  l’ordre  des  quantités  négligées. 

Au  moyen  des  résultats  précédents,  concluons  des 
passages  observés  en  i8o5  et  1819,  l’époque  du  re- 
tour de  la  comète  en  iS-ia.  On  a,  relativement  à 
cette  période,  n'  = 1076", 7778,  par  conséquent. 


T' 


36o°  -H  9858",  1 2 

P 


= i2o3',59I  -(-9^,155  =121 2', 746. 


Les  observations  ont  donné  T'  = 121 2j,74a  ; on  ne 
’ pouvait  attendre  de  la  théorie  une  plus  grande 
précision. 

Les  perturbations  de  la  comète,  pendant  la  période 
de  1819  à 1822,  ont  été,  comme  on  voit,  très-con- 
sidérables, puisqu'elles  ont  retardé  de  neuf  jours  .son 
passage  au  périhélie.  M.  Encke  est  le  premier  parvenu 
à ce  résultat,  qui  l’a  mis  à même  de  fixer  à l’avance 
l’époque  du  retour  de  la  comète  à son  périhélie  en 
1822.  Il  annonça  en  même  temps  que,  d’après  ses 
déclinaisons,  elle  ne  serait  pas  visible  en  Europe, 
et  que,  pour  l’observer,  il  faudrait  se  transporter 
dans  l’hémisphère  austral.  La  comète,  en  effet. 
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revint  an  périhélie  en  mai  i8aa,  et  c’esl  d’apres  les  ’ 
observations  faites  à l’arainatia,  dans  la  Nouvelle- 
Hollande,  qu’on  a conclu  les  éléments  de  son  orbite 
à cette  époque. 

aü.  En  partant  de  ces  éléments,  que  l’on  trouvera 
plus  bas,  nous  avons  calculé  les  altérations  du  moyen 
mouvement  et  de  l’anomalie  moyenne,  pendant  les 
deux  périodes  suivantes.  Dans  cet  intervalle,  la  co- 
mète n’éprouve  que  de  très-légères  perturbations,  et 
l’on  doit,  par  conséquent,  attendre  d’autant  plus  tle 
précision  des  résultats  qui  s’y  rapportent. 


^Altérations  du  moyen  mouvement  et  de  l'anomnlie 
moyenne  de  182a  à 1829. 


rciuuDEs. 

f dn 

/JÇ 

à 1835. 

131  i^,aQO 



5 en  1833 

-t-  0,7038 

— o,o4u4 

-4- 

If 

38i,4G 
58, 90 

TOTAL.  . . 

o,G533 

334^56 

U 

— 0,4390 

— 

700,40 

l8'JJ  il 

t> 

o,Oî5G 

“h 

10,43 

$ en  1838 

— 0,0988 

— 

C.go 

TOT.\L. 

— 0,jl30 

— 898 , 8t) 

Eu  nommant  n"  et  n"  les  valeurs  du  moyen  mou- 
vement diurne  aux  périhélies  de  i8a5  et  1829,  T', 
T"  les  durées  des  révolutions  de  182a  à 1825  i't  de 
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182,5  à 1829,  et, prenant  pour  n"  la  valeur  inovenne 
io69",4i58,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  trois 
|)ériodes  calculées  précédc'inment,  on  aura 


36o" — 324”>56 


= 121  l'jS'jtkj  — o’,  3o35  = i2ii’,593i. 


Les  observations  de  M.  Valz  donnent  T"  =121 1^290. 
Pour  concilier  ces  deux  résultats,  il  l’audrait  presque 
doubler  l’altération  de  l’anomalie  moyenne  pendant 
la  période  que  nous  considérons,  ce  qui  paraît  inad- 
missible. 

Il  s’agit  maintenant  de  déterminer  l’époque  du  re- 
tour de  la  comète  en  1829.  On  aura  d’abord  pour  l<r 
moyen  mouvement  diurne  au  périhélie  de  1 82a, 


//"=  ioG9",4i58  -t-  o",6532  = 1070", 0G90, 


et,  par  conséquent, 

36o°-i- GgS'SSq  „ 

T = ~ n'“ ’ ~ ‘ -t-o',653i  = 121 

C,et  intervalle,  compté  à |)artirdu  iG,783G  sept.  182.5, 
époque  du  passage  au  périhélie,  répond  au  10,573 1 
janvier  1829,  qui  sera  l’instant  du  prochain  retour  de 
la  comète  en  ce  point. 

On  aura  pour  cette  époque 


«”'=  1070", 0G90  — o",5i2o  = 1069', 5570. 

(.^uaut  aux  autres  éléments  de  l'orbite,  le  tableau  sui- 
vant contient  les  altérations  cpi’ils  éprouvent  dans  les 
cpialre  périodes  que  nous  \enoiis  de  p.ircuurir  ; 
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Altérations  de  l’excentricité,  du  périhélie,  du  nœud  et 
■ de  l'inclinaison  de  l’orbite  de  i8o5  h 1829. 


PÊRIÜD£>. 

,%LTliKATlO>i 

de 

rcxcentricitc. 

ALTERATION 

de 

la  lon(jitude 
du  pcrUiclic. 

ALTÉn.VTION 

de 

la  lunjjUudc 
du  nœud. 

ALTI’ RATION 

de 

rinelitiaison 

de  rorbilc. 

i8o5  â 1819 
1819  à iBia 
1822  à i8j5 
i8'i5  à 1829 

-f-  0,0019950 

— 0,0030038 
-h  o,ooo.po5 

— 0,0002920 

t 1/ 
-t-  3. 10 

-4-  g.41 
H-  0. i5 
^ i 19 

/ y 

— 1.54 

— 1 0 . 3o 

— 0.10 

— 0 39 

'/  " 
-f-  a. 4g 

— 16.  8 
-e  1.4 

— 0 . Sâ 

Les  altérations  des  longitudes  du  périhélie  et  du 
nœud  sont  comptées  d’nne équinoxe  fixe;  si  on  leur 
ajoute  I l'o"  pour  la  première  période  et  2' 46"  pour 
les  autres,  ou  aura  leurs  valeurs  j)ar’rapport  à l’éijui- 
noxe  mobile. 

En  partant  des  éléments  calculés  d’après  les  obser- 
vations de  Paramatta,  on  a formé,  à l’aide  «les  résul- 
tats qui  précèdent,  le  tableau  suivant  qui  prés(‘iite 
les  éléments  elliptiques  qui  répondent  iuix'èinq  pas- 
sages au  périhélie,  observés  dans  l’intCnvalk' de  i8o5 
à i82<) 


l'ASSACE 

au 

|K*riht^lie. 

MOYEN 

mou  veine  ni 
diurne. 

jjrand 

axe. 

» 

EXCENTRICITE 

LIU 

du 

périhélie. 

LIEl 

du 

uauul. 

INCLI-  ‘ 
NAISON. 

i8o3,  nov.  22,ood 

1073,4877 

2,218912 

0,8404507 

. î*  ' 
150.43.  0 

« t y 

334 .18.29 

» / y 

i3.35.44 

1819,  janv.  27,752 

'<>76,7794 

2,214388 

0,8484517 

1SO.59.  ' 

3.54.27.36 

i3.38  33 

1822,  mai.  2'|,494 

ior>g,4i.S8 

2,2245j2 

o.*<4iji79 

157.11.29 

334. 19.32 

ï3.22  2J 

1820,  sept.  16,78^ 

j070,o6y<t 

2, 123036 

0,8449784 

1.57.14  3o 

334.22.  S 

1 3. 23. 29 

1829,  janv.  10,573 

1069,5.570 

2,224340 

0,84  jOKO’j 

1.57 . i8, 3.5 

334.21. i3 

1 3 J2 . 34 
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Si  l’on  compare  les  éléments  relatifs  anx  périhélies 
tle  I 8o5  et  1819,  à ceux  qui  résultent  des  observations 
faites  à ces  deux  époques,  on  voit  qu’ils  s’accordent 
d’une  manière  satisfaisante,  les  plus  grands  écarts 
étant  d’une  minute  sur  la  longitude  du  périhélie,  de’ 
cinq  sur  celle  du  nœud,  et  de  deux  sur  l’inclinaison 
de  l’orbite.  Mais  on  pourrait  juger  encore  mieux  leur 
précision  en  caladant,  d’après  ces  éléments,  quelques 
lieux  de  la  comète  à diverses  époques,  que  l’on  com- 
parerait ensuite  à des  lieux  qui  auraient  été  directe- 
ment observés. 

Comète  périodique  de  6""*,  7. 

;il.  Ix-s  perturbations  de  cette  comète,  depuis  sa 
dernière  apparition  en  i8a6,  «*t  l’époque  de  son  pro- 
chain retour  au  périhélie,  ont  été  déterminées  par 
M.  Damoiseau;  nous  nous  contenterons  de  rapporter 
ici  les  résultats  de  ses  calculs. 

M.  Gambart  a fixé  les  éléments  elliptiques  de  l’or- 
bite pour  les  épocjues  de  1806  et  de  1826,  en  suppo- 
sant la  révolution  moyenne  de  la  comète  dans  cet 
intervalle  de  2460*,  ainsi  qu’il  suit  : 


1 8ob. 

1 826. 

Pass.  au  périb.,  janv. 

2j,48o7  mars. 

i8Î^G88 

Excentricité 

0,7470093 

0,7457842 

fâeu  du  périhélie.  . . 

io9“5i'32" 

i09‘’32'a3" 

l.,ong.  du  nœud  asc. . 

2 5 1.26.  9 

25i.i5.i5 

Inclinaison 

13.33.1,5 

i3.38.45 

Demi-grand  axe.  . . 

3,56705 
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Kl)  partaiil  de  t«“s éléments,  M.  Damoiseau  a tnmvé, 
pour  les  altérations  du  moyi'ii  mouvement  e.t  d<‘ 
l’anomalie  moyenne,  pendant  la  période  de  i8o() 


à i8‘i6, 

\Uc*r.  du  moy.  mouv. 

7/;+  i",4497 

+ o,  i8i  I 
b — O,  o3 1 7 

+ >%599' 


AIl«r.  del’anom.  mov. 

-f-  o°45'39",94 

-4-  0.22.  lO,  72 
— O.  2.45,  95 

-i-  5'  4",7»- 


■Si  l’on  désigne  donc  par  n et  tï  les  moyens  mouve- 
ments diurnes  de  la  comète  aux  périhélies  de  1806  et 
de  1826,  l’intervalle  entre  les  deux  passages  étant  de 
7380^,4881 , on  aura 


36o°  X 3 — 1 “5'4",7 1 
7380,4881 


87|6",2652, 


n'=  8'46",2652  -f-  r,599i  = 8'47",8643. 


En  calculant  ensuite  les  altérations  des  mêmes  élé- 
ments, pour  la  périofle  commencée  en  1 826,  le  même 
astronome  a trouvé 


Altér  du  nioy.  mouv. 

ip  -h  5"’,5745 

J -I-  O,  o332 

b — O,  o3  ! I 
-H  5", 57(36 


Anoinalic  moy. 

i'>28'5o",94 

— O.  0.34,  69 

- O.  3.14,  83 

-+■  1‘’25'  i",42 


Soit  r l’intervalle  de  temps  inconnu  qui  s’écoulera 
entre  le  passage  de  la  comète  à son  périhélie  en  1806 
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et  son  jHOcliaiii  retour  au  luèiiie  |tqiul  de  sou  orbite, 
et  soit  n"  le  moyeu  mouvement  diurne  à cette  éjioque, 
ou  aurn 


360" — l“2S'  i",42 

8'47",8643 


2455^  1 762  — 9', 6642  = 2445^,5 1 20, 


«"=  8'47'',8643  + 5",576U  = 8'53",44o9- 


li’effet  des  forces  perturl)atrices  diminuera  donc  de 
ç)j,6G42  laduréede  la  révolution  actuelle  de  la  comète, 
et  si  l’on  suppose  qu’elle  ait  passé  au  périhélie  le. 
i8,ç)G88  mars  1826,  son  prochaiu  retour  à ce  point 
aura  lieu  le  27,4808  novembre  i83a,  année  qui  sera 
remarquable  par  les  réapparitions  des  deux  comètes 
à courte  période  île  1819  et  de  1826. 

\'oici  le  tableau  des  altérations  qu’éprouveront  les 
divers  éléments  de  l’orbite  pendant  la  période  actuelle  ; 


Ide  la  long,  du  nœud  sur  l’écl. 
de  la  longitude  du  périhélie., 
de  l’inclinaison  de  l’orbite.  . 
de  l’exciuitricité 


- 3°i3'/,5" 

-U  5.i3 

— 20.  2 

-t-  0,0047388. 


On  voit  que  l’action  des  forces  perturbatrices  est 
surtout  sensible  sur  le  mouvement  des  nœuds  de  l’or- 
bite. La  grandeur  des  altérations  que  subissent  les 
ilivers  éléments  de  l’orbite  pendant  cette  période, 
tient  à ce  que  Jupiter  s’approchera  beaucoup  de  la 
comete  en  mai  i83i,  et  qu’il  exercera,  pendant  quel- 
que temps,  sur  elle  nue  influence  considérable. 

En  partant  des  éléments  de  1 82G,  rapportés  |)lus 
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haut,  on  a forme,  à l'aide  des  réstdfals  pivrédcnts,  le 
tableau  suivant  : 

Eléments  de  la  comète  en  i832. 

Passage  au  périhélie  i83a  novembre.  . . 27*, 4808 

Excentricité 0,7517481 

Lieu  du  périhélie i09'’56'45" 

Longitude  du  noeud  ascendant a48.  i a.a4 

inclinaison i3.i3.i3 

Demi-grand  axe 3,53683. 
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LIVRE  QUATRIÈME. 

nu  MOUVEMENT  DE  ROTATION  DES  CORPS  CÉLESTES. 


Si  la  figure  des  corps  célestes  était  celle  de  la  sphère^ 
ils  tourneraient  uniformément  autour  d’axes  invaria- 
bles; mais  nous  avons  dit  que  la  force  centrifuge,  due 
à leur  mouvement  de  rotation,  abaisse  leurs  pôles  et 
relève  leur  équateur.  Les  forces  qui  les  animent  ne 
passant  plus  par  leurs  centres  de  gravité;  il  en  résidte, 
dans  leurs  axes  et  dans  leurs  vitesses  de  rotation,  des 
variations  qui  fixeront  spécialement  notre  attention 
dans  ce  livre.  Ici  la  loi  de  la  pesanteur  universelle  ne 
se  manifeste  pas  par  des  effets  aussi  précis  et  aussi 
sensibles  que  dans  le  mouvement  de  translation;  elle 
est  subordonnée  à la  figure  du  corps  sur  lequel  elle 
agit,  h la  matière  qui  le  compose,  aux  aspérités  mêmes 
(pii  hérissent  sa  surface.  Son  action  est  difficile  à sai- 
sir au  milieu  de  tant  d’obstacles  qui  la  modifient,  tan- 
dis que  dans  le  mouvement  des  centres  de  gravité  des 
corps  célestes  autour  du  Soleil,  les  effets  de  toutes 
ces  causes  secondaires  se  perdent  dans  les  espaces 
immenses  qui  les  séparent,  pour  ne  plus  laisser  aper- 
cevoir que  ceux  qui  dépendent  de  leur  tendance  mu- 
tuelle les  uns  vers  les  antres.  Cependant  rinfluence 
de  cette  grande  loi  de  la  nature  n’en  est  pas  moins 
admirable  dans  la  (jnestion  (pii  va  nous  occuper; 

II  1 1 
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elle  lie  entre  eux  des  phénotnènes  qui  sans  elle  pa- 
raîtraient n’avoir  aucune  analogie.  Ainsi,  comme  nous 
l’avons  dit,  les  mouvements  des  axes  de  rotation  des 
planètes  ne  Sont  qu’une  conséquence  de  l’ellipticité 
de  leurs  figures’,  et  l’on  verra  que  les  rapports  qui 
peuvent  exister  entre  les  durées  de  leurs  mouvements 
de  révolution  et  de  leurs  mouvements  de  rotation,  les 
modifient  encore  d’une  manière  particulière.  La  pe- 
santeur universelle,  appliquée  à cette  nouvelle  classe 
de  phénomènes,  non-seulement  explique  d’une  ma- 
nière très-simple  plusieurs  points  importants  du  sys- 
tème du  monde  que  l’observation  avait  de  tout  temps 
révélés  aux  hommes,  mais  dont  ils  avaient  jusque-là 
vainement  cherché  les  causes;  elle  donne  encore  le 
moyen  de  calculer  les  lois  de  ces  phénomènes,  avan- 
tage précieux,  parce  que,  comme  ils  procèdent  avec- 
une  extrême  lenteur,  on  ne  pourrait  les  déterminer 
directement  que  par  des  observations  séparées  par 
des  milliers  de  siècles.  Enfin,  la  théorie  du  mouve- 
ment des  corps  célestes  autour  de  leur  centre  de  gra- 
vité a pour  nous  cet  intérêt  spécial  qui  s’attache  à 
tout  ce  qui  nous  touche  de  près;  elle  fournit  plu- 
sieurs données  importantes  sur  la  figure  et  la  nature 
du  globe  terrestre,  et  des  renseignements  précieux 
sur  sa  stabilité. 

L’analyse  que  nous  allons  présenter  est  générale  et 
peut  s’appliquer  à tous  les  corj)s  du  système  solaire; 
elle  n’est  que  le  développement  des  considérations 
exposées  dans  le  chapitre  ITl  du  livre  11,  et  par  les- 
quelles nous  avons  ramené  à un  seul  et  même  prin- 
cipe la  détermination  de  toutes  les  inégalitc's  plané- 
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laircs.  Malheureusement,  dans  la  ([uestion  qui  nous 
occupe,  les  observations  sont  bien  en  arrière  de  la 
théorie.  On  conçoit,  en  effet,  combien  elles  deman- 
dent de  précision  et  combien,  à la  distance  où  nous 
.sommes  des  corps  célestes,  il  est  difficile  de  saisir  des 
phénomènes  qui  se  passent  pour  ainsi  dire  à leur  sur- 
face ; aussi  ce  n’est  encore  que  par  rapport  à la  Teriv 
et  à la  Lune  que  l’on  est  parvenu  à rendre  les  obser- 
vations assez  certaines  j)our  les  comparer  à la  théorie. 
Nous  examinerons  en  particulier  les  phénomènes  re- 
latifs aux  mouvements  de  rotation  de  ces  deux  pla- 
nètes, et  ils  serviront  d’application  aux  formules  géné- 
rales qui  seront  développées  dans  le  chajûtre  suivant. 


I 


I. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  QUI 
DÉTERMINENT  LES  MOUVEMENTS  DES  CORPS  CÉLESTES 
AUTOUR  DE  LEURS  CENTRES  DE  GRAVITÉ. 


\ . Reprenons  les  trois  équations  (B)  que  nous  avons 
trouvées  n“  5,  livre  II,  pour  déterminer  le  mouvement 
des  corps  célestes  autour  de  leurs  centres  de  gravité  : 

A I + (C  - B)?r  = S.(r ^ - 2^)  rf/Ti,  j 

Dans  ces  équations,  A,  B,  C représentent  les  trois 
moments  d’inertie  principaux  du  corps,  respective- 
ment relatifs  aux  axes  des  x,  des^ef  des  z;  en  sorte 
qu’on  a 

A = S.(  -+- ï’)  rf/n,  B = S.(x’-(- î’)  rf/n,  C = S.(x’ rfm. 

IjBS  trois  quantités  p,  q,  r déterminent  à chaque 
instant  la  position  de  l’axe  instantané  de  rotation  par 
rapport  aux  axes  principaux,  et  la  vitesse  de  rotation 
autour  de  cet  axe;  en  sorte  que  si  l’on  désigne  par  a, 
6,  7,  les  trois  angles  que  forme  respectivement  l’axe 
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instantané  avfc  les  axes  des  Jc,  des  j-  vt  des  z,  on  a 

P e 1 

eosa  = » cos  6 = 

V>’-t- 7’-t- V/^’+Y’+r’ 

cosv  = '' 

et  7*  + /’*  exprime  la  vitesse  de  rotation  autour 

du  même  axe. 

Enfin  V'  représente  la  somme  des  masses  des  corps 
agissants  dn  système,  divisées  respectivement  par  leur 
distance  à l’élément  dm  dn  corps  attiré;  le  signe  in- 
tégral S se  rapportant  au  même  élément  et  aux  quan- 
tités qui  varient  avec  lui,  et  devant  être  étendu  à la 
masse  entière  du  corps  attiré. 

Les  trois  équations  (B)  suffisent  pour  déterminer 
à chaque  instant  les  mouvements  du  corps  m par  rap 
port  aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  à son 
centre  de  gravité;  mais  pour  connaître  sa  position 
absolue  dans  l’espace,  il  faut  déterminer  encore  la 
position  de  ces  axes  mobiles  par  rapport  à trois  axes 
fixes,  ce  qui  exige  l’intégration  des  trois  nouvelles 
équations  suivantes  : 

dtp  — cos5r/ij;  = rdt,  \ 
dd  = sin  tpqdt  — cosippdt^  > (u) 
sii\Q  d<^  = costpqdt -i- sintppdt.  ) 

Dans  ces  équations,  0 représente  l’inclinaison  dn  plan 
des  XJ  sur  un  plan  fixe,  est  l’angle  que  forme  l’in- 
tersection de  ces  deux  plans  avec  une  ligne  fixe  menée 
dans  le  second,  et  <p  l’angle  compris  entre  cette  in- 
tersection et  l’axe  des  Ainsi  les  angles  $ et  ij/  dé- 
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temiiiient  la  position  du  plan  des  xj^,  que,  pour  abré- 
ger, nous  appellerons  désormais  l’équateur  du  corps, 
et  l’angle  ç qui  est  supposé  compté  en  sens  inverse  de 
l’angle  fait  connaître  la  position  de  l’axe  des  x dans 
ce  plan. 

2.  On  peut  faire  subir  aux  seconds  membres  des 
équations  (B)  une  transformation  qu’il  est  bon  de  con- 
naître, parce  qu’elle  est  très-utile  dans  la  théorie  du 
mouvement  de  rotation  des  corps  célestes. 

Supposons,  pour  simplifier,  que  l’on  ne  considère 
que  l’action  d’un  seul  astre  L sur  le  sphéroïde  m.  Si 
l’on  nomme  x\ , /' , £ les  coordonnées  de  cet  astre 
rapportées,  ainsi  que  les  coordonnées  z,  de  l’élé- 

ment dm,  à trois  axes  fixes  menés  par  le  centre  de  gra- 
vité de  m,  on  aura,  n"  o,  livre  II, 

V'=  ■ 

— J, )’-<-(*;  —s,)’ 

L’action  des  autres  astres  L',  L",  L",  etc.,  du  système 
ne  ferait  qu’ajouter  au  second  membre  de  cette  équa- 
tion des  termes  semblables. 

La  fonction  V'  sous  cette  forme  ne  contient  pas  les 
angles  çi,  ij/,  d,  d’où  dépend  à chaque  instant  la  posi- 
tion des  trois  axes  principaux  et  qui  sont  les  véritables 
inconnues  du  problème  dans  la  théorie  du  mouve- 
vement  de  rotation,  mais  on  peut  les  y introtluire  de 
la  manière  suivante. 

Rapportons  la  position  de  la  molécule  dm  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité 
du  spliéroïde,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  Irans- 
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tonuoti.s  les  trois  coordonnées  ar,,  z^,  qui  se  rap- 
portent à des  axes  fixes,  en  d’autres  coordonnées  JC, 
jr^  Z relatives  également  à des  axes  rectangulaires, 
fixes  dans  l’intérieur  du  corps,  mais  mobiles  dans 
l’espace.  Par  les  formules  (i)  du  n“  28,  livre  I,  on  * 
aura 


x,=z  X (cos  0 sin  .j)  sin  y -t-  cos  cos  y) 

-4-  r(rosO  sin  >j/  cos^  — cos\|/  sincf)  H-  z sinO  sjn  •(/, 

jr^  = X (cos  0 cos  ■|)  sin  Ÿ — sin  cos  <p) 

-t-  jr  (cos  9 cos  ■(«  cos  iji  -h  sin  i{<  sin  y)  -t-  i siii  0 cos  -\i, 

Z,  = — X sin  0 sin  f — x sin 6 cos  y -f-  z cosO. 


Si  l’on  substitue,  dans  l’expression  de  V',  à la  place 
des  coordonnées  z,,  leurs  valeurs,  elle  devien- 

dra fonction  des  angles  y,  i];,  6 et  des  variables  x, 

Z,  x',  y*,  z\  et  comme  ces  dernières  sont  indépen- 
dantes de  ces  angles,  en  prenant  la  différentielle  de  V' 
par  rapport  à tf,  (j;,  0,  on  aura 


c/V  , rfV  , , rfV  i 

dV  J,  dy  ,,  d\  J,  \ 

- 17  d7,^ 17/  ' 


(;«) 


en  désignant  par  d'x^,  différentielles 

des  coordonnées  x,,  y^^  z,  prises  en  ne  faisant  varier 
que  les  angles  y,  1^,  0.  En  différentiant  de  cette  ma- 
nière les  valeurs  de  ces  trois  quantités,  on  trouve 

<f  X,  — [z  sin  9 cos^|/  — / cos  9)  -4-  } -4-  z sin^j/f/9, 

d'r^  = (x  cos  9 — z sin  0 sin  ■}/)d<^  — xrfi}>  -4-  z cos \[i  r/9, 

d' z,  =:  ( >'  sin9  siii’]/ — x sin  9 cos^)  sin  fidifX-{x  ros’]/4-J^  sinij()»/9. 


% 
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Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (m)  et 
qu’ensuite  on  compare,  de  part  et  d’autre,  dans  les 
deux  membres,  les  coefficients  de  df,  d^l^,  d$,  on 
trouvera 


rfV' 

■ a , / 

rfV' 

dr 

— . 

sm  S cos  ijy  1 Z 

' dx 

d\' 

dV'\ 

« 

-H 

sinS  suu]; 

dz, 

-Z, 

fty,  J 

dr 

\ 

-f- 

cosS 

-jr. 

dx, 

)’ 

d\" 

1 d\' 

dV 

\ 

rf^l- 

V’  ^ ^ 

' djr, 

)’ 

r/V' 

• . l 

^/V'^ 

dO 

= 

sint^z,;^. 

-a:,- 

dz,  , 

1 

■ l rfV' 

dr 

-H 

cos<ji(^z_ 

-J, 

dz. 

)• 

Si  l’on  multiplie  par  dm  les  valeurs  précédentes,  et 
qu’ensuite  on  les  intègre  en  observant  que  l’intégra- 
tion se  rapportant  uniquement  ;i  la  molécule  dm  et 
aux  quantités  qui  varient  avec  elle,  on  peut  faire  sor- 
tir de  dessous  le  signe  intégral  les  trois  variables  <p, 
ij^,  0 qui  sont  indépendantes  de  la  position  de  la  molé- 
cule dm  dans  l’intérieur  du  corps,  on  aura  par  une 
élimination  facile. 


rfV'  d\'\  . ^ dV, 

r,  jr,  ——  ) dm  = — S . -rr""h 

‘ly,  <1^,  J rf'I' 


— 

dx, 


' d V'\ 


dm  : 


COSij( 
sin  0 


S. 


fd\' 


■ cos  6 


— f/«/  + sin  S.  — r-  dm, 
d if  / 


dV  dS'\  , s\n^'(d\'\  _ ,c/V'  ,^rfV' 

y — r,  I dm  z=  S.  —r—  ) -i-  cos  >J  dm— cos  ^ S.  — — dm. 

dz,  dr,/  siii  0 \d<i(l  d-^  T r/0 
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J.es  trois  premiers  membres  de  ces  équations  repré- 
sentent la  somme  des  moments  des  forces  accéléra- 
trices qui  agissent  sur  chacun  des  éléments  du  sphé- 
roïde, parallèlement  aux  axes  fixes  des  ar,,  z,;  ces 
sommes  correspondent  aux  quaiitités  que  nous  avons 
<lésignées  par  M",  M',  M dans  le  n°  29  du  livre  1.  En 
désignant  donc  semblablement  par  N",  K',  N la 
somme  de  ces  mêmes  moments  rapportés  respective- 
ment aux  axes  mobiles  des  x,  des  ^ et  des  z,  on  aura, 
par  le  théorème  général  sur  la  composition  des  mo- 
ments (n°  30,  livre  I), 

N = (cos  0 sin  \{/  sin  y cos  iJ»  cos  y)  M 

-f-  (cos  S cosi}i  sin  f — sio  ij»  cos  y)  M'  — sin  0 sin  <f  M", 

N'  = (cos  9 sin  ■(/  cos  y — cos  sin  ip)  M 

-4-  (cos  9 cos  ij)  cos  ^ + sin  sin  M'  — sin  9 cos  ® M", 

N"z=  sin  9 sinvji  M + sin  9 cosi]!  M'-(-  cos  9 M", 

Si  l’on  substitue  dans  ces  équations  pour  M,  M',  M" 
leurs  valeurs  précédentes,  que  l’on  observe  que  N,  N', 
N"  représentent  les  trois  quantités  qui  forment  les  se- 
conds membres  des  équatioiîs  (B)  et  que  pour  abré- 
ger on  fasse  V = S.V'r//n,  le  signe  intégrale  S se  rap- 
portant, comme  précédemment,  k la  molécule  dm, 
et  devant  être  étendu  à la  masse  entière  du  corps  attiré, 
ce  qui  donne,  en  observant  que  les  trois  variables  f, 
ij/»  ô sont  indépendantes  de  cette  intégration  : 
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ou  tfouveiM  : 


(IV 

d^' 


( (iV  d\'\ 

s.  I X — r -7—  I dm  = • 

\ dy  dx J ( 

/ dV'  dV'\  , cos? /r/V  d\\  , (d\\ 

" tf)  = s-d  ( ;âî:  r M,77ô)’ 

^.  / f/v'  rfV'\  , sinv/c/V  ^dV\  i'dV\ 

S. I / — Z ■—  ) dm  = I -77  -l-LOse  — )—  cos»  — 

\ dz  ‘^y } sin6\f/ij(  c/?y  ~\dOi 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  ( B ) elles 
deviendront 


B ^ + (A— c)/>r: 

C^+{H-A)p(i= 


dV 

’i' 

cos?  / r/V 

sinO 

dV 


-cosO 


•'3— r^)' 


(t) 


M.  Poisson  a le  premier  donné  sous  cette  forme  les 
équations  du  mouvement  de  rotation.  On  verra  bientôt 
les  conséquences  importantes  qu’on  en  déduit  dans  la 
théorie  du  mouvement  des  corps  célestes  autour  de 
leur  centre  de  gravité. 


3.  Il  est  superflu  d’observer  de  nouveati  que  ces 
équations  conserveraient  la  même  forme  quel  que  fiit 
le  nombre  des  corps  agissiints  du  système,  et  quand 
bien  même  on  voudrait  avoir  égard  à la  figure  de  (|uel- 
qu’un  de  ces  corps,  n“G,  livre  II.  Les  nouveaux  astres 
que  l’on  considérera,  ne  feront  en  effet  (n°2)  qu’ajouter 
à la  fonction  Y'  des  termes  semblables  à ceux  qu’a  in- 
troduits l’action  de  l’astre  L,  ce  qui  ne  changera  rien 
à l'analyse  précédente,  et  il  suffira  <hms  le  second  cas 
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df  remplacer  leurs  masses  L,  L',  L",  etc.,  par  les  élé- 
meuts  infininient  petits  de  ces  masses.  La  fonction  Y 
sera  donnée  alors  par  deux  intégrations  indépendantes 
l’une  de  l’autre,  la  première  relative  au  sphéroïde 
attiré,  la  seconde  aux  astre.s  qui  agissent  sur  lui.  En 
faisant  subir  aux  coordonnées  de  la  molécule  dm  la 
transformation  précédente,  on  introduira  dans  l’ex- 
pression de  V les  trois  angles  9,  <?t  en  prenant  les 

différences  partielles  ^ relatives  à ces  angles, 

on  formera  les  seconds  membres  des  équations  (C). 

On  doit  donc  regarder  généralement  V comme  une  • 
fonction  donnée  des  angles  ®,  ij/,  ô,  qui  renferme  en 
outre  le  temps  à raison  du  mouvement  des  astres  qui 
agissent  sur  le  sphéroïde;  et  l’on  peut  par  conséquent 
supposer  cette  fonction  développée  en  série  de  sinus 
et  de  cosinus  d’angles  multiples  de  9;  on  conçoit  en 
effet  que  si  dans  la  fonction 

V'=-  : ■ ' ' 

(/! —f,Y+ (=;— 2,)’ 

on  substitue  pour  z,  leurs  valeurs  n°  12,  on 

pourra  développer  V'  en  une  série  semblable;  en  mul- 
ti))liant  ensuite  par  dm  chacun  des  termes  de  ce  dé- 
veloppement et  en  l’intégrant,  on  aura  V = S. Y' dm-, 
et  comme  le  signe  S ne  se  rapporte  qu’à  la  molé- 
cule dm,  et  que  les  variables  9,  ij<,  6 sont  les 
mêmes  pour  toutes  les  molécules  du  corps,  celte  inté- 
gration n’altérera  pas  la  forme  de  la  série. 

Nous  donnerons  dans  la  suite  l’expression  du  dé- 
veloppement de  V ainsi  effectué;  il  suffira  pour  le  mo- 
ment d’en  concevoir  la  possibilité.  f)n  verra  alors  que 
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les  différences  partielles  de  V sont  de  l’ordre 

I,  étant  la  masse  de  l’astre  attirant  et  r'  sa  distance  à la 
molécule  dm-,  il  est  facile  de  juger  par  là  l'influence 
* de  l’action  des  forces  perturbatrices. 

On  peut  observer  encore  que  les  différences  par- 
tielles de  V sont  de  l’ordre  de  l’aplatissement  du  sphé- 
roïde que  l’on  considère.  Il  est  évident  en  effet  que, 
si  le  corps  était  sphérique,  la  fonction  V se  réduirait  à 
une  quantité  indépendante  des  angles  y,  (|^,  Q ; et  comme 
la  figure  des  corps  célestes  est  peu  différente  de  la 
sphère,  cette  circonstance  contribue  encore  à rendre 
tnès-petits  les  seconds  membres  des  équations  (C).  Il 
suit  de  là,  comme  on  l’a  vu  n°  10,  livre  II,  que  l’on 
doit  regarder  généralement  comme  très-petites  les 
forces  qui  troublent  le  mouvement  de  rotation  des 
corps  célestes. 

4.  Si  l’on  multiplie  les  équations  (C),  la  première 
par  p,  la  deuxième  par  q,  la  troisième  par  r,  qu’on  les 
ajoute  ensuite,  et  que  dans  le  second  membre  des 
équations  résultantes  on  substitue  pour /),  q cl  r leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (a),  on  trouvera 

Apdp  + Bqdq  + Crdr=~d<p  + '‘^d<^-h~dÔ.  {b) 

Le  second  membre  de  cette  équation  serait  une  dif- 
férentielle complète,  si  les  astres  qui  agissent  sui'  le 
sphéroïde  étaient  fixes;  mais  comme  ils  changent  de 
position,  la  fonction  V contient,  outre  les  variables  ip, 

6,  les  variables  z',  qui  dépendent  du  mouve- 
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ineiU  (le  ces  astres;  soit  donc 


la  caractéristique  d'  se  rapportant  uniquement  aux 
variables  ip,  (j;,  0,  relatives  aux  déplacements  des  trois 
axes  principaux  du  sphéroïde.  En  intégrant  l’équa- 
tion (i),  on  aura 

Ap®  4-  4-  = consf . -H  U./ d'\ . [c) 

Cette  équation  renferme  le  principe  des  forces  vives  ; 
nous  avons  fait  voir  en  effet,  n°  55,  livre  I",  cpie  la 
fonction  Ap*4-  B 7*  4-  Cr*  exprimait  la  force  vive  du 
sphéroïde  dont  les  trois  moments  d’inertie  principaux 
sont  A,  B,  C,  et  dont  -E  4-  est  la  vitesse  de 
rotation  autour  de  l’axe  instantané. 

Si  l’on  suppose  donc 

A/^’  4-  B 7’  -4  C 4 

l = - » 

2 

l’équation  ((^)  devient 

T —/(/'V  = constante. 

En  applirpiant  à cette  équation  l’analyse  du  n”  15, 
livre  II,  on  en  tirera  trois  équations  analogues  aux 
équations  (c)  du  même  numéro.  En  effet,  p,  /-étant 
donnés  en  fonction  des  variables  y,  i];,  0 et  de  leurs 
différentielles  par  les  équations  («),  on  peut  regarder 
Tcomine  une  fonctiondeces  variables,  et  si  pour  abré- 
ger on  fait  ^ = ç',  ^ = (|i',  ^ = 5',  ei>  dilférentiant 
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Iæs  équations  [a)  donnent 

z=  ij/' sinô  sin  <p  — 5' cos 9, 

7 = 4^' sinô  COS9  + 6' sin  9,  . (a) 
r = 9' — 4^  cos  6.  ^ 

Si,  après  avoir  différentié  ces  valeurs,  on  les  substitue 
dans  le  second  membre  de  l’équation  précédente,  et 
qu’on  compare  ensuite  les  coefficients  de  d<f',  dà’,  etc., 
cette  équation  donnera 


<11:  f/T  f/T 


>rï 

d 


1 f/r  f/T  ...  f/T  . , rfT  -f/T 

, 7 = -7-;  77-,  .=sinÔsni9-r-  -Hsin &cos(p cos5-p-; 

’tf  dr  d'^  ' dp  • d<i  dr 

<n  riT  dj  r/T  rfT  dj 

d^  = ^lTp~P-T,' 

T f/T  r ^/  . f/T  f/T\  . ,f/T1 

4 = ^ ^ ® 7?;:  I • 

T.a  valeur  précédente  de  T donne  d’ailleurs 

dp~~  '^P'  dq  ” dr  — 

les  équations  (c)  du  n"  15,  livre  II,  deviennent  donc- 
ainsi 

dr  , f/V 

c_  +(n-A)/ff/=.  — , 

f/.[siiiO  ( A/;  siny  + Bfy  cosy)  — cosO.O]  __  f/V 


dt 


f/9 


^/.(Brz  sin  O— A /M*os»)  . 

7; [cosO(A/f  siny  + Rf/rosy)  4- sin9.Cf]9'= 

«<  dh 


f/V 
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- Ces  équations  sont  identiques  avec  les  équations 
du  11“  15,  livre  II,  lorsqu’on  suppose  dans  celles- 
ci  V = O,  il  = V,  et  qu’on  y remplace  les  différences 
partielles  de  la  fonction  T par  leurs  valeurs;  on  peut 
par  conséquent  intégrer  ces  équations  par  le  même 
procédé,  et  comme  elles  ne  sont  qu’une  transforma- 
tion des  équations  différentielles  (C),  il  est  clair  que 
leurs  intégrales  conviendront  également  à ces  der- 
nières, et  réciproquement.  Nous  supposerons  donc, 
conformément  aux  principes  de  la  méthode  générale 
d’intégration  développée  dans  le  chap.  III  du  livre  II, 
les  équations  précédentes,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  les  équations  (C)  intégrées  dans  le  cas  où  leurs 
seconds  membres  sont  nuis,  et  nous  avons  vu  n”  55, 
livre  I",  que  cette  intégration  est  toujours  possible  ; 
nous  ferons  varier  ensuite  les  constantes  introduites 
par  l’intégration , de  manière  à satisfaire  encore  aux 
mêmes  équations  dans  le  cas  où  l’on  considère  l’ac- 
tion des  forces  perturbatrices. 

Il  est  bon  de  remarquer  ici  que  nous  avons  supposé 
dans  le  chapitre  cité  que  û,  qui  représente  l’intégrale 
de  la  somme  des  forces  perturbatrices  multipliées  res- 
pectivement par  l’élément  de  leur  direction,  est  en 
effet  une  fonction  toujours  intégrable  ; mais  cette 
condition,  qui  n’est  remplie  ni  dans  la  question  du 
mouvement  de  translation,  ni  dans  celle  du  mouve- 
ment de  rotation  des  corps  célestes,  n’est  nullement 
nécessaire  et  ne  doit  limiter  en  rien  la  généralité  de 
cette  analyse.  Il  suffit  en  effet,  pour  son  exactitude, 
que  les  différences  partielles  de  la  fonction  II,  qui  re- 
présentent les  forces  perturbatrices,  soient  une  fonc- 
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tion  finie  des  vari;iblcs  9,  0,  puisque  ces  diflérences 

partielles  entrent  seules  dans  les  formules  des  varia- 
tions des  constantes  arbitraires. 


î».  Ileprenons  les  diverses  intégrales  auxquelles 
nous  sommes  parvenus  dans  le  n”  55,  du  I*''  livre, 
savoir  : 


t +l 


~f<n^ 

h 


Aap  ■+-  V>bq  -H  Ce/'  = |5, 
Aa'p-\-  B6'(/  -t-  Cc'i'z=  P', 
An"p-h  \\b"q+  Cc"r=  fi", 
Ap*  Rf/»  -I-  C/-*  = b, 

A*p’h-  R y + ^^r-=  A’; 

^AB.Ctir 


) ('/) 


B/i-f  (B  — C)  Cr*  ] (-  /■>-+-  A A -t-  (C  — A)  C/-=  ] 
lCr’—/i).  v/ÂR.Crfr 


-C’/-).v^[A’— B/n-(B— C)  Cr>][— A’-hA/(+(C— A)  Cr>]  / 


Ces  sept  équations  n’équivalent  qu’à  six  intégrales 
distinctes,  et  les  quatre  constantes  /3,  j3',  jî",  A soûl 
liées  entre  elles  par  l’équation  de  condition 


/3»  + |3"*=  A»,  (e) 


Iæs  trois  arbitraires  |â,  /3',  /3"  déterminent  la  posi- 
tion du  plan  principal  de  projection,  en  sorte  que  si 
l’on  appelle  y son  inclinaison  sur  un  pian  fixe  quel- 
conque, et  a la  longitude  de  son  nœud  comptée  d’une 
origine  arbitraire,  on  aura 


► P . S'’ 

tanga  = |;,  tangy  = - 


(./') 


I>a  constante  b est  celle  qui  sert  à compléter  l’in- 
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l<*grale  des  forces  vives;  la  constante  / dépend  de  la 
position  du  corps  à un  instant  déterminé  ; enfin  , rela- 
tivement à la  constante  g,  nous  observerons  que  re- 
présente la  longitude  du  nœud  de  l’équateur  du  corps, 
sur  le  plan  principal  de  projection,  comptée  à partir 
de  l’intersection  de  ce  dernier  plan  avec  le  plan  fixe, 
n°  r» J , livre  On  j)euf  donc,  pour’ fixer  les 
idées,  supposer  que  — g est  la  valeur  de  cette  longi- 
tude à l’origine  du  mouvement , puisqu’il  suffit  pour 
cela  de  le  faire  commencer  à l’instant  où  l’intégrale 
de  la  valeur  de  s’évanouit. 

Iæs  intégrales  {d)  suffisent  |)Our  déterminer  à 
chaque  instant  la  position  du  corps  par  rapport  au 
plan  invariable,  en  sorte  que  si  l’on  désigne  par  et 
(5,,  relativement  à ce  plan,  les  angles  (pie  nous  avons 
nommés  et  Q par  rapport  au  plan  fixe,  on  con- 
naîtra par  les  formules  précédentes  les  valeurs  des 
angh's  ç,,  6,,  y et  a,  et  l’on  déterminera  celles 

des  trois  angles  9,  2,  par  les  formules  du  n” 

livre  f'. 

Cela  posé,  concevons  que  l’on  veuille  étendre  les 
intégrales  précédentes  aux  éciuations  (C),.  où  l’on 
considère  l’action  des  forces  pertiA  batrices.  I.«s  trois 
arbitraires  j3,  p',  P"  ne  seront  plus  constantes  ; le 
plan  principal  de  projection  que  nous  avions  considéré 
comme  invariable  n“  ."î'),  livre  cité,  cessera  de  l’être, 
mais  il  conservera  toujours  la  propriété  d’étre  à chaque 
instant  le  plan  par  rapport  auquel  la  somme  des  pro- 
jections des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
éléments  du  sphéroïde,  multipliées  par  les  masses  de 
ces  éléments,  est  un  maximum  ; les  (piatre  constantes 
U.  Il 
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h,  k,  /,  g,  deviemlroiit  également  variables,  et  l’on 
déterminera  les  variations  de  ces  différentes  quantités 
par  la  formule  générale  (D),  n°  18,  livre  11. 

Pour  cttla,  il  est  nécessaire  d’exprimer  préalablement 
ces  constantes  en  fonction  des  variables  indépen- 
dantes du  problème  et  des  quantités  s,  u,  e,  qui 
sont,  comme  on  sait,  des  fonctions  de  ces  variables  et 
de  leurs  différences  premières.  Dans  la  question  qui 
nous  occupe,  comme  dans  celle  du  mouvement  de 
translation , les  variables  indépendantes  sont  au 
nombre  de  trois  : nous  avons  pris  les  trois  angles 
ç,  i}/,  5,  pour  ces  variables;  nous  avons  désigné,  pour 
abréger,  par  ç',  i}<',  0'  les  différentielles  r/0,  di- 

visées par  dt,  et  par  T la  moitié  de  la  force  vive  du 
sphéroïde;  on  aura  par  conséquent,  n"’  15,  livre  II, 
dT  rfT  HT  • 

Nous  avons  trouvé,  n°  4,  pour  rexj)ression  de  T, 

rp 87’ -t-  C/->_ 

2 

dT 

on  aura  donc,  en  vertu  des  valeurs  de  V;,  — > 

df  ^ f/4.  dS 

données  dans  le  mé|ne  numéro, 
s = Cr, 

U = (Ajj  sinf  + Bry  cosip)  siii0  — C/  cos 0, 
e = — Ayjcosp  -t-  Bfysimp, 
d’où  l’on  tire 

A / sin  ® 

Ap  = (w  H-  5 COS5)  -r— r — if  cos 
' ^ ^ sinQ  • ’ 

By  = (/<  -U  i cos  6}  + c sin  9, 

Cr  = s. 
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Si  dans  les  oxprcssions  des  constantes  /3",  on 

snhstitiie  ces  valeurs,  et  qii’on  remplace  en  même 
temps  les  quantités  a,  h,  c,  a’,  />',  c\  a'\  b",  c'',  par 
leurs  valeurs  données  n"  liv.  l",  on  trouvera 

n , -,  sin  ,1 

3 = (,ç  -4-  U COS7)  — e cosv!/,  1 
‘ sin  0 ‘ ’ J 

• = (j  -H  ^^cos6)  + esiinL,  / 

' ' sin  0 l 

/5"  = - «.  1 

Kn  mettant  pour  (i , |3',  leurs  valeurs  dans  les 
é([ualions  (y),  on  exprimera  les  constaiites  a et  7 en 
fonctions  des  mêmes  variables.  On  pourrait  exprimer 
tle  même  les  constantes  b et  A~  en  fonction  des  six 
variables  ip,  1^,  0,  s,  u,  e,  mais  il  sera  plus  simple  de 
les  regarder  comme  déterminées  par  les  équations 
[d]  et  (e),  en  y considérant  les  quantités  p,  q,  r, 
|3,  (i',  /5"  comme  des  fonctions  données  de  ces  varia- 
bles. Enfin,  on  substitijpra  sous  le  signe  intégral  s à la 
place  de  Cr  dans  les  deux  dernières  équations  (r/),  et 
en  supposant  les  intégrations  effectuées,  on  pourra 
regarder  les  six  constantes  /;,  A,  a,  7,  /,  g,  comme 
exprimées  en  fonction  des  six  variables  p,  ^j^,  6,  s,  u,  e. 
Il  ne  restei  a donc  plus  qu’à  substituer  leurs  différen- 
tielles partielles,  prises  par  rapport  à ces  quantités, 
dans  la  formule  générale 

. - tia  fl  b (la  <lb  du  db  da  db  da  db  dn  db 

' dx  dy  dr^  ds  da  r/J;  du~^  dv  d*i  dO  dv 

pour  avoir  les  valeurs  des  cpûiizc  symboles  (A',  a), 
[A,  7\  etc.  * 

I 2, 
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6.  Pour  suivre  ici  la  même  marche  que  dans  la  re- 
cherche des  variations  des  éléments  elliptiques,  com- 
mençons par  déterminer  les  valeurs  des  quantités 
(A,  a),  {k,  7),  (a,  y),  (A,  À),  {h,  a),  {h,  7),  où  n’entrent 
point  les  lettres  Z et  g ; et,  afin  de  simplifier  ce  calcul, 
formons  d’abord  les  trois  combinaisons  (/3,  fi’),  (p,  [i"), 
(j3',  |3’')j  on  trouvera  sans  peine  ' ^ 

= (P'. /5")  = - |5. 

Si  l’on  regarde  a et  7 comme  des  fonctions  de  (5,  fi', 
f",  données  par  les  équations 

tang  a = P’  tang7  = — » 

.on  aura 

(*,»)  = (/,  B ^-5 +(*-,  fl')  ÿ,. 

(^1  7)  = rfp  ^ ^ ^ 


D’ailleurs,  k étant  une  fonction  de  f,  f,  f",  donnée 
par  l’équation  Â"  = |S>  fi'^  -+-  f"^,  ’on  a 


,U 


P)  = (P'. 


(r.P)Ç. 


et  par  conséquent  (A,  P)=o;  on  aurait  de  même 
(A,  f)  = O,  (A,  ^")  = o;  d’où  l’on  conclura 

(A,  a)  = o,  (A,  7)  = O. 

La  valeur  précédente  de  tang  7 donne 

P" 

cos  y = 


en  observant  donc  que  (a,  A)  êst  nul  par  ce  qui  pré- 
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cède,  ou  aura  simplement 


(“>  7)  — (®> 


Or 


(a.  n = (P\  P")  + ip',  P")  = C08>« 

donc 

(®7  7)  = 


^ sin  7 

Si  l’on  combine  la  constante  h avec  les  trois  con- 
stantes jS,  ]3',  on  trouvera 

(A,|3)  = o,  (A,p')  = o,  (A,p“)  = o. 

En  effet,  la  constante  par  exemple,  ne  contenant 
que  la  variable  «,  la  formule  (G)  (n°  18,  livre  II) 
donnera 

Or  la  constante  h est  fonction  de  p,  q,  /■,  et  les  va- 
leurs (a)  de  ces  quantités  ne  contiennent  pas  la 

variable  ; on  a donc  ^ = o,  et  par  conséquent 

P")  = o.  On  peut  en  conclure  par  analogie  que 
{h,  /3)  et  {h,  |S')  ^it  nuis  pareillement  ; il  est  facile 
d’ailleurs  de  le  vérifier  en  calculant  directement  leurs 
valeurs. 

Il  suit  de  là  que,  si  l’on  regarde  A,  a,  y comme 
fonctions  de  p,  p',  p",  on  aura 

(A,  A)=o,  (A,  a)  = o,  (A,  y)=o. 

Formons  maintenant  les  quair»  combinaisons  (/,  A), 
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(/,  A),  (/,  a), .(/,  7)  qm  roiil'enneut  la  cwiislaiite  / sans 
contenir  la  constante 

La  sixième  des  intégrales  [d),  en  mettant  j à la 
place  de  Ce  sons  le  signe  intégral,  devieni 


=/ 


^V'AR.Crf.t  

V[EX'—  BC/j  + (B  — C)i’][—  C /’ -H  ACA  + (C  — A]  î’] 


(^0 


Si  l’on  suppose  l’intégration  eflectuée,  cette  équation 
donne 

/ = — t + fonct.  (A,  A,  s). 


On  aura  ainsi  — = — , et 
as  as 


pour  avoir  les  différences 


fil  tll 


partielles  H suffira  de  différeutier  sous  le  signe 


intégral  le  second  membre  de  l’équation  {d')  par  rap- 
port aux  constantes  h et  A. 

La  valeur  de  l ne  contenant  que  la  variable  s,  en 
la  combinant  avec  une  constante  quelconque  b,  et  en 
faisant  d’abord  abstraction  des  constantes/»  et  A qu’elle 
renferme,  on  aura 


(/,  h)  = 


lit  db 
ds  d<3 


Pour  avoir  égard  aux  constantes  h et  A,  il  faudrait 
ajouter  au  second  membre  les  d*%c  termes 


ih,h)±+(k,h)-" 


dk 


Mais  on  peut  s’en  dispenser,  parce  que  b devant  repré- 
senter l’une  des  quatre  constantes  A,  A,  a,  7,  ces 
deux  termes  sont  toujours  nuis. 

•Substituons  d'abord  la  constante  h à la  place  de  />, 
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ou  a 


dh  . dq  „ dr 

= xkp-^  + iWq -y-  t-  aCf -T— 

nn  *«o  * fl  m Qq 


^ * d^ 

(Jr  les  valeurs  de  kp,  Bq,  Cr  tlonnent 


^S=‘>î-  >‘5=-''/'.  c^=o-, 


on  aura,  par  conséquent, 

dh  _ ..  .,dr 

^^=2{B-A)pq=-xL-, 

en  vertu  de  la  troisième  des  équations  (A). 


On  aura  donc,  en  obsédant  que  = 


il.h) 


S 


dt  ds 

Us  It' 


et,  par  conséquent, 

{/,  h)  =-  2. 

Les  trois  constantes  /3,  ]3"  ne  renfermant  pas  la 

variable  9,  il  s’ensuit  que  si  la  lettre  b représente  une 
fonction  quelconque  de  ces  arbitraires,  (/,  b)  sera  nul  ; 
on  aura  donc  ainsi 


{l,k)  — o,  (/,  a)  = o {l,q)  — o. 


Passons  enfin  au  calcid  des  cinq  combinaisons  h). 
(g»  (g.  «■)■>  (g»  7)>  (gi  0 q«i  renferment  la  con- 

stante g. 

La  dernière  des  équations  (</),  en  substituant  J à la 
place  de  Cr,  devient 


=r— 

J r^’— e 


i{s'  — Ch)s/lÏBds 


(A’— CX’-+-ACA-|-|'C— A).c]' 
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Si  l’on  suppose  l’intégration  elFectuée,  cette^équation 
donnera  g en  fonction  de  i}/,,  s,  h,  k,  en  sorte  qu’on 
aura 

g = — fouet,  {h,  k,  s^. 

En  la  différentiant  on  a d’ailleurs 

(/g A (f’  — Ch)  dt 

d.t  ds  C(X’  — J’)  ds 

On  obtiendrait  les  différences  partielles  de  g,  par  rap- 
port à /i  et  à k,  en  différentiant  sous  le  signe  intégral 
par  rapport  à ces  constantes. 

Cela  posé,  on  aura,  relativement  à une  constante 
quelconque  b, 

Nous  omettons  le  terme  {k,  b)‘^i  parce  que i devant 

représenter  Tune  des  quatre  constantes  a,  y,  A,  /,  ce 
terme  est  toujours  nul. 

Pour  former  la  quantité  (ij;,,  6),  il  est  nécessaire  de 
connaître  la  valeur  de  en  fonction  des  variables  <p, 
à,  6,  s,  U,  e.  Or  nous  avons  trouvé,  n"  3o,  livre  II, 

cosô  =;  cos  y cos  G,  — sin  y sinG^  cos 
sin  (ij;  — a)  sin  G = sint]^,  sin  G,. 

On  a d’ailleurs,  n®  .">î>,  livre  II, 

Âcosy  = |5"=  — M,  et  k cos  G,  — Cr  = s-, 
les  deux  équations  précédentes  donneront  donc 
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Si  l’on  (lifféreiilie  la  valeur  de  cosi^^,  par  rapport 
aux  variables  s,  m,  d qu’elle  renferme,  et  qu’on 
substitue  dans  le  résultat  pour  sint}/,  sa  valeur,  on 
trouvera 

rf  a + i cos  0 

ds  (A’ — 5^  siny  sinO  sin  (i{( — a)’ 

s U cos  0 

du  / ’ sin^  7 sin  0 sin  ( 'J/  — a ) ’ 

i ^ 

rfS  sin 7 sin  (■!<  — a) 


par  conséquent, 

, « -f-  f cos  0 db 

— j’)  sin7  sin9  sin  (i{/  — a)  rfç 


J 4-  U cos  0 


db 


sin*7  sin  9 sin  (il<  — a)  d-!^ 


sin  7 sin  ( i|<  — 


db 

V)  Ih' 


Substituons  maintenant  successivement  dans  (g,/^)  et 
à la  place  de  la  lettre  6,  les  quatre  constantes 
h,  k,  a,  y. 

On  trouve  aisément 


(ih  fis  fi  h fi  h , 

T^=-^dt'  = ;^  = -2(/.coS7-7sm7); 


par  conséqueiil, 

fé’>^) — ^ J J, 

2 r/«4-icosû\(B  — A)/)y  . 1 

' sin7Sin(4i — *)L\  ® f J 

I^s  équations  (g)  donnenl 


U 4- 1 cos  0 _ 

= Av  sin  0)  4-  Bo  cos®, 

, smO 

A sin  7 sin  — a]  = fi'  sin  4 — p cos 4»  = — A/>  cos®  4-  B7sin<p. 


< 


* 
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Si  l’on  suppose  riiitégrutioii  ellectuée,  cette^éqiialion 
donnera  g en  fonction  de  s,  h,  k,  en  sorte  qu’on 
aura 

g = — tj;,  fouet,  [k,  Â , s . 

En  la  différentiant  on  a d’ailleurs 


tig A (i’  — Ch)  <lt 

rft  i(s  C ( X ’ — s')  (is 

On  obtiendrait  les  différences  partielles  de  g,  par  rap- 
port à et  à k,  en  différentiant  sous  le  signe  intégral 
par  rapport  à ces  constantes. 

Cela  posé,  on  aura,  relativement  à une  constante 
quelconque  b, 

(«.'')  = (*) 

Nous  omettons  le  terme  [k,  b)  parce  que /«devant 

représenter  Tune  des  quatre  constantes  a,  y,  h,  l,  ce 
terme  est  toujours  nul. 

Pour  former  la  quantité  />),  il  est  nécessaire  de 
connaître  la  valeur  de  en  fonction  des  variables  ç, 
6,  s,  II,  i>.  Or  nous  avons  trouvé,  n"  35,  livre  II, 


cosô  = cos 7 cos  5,  — sinysinô,  coS(j«,, 
sin  (ij;  — a)  sin5  = sinv{«,  sin  5,. 

On  a d’ailli'urs,  n"  35,  livre  II, 

k cosy  = fi"  — — U,  et  k cos  ô,  = C r = j ; 
les  deux  équations  précédentes  donneront  donc 


COS'>,=  — -J 


A ' CUSV  -t- 


— m’  \ X’ — 


sin-J-,= 


v'<’—  J' 
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Si  l’on  différentie  la  valeur  de  costj; , par  rapport 
aux  variables  s,  u,  0 qu’elle  renferme,  et  qu’on 
substitue  dans  le  résidtat  pour  sini[i,  sa  valeur,  on 
trouvera 

rf  a + J cos  0 

ds  (A’ — .t’)  siny  sin9  sin  (i{/ — a)’ 

J -t-  « cos  S 

du  X ’ sin'  7 sin  6 sin  { iji  — a ) ’ 

^ ' ^ 

sin  7 sin  (-i  — a ) 

par  conséquent, 

, . U s cos  9 dh 

(X* — s^)  sin7  sin9  sin  (i|<  — a)  df 

s-j-ucosO  db  I ■ db 

X’  sin*7  sin  9 sin  (•]<  — «)</'!'  sin7  sin(^Jl  — a ) dv 

Substituons  maintenant  successivement  dans  (g,  A)  et 
à la  place  de  la  lettre  6,  les  quatre  constantes 
h.  A-,  a,  y. 

On  trouve  aisément 


dh 


ds  d h dh 


par  conséquent. 


X’— 


2 r/«+icos9\(B  — K)i>q  ”1 

Les  équations  (g)  donnent 


K + t cos9 

= Ap  sin  O B<7  cos®, 

, Sin9  r T y TI 

X sin  7 sin  — a)  =r  fl'  sin  } — p cos}  = — Ap  rose  -+■  B ^sin  f. 
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L’exprt'ssioii  de  au  moyen  de  ces  valeurs  et  en 

observant  que  A’  — j*  = -f-  se  réduit  à 


o.k  (A/^'  + B 7’  ) 
k'  —l' 


zk{/i—Cr-} 
A*  — 5» 


Si  l’on  sul)slitue  celte  valeur  dans  l’expression  de 
{g,  fl),  on  aura 

{g,h)  = o. 

Si  l’on  combine  la  constante  g avec  chacune  des 
trois  constantes  |3,  fi',  fi",  et  qu’on  observe  qu’eu  vertu 
des  équations  (/i)  ou  a 

(Ssinij;  + /5'cos^j;, 


on  trouvera  sans  peine 


constante  k étant  regardée  comme  une  fonction  de 
fi,  P , f"  donnée  par  l’équation 

A>  = /3’  + /3”  + P"», 


fi' 


on  a 


âk 


dk 


par  conséquent, 

(f,A)  = i..  . 

La  constante  7 étant  donnée  par  l’équation 
tangy  = ’ 


’ sin’7 


on  aura 
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par  coiiséquoiil, 

, . cosy 


iH*" 


Enfin,  la  constante*  a étant  cléterniinée  par  l’éqnation 


S 

tanga  = ^> 


on  aura 


/ . s / I /i\ <■/*  / , Ci\  cos’a  / P P[l'\ 


c’est-à-dire 


(4,’«)  = o- 


Ces  valeurs  substituées  dans  la  lorimde  (A)  donneront , 
en  remarquant  que  les  constantes  jS,  p',  p"  ne  con- 
tiennent pas  la  variable  y,  , 

[g,k)  = -i,  (g,y)  = -^-^,  (g,«)  = 0. 

Il  ne  nous  reste  plus  à former  que  la  combinaison 
(g,/j;  mais  au  lieu  de  substituer  la  constante  / à la 
lettre  b dans  la  formide  (A),  il  «*st  plus  simple  de  con- 
sidérer cette  constante  comme  fonction  des  variables 
J,  t et  des  constantes  A,  A;  on  aura  ainsi 

valeur  qui,  en  observant  que  (gji)  = o,  (g, A)  = — i , 

T.' 


i giS)  — — '^1  se  réduit  à 


ris  rll 


rll 


D’ailleurs  g = fouet,  (j,  b,  A , et  comme  s,  *]),,  A ne 
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contiennent  pas  la  variable  <p,  on  a 

dh  dt^ 

par  conséquent, 

Nr  i\  — — ‘ÜL  'IL  ‘h  ^ ‘îL  — 

I — clk' 

en  observant  que  ^'~  = {l,h)=  — a. 

Pour  avoir  les  différences  partielles  il  faut 

* d/l  dA 

differentier,  sous  le  signe  intégral,  par  rapport  à A et 
à k,  les  valeurs  de  ces  deux  constantes  ; on  aura  ainsi 

‘JS  _ r ^ (il  t r AA(.r’  — c/l)* 

M J / ’ - X’  2 J ( /U-  ) [C  A’- AC  A -t-(A-C)j’  I 

1 r B / (r»  - C/l)  * 

2 J (-î’- ^’)  [c /■’- Bc/i  4- (bz:c)7]  ’ 

valeur  qui  peut  se  mettre  sous  celte  forme, 

dg  _ > r ck  t/t  I r 

~ 2 J C k’—  Â£/i  + (A  — C)s'  ~ 2 J C/^ 


i/A 


Ckdt 

BC/i  + (B^Cy/‘ 


En  différentiant  de  la  même  manière,  par  rapport  à A% 
la  valeur  de  /,  on  trouve 


r C/* r 

dk  J ck^  — AC/I  + ~ J cx= 


Ckdt 

Bc/i  4-  (îrircyi’’ 

Ces  valeurs,  substituées  dans  l’expression  de  (g,  l), 
donnent 

(g, /)  = o. 

7.  En  réunissant  les  valeurs  des  quinze  quantités 
que  nous  venons  de  calculer,  on  U ouve 

(h,i}  = 2,  (k,g)  = i,  (v,  = t 

/ siny  ^ ” I / 
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Toutes  les  autres  sont  luilles,  on  sorte  qu’on  a 
\h,k)  = o,  (A,  7)  = O,  (*,«)  = O,  (/j,g)  = o, 

(/,  A-)  = o,  (/,  y)  = o,  (/,  a)  = o,  (/,  g)  = o, 

(A,  7)  = O,  (A,  a)  = O,  (g,  a)  = o. 


Au  moyen  de  ces  valeurs,  il  est  aisé  de  conclure,  en 
vertu  de  la  formule  générale  (D)  (11°  18,  livre  II), 


dh  = 2dt(^^y 
di  =--^di(^!iy 


(P) 


_ i'H 


r/7  = 


cosytU  / rfV\ 


r/t  /rfV 


t siny  \(ig  / /<  sinv  \ 


(U  )' 


Ces  équations  serviront  à déterminer  les  variations 
que  produit,  sur  les  six  constantes  arbitraires  (jiii 
entrent  dans  les  équations  du  mouvement  de  rota- 
tion, l’action  des  forces  perturbatrices. 

8.  Ce  qu’on  observe  d'abord  en  considérant  les 
formules  précédentes,  c’est  la  singulière  analogie 
qu’elles  ont  avec  celles  qui  déterminent  les  variations 
des  éléments  elliptiques  des  orbites  planétaires.  On 
voit,  en  effet,  que,  pour  les  rendre  identiques  avec 
les  formules  (o)  du  n‘’41,  livre  II,  il  suffit  de  changer 
dans  ces  dernières  ^ en  — h,  cp  en  7,  et  de  premlre. 
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au  lieu  de  l’angle  k,  son  supplément.  Ce  résultat  re- 
marquable tient  à ce  que  les  constantes  dont  nous 
avons  fait  choix,  ont  une  signification  semblable  dans 
les  deux  problèmes.  Ainsi,  dans  le  mouvement  de 

translation  — ^ et  dans  le  mouvement  de  rotation  h 

a 

sont  les  constantes  cpii  équivalent  à la  force  vive  du. 
système.  Dans  ce  dernier  cas,  7 est  l’inclinaison  du 
|)lan  principal  de  projection  sur  un  ]»lan  fixe,  a la 
longitude  de  son  nœud  comptée  sur  ce  j)lan  à partir 
d’une  ligne  fixe;  de  même,  dans  le  mouvement  de 
translation,  9 est  l’inclinaison  sur  un  plan  fixe  du 
plan  de  la  trajectoire,  qui  est  évidemment  Je  plan  prin- 
cipal de  projection,  et  a la  longitude  de  son  nœud 
comjitée  sur  ce  |)lan,  seulement  cet  angle  n’est  pas 
compté  dans  le  même  sens  dans  les  deux  cas;  d’où 
résulte  la  différence  de  signe  qu’on  remar([ue  dans 
les  forimdes  cpii  dépendent  de  la  variation  de  cet 
angle;  Z est  la  constante  ajoutée  au  temps  t et  pro- 
vient de  ce  que  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement ne  renferment,  dans  les  deux  questions,  que 
l’élément  de  cette  variable;  k représente  l’aire  dé- 
crite, pendant  runité  de  temps,  sur  le  plan  prin- 
cipal de  projection  par  le  rayon  vecteur  de  chacun 
des  éléments  du  corps  en  mouvement,  multipliée 
par  la  masse  de  cet  élément;  enfin,  la  constante  g 
représeiîte  des  quantités  analogues  dans  les  deux 
cas. 

Ainsi  donc  les  expressions  des  variations  des  con- 
stantes arbitraires  sont  identiquement  les  mêmes  dans 
le  mouvement  de  translation  et  dans  le  mouvement 
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de  rotation , et  les  perturbations  qu’éprouvent  les 
corps  célestes  dans  leurs  mouveiuents,  soit  autour  du 
Soleil,  soit  autour  de  leur  centre  de  {gravité,  se  trou- 
vent ainsi  exprimées  par  les  mêmes  formules,  comme 
elles  dérivent  de  la  même  cause.  Cet  important  résul- 
tat n’est  pas  sans  doute  ce  qu’offre  de  moins  remar- 
quable la  belle  métbode  que  nous  avons  employée 
pour  déterminer  toutes  les  inégalités  des  planètes. 
C/Ctte  métbode,  qui  réunit  dans  une  même  analyse  les 
deux  |)rincipaux  problèmes  du  .système  du  monde,  a 
de  plus  l’avantage  de  présenter  sous  un  même  point 
de  vue  les  diflérents  effets  que  [)roduisent,  dans  les 
mouvements  de  ces  corps,  leurs  attractions  mutuelles. 
On  voit  (pie  ces  effets,  ([ui,  au  premier  aspect,  pa- 
raissent avoir  si  peu  d’analogie  entre  eux,  se  bornent 
à faire  varier  par  degrés  insensibles  les  arbitraires  du 
mouvement;  de  sorte  qu’en  introduisant  cc‘s  arbi- 
traires ainsi  corrigées  dans  les  formules  du  mouve- 
meut  qui  aurait  lieu  abstraction  faite  des  forecîs 
perturbatrices,  on  aura  celles  qui  conviennent  au 
mouvement  troublé,  et  l’on  pourra  déterminer  ainsi, 
de  la  manière  la  plus  simple,  la  valeur  des  variables  qui 
doiventfixer  à chaque  instant  la  situation  du  corps  que 
l’oii  considère.  Nous  ne  craignons  pas  de  l’aflirmer, 
cet  ingêmieux  procédé  d’analyse,  par  sa  généralité  et 
par  la  clarté  nouvelle  qu’il  rêîpaud  sur  toutes  les  par- 
ties dé  la  mécanique  céleste,  est  la  plus  belle  con- 
ception dont  SC  soit  enrichie  la  théorie  du  système  du 
monde,  depuis  les  immortelles  découvertes  de  New- 
ton. Ce  grand  géomètre  nous  avait  montré  (pielles 
sont  les  forces  principales  qui  donueut  le  mouvemeut 
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aux  différents  corps  tlu  système  solaire  ; I^agrange 
nous  a appris  à calculer  l’effet  plus  compliqué  des 
forces  perturbatrices,  et  peut-être  il  a posé  la  limite 
où  devait  s’arrêter  l’esprit  humain  dans  ces  sublimes 
recherches . 

î).  On  peut  donner  aux  formules  (P)  différentes 
formes  en  substituant  aux  constant«'S  h,  l,  k,  g,  a, 
y,  de  nouvelles  arbitraires,  et  en  exprimant  leurs 
différentielles  au  moyen  des  différences  partielles  de 
la  fonction  V,  prises  par  rajiport  à ces  mêmes  quan- 
tités. Remarquons  d’abord  que  g désigne,  dans  ces 
formules,  l’angle  compris  à l’origine  du  mouvement 
entre  les  intersections  du  plan  principal  de  projec- 
tion avec  le  plan  fixe  et  avec  le  plan  qui  contient  les 
deux  premiers  axes  principaux  du  corps;  cig  est  donc 
l’accroissement  de  cet  angle  pendant  l’iivilant  r//; 
mais  l’intersection  du  plan  principal  de  projection 
avec  le  plan  fixe  est  mobile,  et  cosyi/a  exprime  son 
mouvement  pendant  l’instant  ch  projeté  sur  le  pre- 
mier de  ces  plans.  En  désignant  donc  par  u la  lon- 
gitude de  l’intersection  de  l’équateur  du  corps  avec 
le  plan  principal  de  projection,  cette  longitude  étant 
comptée  sur  ce  dernier  plan  à partir  d’une  ligue  fixe, 
on  aura 

(lu>  =iHg  — cosyréa. 

E,n  considérant  d’ailleurs  V comme  fonction  des  arbi- 
traires w et  a,  on  trouve 
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I.es  Mois  (kMiiiér<-s  ionmiles  (P)  <le\ iciidiont  ainsi 


— 

1 

de/.  — 

dt  /d\-\ 
~ (Tshl'y  \^77  ' 

(<>) 

d-t^ 

dt  ldV\ 

1 

/ sin 7 \dx J 

/ 

r.ii  joignant  ces  expressions  aux  trois  premières  équa- 
tions (P),  les  variations  de  tontes  les  arhitraires  se 
trouveront  exprimées  j)ar  des  formules  (pii  ne  con- 
tiennent qu’un  seul  terme,  ce  cpii  contrilineà  les  sim- 
plifier. Si  le  corps  tournait  rigonrensement  autour  de 
son  troisième  axe  principal,  le  plan  principal  de  jmi- 
jection  coïnciderait  avec  son  éipiateur;  les  deux  der- 
nières formules  précédentes  suffiraient  donc  pour  dé- 
terminer dans  ce  cas  les  mouvements  de  ce  plan.  C’est 
ce  qui  a lien,  comme  on  le  veira,  relativement  à la 
l'erre. 

Knfin,  si  l’on  suppose 

P — tangysma,  ly  = tangycosa. 


on  trouvera 


et,  par  suite, 


II. 


rTV  _ ^ _ r/V 

r/a  ^ (IjJ  ^ Hcj 

r/V'  si  U a r/V  ros  a r/V 

tl'f  COS’y  dp  cos’y  r/ry 


(1,1 


de 

id\  \ 

/■  rns^  7 

\''l  ) ’ 

,U 

h cris'  7 

\'h>  ' ’ 

i3 
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lormulos  qu’il  est  avantageux  de  substituer  aux  deux 
dernières  équations  (Q),  lorsque  y est  un  très-petit 
angle. 

10.  Il  nous  suffira  maintenant  de  développer  cha- 
cune des  formules  (P),  pour  en  voir  résulter  tous  les 
phénomènes  que  cause,  dans  le  mouvement  de  rota- 
tion des  planètes,  l’action  des  forces  jierturbatrices  ; 
mais  comme  la  situation  initiale  du  corps,  sa  figure  et 
ses  dimensions  ont  sur  ce  mouvement  la  plus  grande 
influence,  il  serait  inutile  d’examiner  d'une  manière 
générale  ces  formules,  comme  nous  l’avons  fait  dans 
le  problème  de  la  translation  des  corps  célestes,  et 
nous  déterminerons  séparément  les  inégalités  du  mou- 
vement de  rotation  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  qui  sont 
les  seules  planètes  pour  lesquelles  l’état  de  l’Astrono- 
mie ait  permis  jusqu’ici  de  comparer  sur  ce  point  la 
théorie  à l’observation.  Cependant,  parmi  les  arbi- 
ti  aires  du  mouvement  de  rotation,  il  en  est  une  dont 
la  variation  donne  lieu  à des  remarques  importantes; 
c’est  celle  qui  entre  dans  Inéquation  des  forces  vives, 
nous  allons,  jiar  cette  raison,  la  considérer  ici  en  par- 
ticulier. ' 

La  première  des  formules  (P)  donne,  pour  déter- 
niiuer  la  variation  de  la  constante  h,  l’équation 

On  peut  faire  prendre  à cette  expression  une  autre 
forme.  Lu  effet,  l étant  la  constante  qui  est  jointe  au 
temps  / dans  les  expressions  finies  des  variables  ç,  ij/, 
0,  il  est  clair  (|ue  si  l’on  regarde  V comme  une  fonc- 


Digilized  by  Google 


K 


DU  SYSTKMK  JJÜ  ,MOM)K. 
lion  (loiiiK'o  de  ces  \ariables,  oii  aura 


Icp 


<l\  _ 

tiy  _ 

, f/o, 

, rl  l 

/. 

7/7  ~ 

\777  .1 

(f/-i  1 

l,7T  + 

( 

par  conséquent, 

Il  /f/V  , rl\  J il\ 


OU  bien  simplement 

dh  = i(V\\  (/) 

en  désignant  par  la  caractéristique  fi' , la  diftérentielle 
de*V  prise  en  y faisant  varier  le  temps  t introduit  par 
la  substitution  des  valeurs  des  coordonnées  ç)j  0 du 
coips  dont  on  considère  la  rotation,  et  ei^regardanl 
comme  constant  celui  que  cette  fonction  j)eut  conte- 
nir à raison  du  mouvement  des  astres  attirants. 

On  doit  observer,  d’abord,  que  cette  formule  peut 
s’oljtenir  directement  et  indépendamment  de  celles 
qui  déterminent  les  variations  des  autres  constaiites; 
elle  résulte  immédiatement,  en  effet,  de  la  quatrième 
fies  équations  (</),  différentiée  par  rapport  aux  varia- 
bles et  aux  constantes  qu’elle  nuiferinej  pour  avoii’ 
égard  aux  forces  perturbatrices,  en  observant  qu’on 
a,  n°4, 

A pdp  -h  H qci(j  -t-  C rdr  — d' \ . 

même  remarque  s’applique  au  mouveimml  de 
translation,  et  en  général  au  mouvement  d’un  .sys- 
tème de  corps,  quelle  que  soit  leur  liaison  entre  eux, 
puistjue  l’équation  des  forces  vives  a lieu  dans  toute 
espèce  de  système  qui  n’est  sollicité  que  par  l’action 
mutuelle  de  ses  différentes  |)arties  et  par  des  forces  <li- 

i3. 
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rigées  vers  des  centres  fixes.  Nous  allons  maintenant 
démontrer  une  prd|)riété  importante  qui  résulte  de 
la  formule  (A),  et  tpii  consiste  en  ce  que  la  constante 
//,  devenue  variable  par  l’action  des  forces  perturba- 
trices, ne  peut  contenir  le  temps  t que  sous  la  forme 
périodique,  lorsque  la  fonction  perturbatrice  V ne  le 
contient  que  sous  cette  forme. 

En  effet,  lorsqu’on  n’a  égard  qu’à  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices,  ce  <pii  permet  de 
regarder  comme  constantes  les  arbitraires  qui  entrent 
dans  V,  si  cette  fonction  ne  contient  le  temps  que 
sous  les  signes  sinus  ou  cosinus,  il  est  clair  que 
la  différentiation  relative  à t fera  disparaître  tous  les 
termes  iuflépendauts  du  temps,  ou  qui  le  contien- 
draient simplement  à raisam  du  mouvement  des  astres 
attirants;  et,  par  conséquent,  l’intégration  ne  j)ourra 
donner,  dans  la  valeur  de  h,  aucun  terme  non  pério- 
dique ou  de  la  forme  N t tpii  croisse  avec  le  temps  t. 

Il  existe  cependant  une  circonstance  où  ce  résultat 
cesserait  d’avoir  lieu  et  qu’il  est  important  d’exami- 
ner, parce  que  le  système  planétaire  en  offre  un 
exemple.  Pour  cela,  supposons  la  fonction  V déve- 
loppée en  série  dont  les  différents,  termes  soient  de 
cette  forme, 

m m SI  D«/«  •t  f t'V 

Il  (i/it  — l'n’t  -+-  K); 

II  et  R étant  des  fonctions  des  arbitraires  //,  A,  etc.  ; 
l’angle  ni  étant  le  moyen  mouvement  de  rotation  du 
sphéroïde  autour  de  son  centre  de  gravite  et  l'angle 
n'  / le  moyeu  mouvement  de  l’astre  attirant,  i et  /'  des 
nombres  entiers  quelconques.  Il  est  aisé  de  voir  que 
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rt*  ttTine  produii  a,  dans  dh,  le  suivant  : 

• • 

■1  II  in  dl  ( int  — l' n'  / -t-  K.)  : 

et  en  l’intégrant,  il  en  résidtera  un  terme  périodique 
dans  //,  à moins  que  l’on  n’ait  int  — ï t = o,  ce  qui 
exige  que  les  coelFicients  n et  n'  soient  commensura- 
blcs  entre  eux.  Or  ce  cas  particulier  a lieu  dans  le 
mouvement  de  rotation  de  la  Lune,  altéré  par  l’action 
de  la  Terre.  Le  moyen  mouvement  de  rotation  de  la 
Lune  est  exactement  égal  à son  moyen  mouvement 
de  révolution  autour  de  la  Terre,  et  ce  rapj)ort  singu- 
lier |)roduit,  comme  on  le  verra,  le  phénomène  de  sa 
libration. 


1 1 . Démontrons  que  le  résultat  précédent  subsiste 
encore  dans  la  seconde  apiiroximation,  où  l’on  tient 
compte  des  termes  dépi'ndants  du  carré  des  forces 
perturbatrices.  En  effet,  pour  avoir  égard  à ces  termes, 
il  faut  à la  place  des  constantes  //,  A',  l,  g,  7,  cz,  .sidj- 
stituer  ces  arbitraires  augmentées  de  leurs  variations, 
déterminées  par  l’intégration  des  formides  (P);  on 
aura  ainsi 


o'V 


dit 


U tl-T' 


dl 


et,  en  ne  considérant  que  les  termes  de  l’ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices, 

dh  = 2r/'.(?V. 


Substituons  dans  l’expression  précédente  de  (JV,  pour 
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t>//,  o'/,  o'A,  etc.,  leurs  valeurs,  on  aura 


Pour  avoir  la  différeutielle  il  faut  différen- 

lier  cette  expression  par  rapport  au  temps  t contenu 
dans  les  valeurs  de  ç -l-  ù^,  ij;  + D'il;,  Q -t-  d9,  c’est-à- 
dire  qu’il  f;mt,  i"  dilTérentier  totalement  les  quan- 
tités renfermées  sous  les  signes  intégrales,  ce  qui  re- 
vient à effacer  les  signes  f,  et  alors  cette  expression  se 
réduit  à zéro;  a'’ différentier  seulement  par  rapport  au 
temps  t contenu  dans  les  valeurs  des  variables  çp,  i|/,  0, 
les  quantités  hors  du  signe  /.  L’expression  de  (?V  est. 
composée  de  termes  de  la  forme 

kJ'Rdt  - B/Ar*, 

A et  B pouvant,  par  l’hypothèse,  se  développer  en 

une  suite  de  termes  de  la  forme  (;7  -t-  jt  -f-  R), 

dans  lesquels  II,  /,  K sont  des  fonctions  des  con- 
stantes //,  A,  /,  etc.,  et  jt  des  angles  qui  provien- 
nent des  mouvements  des  astres  attirants.  Soit  donc 
Il  cos  (y<  -t-  mt  -+-  K)  un  terme  cpielconque  de  A,  et 
soit  W cos(ft  -h  mt  -h  K')  le  terme  correspondant  de 
B qui  a le  même  argument,  il  faudra  que  l’on  com- 
bine ensemble  ces  deux  termes  pour  avoir  dans 
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(i .[\  Ç Wdt  — b/ A^/^)  des  quaiililés  non  périodiques. 

Or  on  Irouvo  .'^nsi 

fMdt—H J'Adt)  — 

— ^ J \ /y,  ^ [^n 

f+m  I ; 

— sin  ( /?  4-  '»t  4-  K.')  sin  {/t  mf  4-  K ) ], 

quantité  qui  se  réduit  à zéro. 

Il  suit  de  là,  par  conséquent,  que  si  l’expression 
de  V est  périodifpie,  la  valeur  de  âh  ne  contiendra 
que  des  termes  semblables,  du  moins  tant  qu’on 
n’aura  égaril,  dans  les  ajiproximations,  cpi’aux  pre- 
mièies  et  .secondes  puissances  des  forces  pertur- 
batrices. 

On  voit  que  le  résultat  auquel  nous  sommes  par- 
venus dans  le  chapitre  VIII,  livre  II,  sur  l'iiuariabilité 
des  grands  axes  des  orbites  planétaires,  n’était  qu’un 
cas  particulier  d’une  prT)priété  générale  dont  jouit  la 
variation  de  la  constante  arbitraire  qui  entre  dans  • 
l’équation  des  forces  vives. 

Dans  le  mouvement  de  rotation,  fi  représc'iite  la 
force  vive  du  corps  en  mouvement,  et  l’on  a 

A 4-  C = h. 

Des  trois  ([uantités  y;,  q,  r,  sont  les  vitesses  de  l'o- 
tation  du  cor|)s  autour  des  trois  axes  [rrinripaux  qui  se 
croi-sent  à son  centre  «le  gravité,  n"  I,  «m  sorte  que  si 
l’on  nomme  p la  vitesse  du  corps  autour  de  son  axe 
instantané  de  rotation  et  a,  Z»,  c les  angles  qu’il  forme 
avec  les  trois  premiers  axes,  «Jii  a 

P = P c«js  «7,  <J  = P eos  h,  r — p cos  c j 
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l’équation  des  forces  vives  devieiuli  n donc  ainsi 
[ A cos’  n n cos’  l)  -I-  C cos’c'  ) = //. 

J.e  second  membre  de  cette  éc[iiation  ne  contenant 
aucun  terme  croissant  comme  le  temps  /,  le  premier 
ne  peut  renfermer  non  |)lus  aucun  terme  pareil,  et 
comme  tous  les  termes  du  premier  membre  sont  de 
même  signe,  il  s’ensuit  cpie  chacun  d'eux  n’est  com- 
posé (pie  de  ternies  périodi(pies. 

On  peut  conclure  de  là  que  la  vitesse  de  rotation  et 
la  position  de  l’axe  instantané  ne  sauraient  être  affec- 
tées d’aucune  inégalité  croissant  comme  le  tenijis,  et 
que  l’action  des  forces  |)erturbatrices  ne  peut  y causer 
(pie  des  altérations  alternatives  dont  la  période,  d('*pen- 
(lant  du  mouvement  du  sphéroïde  au  tour  de  son  centre 
de  gravité,  ou  de  celui  des  astres  attirants  dans  leur 
orbite,  sera  tou  jours  assez  courte. 

Il  faut  remaiapicr  ici  (pie  nofls  n’avons  pas  eu  ('•gard, 
• dans  la  valeur  de  V,  aux  teriiK's  qui  piajviennent  de  la 
variation  des  élé'ments  des  orbites  des  astres  attirants  ; 
il  faut  donc  restreindre,  en  ce  sens,  la  généralité  des 
r(■sultats  jirécédents. 

Après  ces  ré'sultats  généraux,  applicables  à tous  les 
corps  du  système  solaire,  nous  allons  examiner  wn 
jiarticulier  les  mouvements  de  rotati(jii  de  la  Terre  et 
de  la  faine.  On  verra  cpi’ils  présentent  tous  deux  des 
phénomènes  extrêmement  importants;  (jui,  quoique 
Ires-différents,  peuvent  se  déduire  direclemenl  des 
Ibrimiles  (pie  nous  \enons  de  dév  elopper. 
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CHAPITRE  II. 

DU  MOUVEMENT  DE  LA  TEHRE  AUTOUR  UE  SON  CENTRE 
DE  GRAVITÉ. 


12.  Ilipparque  parait  être  le  premier,  parmi  les 
astronomes,  qui  ait  remanpié  que  les  étoiles  ne  sont 
pas  fixes,  relativement  à nous,  et  (jue  leur  position 
rapjtortée  au  plan  de  l’équateur,  varie  dans  les  diffé- 
rents siècles.  En  coni|)arant  ses  propres  observations 
à celles  de  Tytnocliaris,  faites  i55  ans  auparavant,  il 
s’aperçut  que,  dans  ce  mouvement,  leur  hauteur  au- 
dessus  du  plan  de  l’écliptique  restait  la  même,  en  sorte 
que  leurs  latitudes  n’étaient  point  altérées,  tandis  que 
leurs  longitudes,  rapportées  à l'équinoxe,  augmen- 
taient chaque  année  d’une  quantité  à peu  prés  con- 
stante pour  toutes  les  étoiles.  Il  conclut  delà  que  la 
sphère  céleste  a un  mouvement  autour  des  pôles  de 
l’écliptique,  d’où  résultent  les  changements  observés 
dans  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  des 
étoiles,  et  l’invariabilité  de  leurs  distances  à ce  plan, 
comme  l'observation  l'indique.  Copernic,  occupé 
toute  .sa  vie  à substituer  aux  mouvements  apparents 
des  .astres  leurs  mouvcm(Mits  réels,  et  à redresser  des 
errein  s nées  des  illusions  de  nos  sens  et  d’un  sentiment 
exagéré  de  notre  importance,  reconnut  que  les  mêmes 
phénomènes  pouvaient  s’explicpier  en  supposant  aux 
pôles  de  la  Terre  un  mouvi-ment  circulaire  de  i f'talion 
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autour  lies  pôles  de  l’écliplique.  PeudanI  ce  inouve- 
inent,  rincliiiaison  de  l’équateur  à l’écliptique  reste  la 
même,  mais  ses  nœuds,  ou  les  équinoxes,  rétrogradent 
uniformément  de  5o"_environ  par  an,  d’où  résulte  par 
conséquent  un  accroissement  égal  des  longitudes  des 
étoiles  rapportées  à ces  points.  C’est  en  cela  que  con- 
siste le  phénomène  désigné  sous  le  nom  de  la  préces- 
sion des  équinoxes. 

L’hypothèse  de  Copernic  suffirait  donc  pour  expli- 
quer de  la  manière  la  plus  simple  les  variations  obser- 
vées par  Ilipparque  dans  la  position  des  étoiles,  et 
confirmées  par  tous  les  astronomes  qui  sont  venus 
aj)rès  lui.  Mais  les  rapides  progrès  de  l’Astronomie 
depuis  l’invention  des  lunettes  firent  bientôt  décou- 
vrir de  nouveaux  phénomènes  dans  ces  variations;  il 
fallut,  pour  les  expliquer,  supposer  divers  mouve- 
ments à l’axe  de  la  Terre,  et  c’est  ainsi  que  Bradley 
fut  conduit  à la  connaissance  de  leurs  véritables  lois. 

Ce  grand  astronome,  par  la  précision  de  ses  obser- 
vations, reconnut  dans  la  position  des  étoile?  une  va- 
riation annuelle  qu’il  suivit  pendant  une  période  de 
dix-huit  années,  après  laquelle  elles  lui  semldèrent 
revenir  à la  même  position.  La  coïncidence  de  cette  ♦ 
période  avec  celle  du  mouvement  des  nœuds  de  la 
Lune  lui  fit  penser  ipic  l’axe  de  la  Terre  avait,  par 
rapj)ort  aux  étoiles,  un  mouvement  périodique  dépen- 
danl  delà  longitude  de  cos  nœuds;  et  pour  représen- 
ter en  conséquence  le  vrai  mouvement  de  l'axe  ter- 
restre, il  suppose  que  l’extrémité  de  cet  axe,  prolongé 
jusqu’au  ciel,  se  meut  sur  la  circonférence  d’une  pe- 
tite ellipse  tangente  à la  sphère  céleste,  et  dont  le 
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ceiiti  e,  qu’on  peut  regarder  eoinnie  le  lien  inoven  du 
pôle  de  l'équateur,  est  situé  sur  un  petit  cercle  de  la 
sphère  parallèle  à l’écliptique,  et  décrit  annuellement 
d’un  mouvcmcivt  uniforme  un  arc  de  03"  sur  ce 
cercle.  L’observation  fait  connaître  les  dimensions 
de  celte  ellipse,  et  les  lois  du  mouvement  du  pôle  sur 
sa  circonféi’eiK’e,  d’où  résulte  dans  l’axe  terrestre 
cette  espèce  de  balancement  qu’on  a nommée  Ai 
nutation. 

Ainsi,  l’observation  devança  sur  ce  point  la  théo- 
rie, et  tous  les  phénomènes  qui  dépendent  des  dépla- 
cements do  l’axe  de  la  Terre,  étaient  parfaitement  con- 
nus avant  qu’on  eût  tenté  d’en  approfondir  les  causes. 
Kepler  avait  avoué  l’inutilité  de  ses  recherches  à cet 
égard,  et  c’est  à Newton  qu’il  était  réservé  de  nous 
montrer  comment  ils  se  lient,  par  la  loi  de  la  pesan- 
teur universelle,  aux  autres  phénomènes  du  mouve- 
ment des  corps  célestes,  avec  lesquels  jusque-là  ils 
ne  semblaient  avoir  aucun  rapport  II  fit  plus,  il  essaya 
d’en  déterminer  les  lois  par  la  théorie.  Considérant 
la  Terre  comme  un  sphéroïde  renflé  à son  équateur, 
il  la  suppose  composée  d’une  sphère  dont  le  diamètre 
est  l’axe  des  pôles,  et  de  l’excès  du-sphéroïde  terrestre 
sur  cette  sphère,  disposé  sous  la  forme  d’un  anneau 
autour  de  son  équateur.  Il  regarde  ensnilo  chaque 
molécule  de  cet  anneau  comme  un  astre  adhérent  à la 
Terre  et  qui  fait  sa  révolution  autour  d’elle  en  vingt- 
quatre  heures,  et  de  là  il  conclut  que  l’action  du  Soleil 
sur  chacun  de  ces  astres,  et  par  conséquent  sur  l’an- 
neau entier,  devait  produire  le  même  effet  que  celui 
qu’il  produit  sur  la  Lune,  et  faire  rétrograder  les 
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nœuds  de  son  orbite  sur  le  plan  de  réclipticpie.  Le 
mouvement  rétrograde  se  communique  à la  Terre  en- 
tière, à cause  de  l’adhérence  de  l’anneau  à la  sphère 
• qu’il  entoure,  et  il  s’ensuit  que  l’inlersection  de  l’é- 
quateur terrestre  et  de  l’écliptique,  où  la  ligne  des 
équinoxes  doit  avoir,  par  l’action  du  Soleil,  un  mou- 
vement rétrogi’ade,  comme  les  observations  l’indi- 
qtient;  mais,  quelque  ingénieux  que  soit  cet  aperçu, 
il  y avait  encore  loin  de  là  à une  théorie  aj>profondie 
et  complète  des  lois  du  mouvement  de  l’axe  terrestre. 
Newton  lui-méme  se  trompa  en  voulant  les  en  déduire 
par  des  considérations  purement  rationnelles,  et  l’a- 
nalyse, ce  puissant  auxiliaire  de  l’esprit  humain,  pou- 
vait seule  montrer,  dans  cette  question  délicate,  l’ac- 
cord parfait  de  la  théorie  et  de  l’observation  ; mais  il 
fallait  auparavant  en  reculer  les  limites.  D’Alemhert 
eut  la  gloire  d’y  réussir,  et  la  solution  qu’il  donna  le 
premier  du  problème  de  la  précession  des  équinoxes, 
doit  être  regardée  comme  une  des  plus  belles  concep- 
tions de  son  génie  inventif,  si  l’on  considère  l’insuffi- 
sance des  moyens  (pi’offraient  alors  pour  cet  objet 
l’Analyse  et  la  Mécanique. 

D’Alembert  explique  par  la  théorie  les  divers  mou- 
vements de  l’axe  terrestre,  par  rapport  aux  étoiles,  et 
montre  que  la  nutation  oliservée  jiar  Bradley  en  est 
une  con.séquenc(>  immédiate.  Il  détermine  le  rapport 
(‘xact  des  deux  axes  de  la  j)elite  ellipse  (jue  décrit  le 
pôle,  et  la  loi  de  son  mouvement  sur  cette  ellipse.  En 
comparant  ensuite  scs  expressions  de  la  uut.ition  et  de 
la  précession  aux  observations,  il  eu  conclut  le  rap- 
poi  t de  la  masse  île  la  Lune  à celle  du  .Soleil;  mais  il 
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observe,  en  même  temps,  qu’il  suffirait  d’iiu  très-petit 
ehiuigemeiit  dans  ce  rapport,  pour  altérer  considéra- 
blement les  lois  de  ces  pliéuomeues.  Kufiii,  il  douue, 
d’après  les  mêmes  expressions,  la  loi  de  décroissement 
d(^  densité  des  couches  de  la  'l'erre  et  détermine  son 
elli[)ticité. 

Tels  sont  les  principaux  résultats  de  la  théorie  éta- 
blie par  d’Aleiidjcrt.  L’Analyse,  en  se  perfectionnant, 
a ilcpuis  permis  de  la  présenter  d’une  manière  [)lus 
simple  et  de  l’étendre  à des  points  qui  u’avaient  point 
été  abordés  parce  géomètre. 

Le  piemier  de  tous,  par  sou  importance,  est  la  dé- 
termination des  mouvements  tle  l’axe  instantané  de 
rotation  de  la  Terre  dans  l’intérieur  du  globe.  Cette 
([uestion,  comme  il  est  aisé  de  le  concevoir,  est  pour 
le  moins  aussi  intére.ssante  pour  nous  t[uc  celle  qui  a 
pour  but  de  déterminer  les  mouvements  de  cet  axe, 
par  rapport  aux  étoiles,  la  seule  dont  d’Alembert  se 
soit  occu|)é.  En  effet,  si  l’axe  de  rotation  \ariait  dans 
l’intérieur  de  la  Terre,  chacun  de  ces  mouvements 
déplacerait  son  équateur,  cl  toutes  les  latitudes  géo- 
graphicjues  en  seraient,  à la  longue,  sfuisiblemcnt 
altérées;  il  y a plus,  b's  mers  troublées  dans  leur  équi- 
libre, suivraient  les  mouvements  de  l’équateur,  et  des- 
cendant vers  la  partie  de  la  Terre  (jui  se  serait  abais- 
sée sous  elles,  laisseraient  dans  la  partie  opposée  de 
nouvelles  régions  à découvert.  Les  observations,  il  est 
vrai,  montrent  bien  que  l’axe  tciTestre  n’est  soumis  à 
aucune  variation  sensible  dans  l’intervalle  d’un  jour 
et  même  de  plusieurs  années;  mais  s’il  était  sujet  à 
(piebpie  inégalité  à longue  période  du  genre  de  celles 
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([iK*  nous  avons  noinméos  inégalités  séculaires,  les  ob- 
servations astronomiques,  qui  ne  comprennent  en- 
core (ju’un  assez  court  intervalle  de  temps,  ne  suffi- 
raient pas  pour  nous  rassurer  sur  les  conséquences  de 
ces  vai  iations,  et  ne  sauraient  rien  nous  apprendre  sur 
leur  marche.  G’eSt  donc  à la  théorie  seide  qu’il  était 
réservé  d’éclairer  cette  grande  question,  et  M.  Poisson 
est  le  ])remier  cpii  l’ait  traitée  avec  tout  le  soin  qu<‘ 
son  importance  exigeait. 

Il  a montré,  par  une  savante  analyse,  que  l’action 
du  Soleil  et  de  la  Lune  n’introduisait  dans  l’cxpri-s- 
sion  des  variables  qui  fixent  la  position  de  l’axe  ter- 
restre dans  l’intérieur  du  globe,  aucune  inégalité  à 
longue  période  que  la  suite  des  siècles  puisse  rendn; 
.sensible,  même  lorsqu’on  a égard  à la  seconde  puis- 
sance des  forces  perturbatrices.  Il  en  est  de  même  de 
l’expression  de  la  viti-sse  de  rotation  de  la  Terie  au- 
tour de  cet  axe.  Il  en  résidte  que  cette  vitesse  est  con- 
stante, et  (pu;  les  p(’)les  de  rotation  et  l’é'cpiatc'ur  ter- 
restre sont  inaltérables  à la  surface  de  la  Terre. 

Nous  confirmerons,  d’une  manière  nouvelle,  ces 
deux  résultats  importants;  nous  (‘xaminerons  ensuite 
les  mouvements  de  l’axe  terrestre  par  rapport  aux 
étoiles,  et  nous  déduirons  des  formules  exposé-es  dans 
le  chapitre  précédent,  les  équations  très-simph's  d’où 
dé[)eudent  les  lois  de  sa  nutation  et  de  la  précessioii 
des  écpiinoxes. 

La  durée  de  l’année,  qui  se  mesure  par  le  retour 
du  Soleil  au  même  écpiinoxe  ou  au  même  solstice,  se- 
rait constante  si  le  mouvement  des  (‘quinoxc'sétait  uni- 
forme, mais  ses  inégalités  doivent  la  faii  e varier  dans 
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les  différents  siècles.  Cette  longueur  est  plus  courte 
lorsque  le  mouvement  s’accélère;  c’est  ce  qui  arrive 
actuellement,  et  la  durée  de  l'année  tropique  est  de 
nos  jours  moindre  d’environ  10"  qu’au  temps  tl’Hip- 
panjue.  La  même  cau.se,  jointe  aux  variations  de 
l’obliquité  d<‘  l’écliptitpie  et  de  la  précession  des  érpii- 
noxes,  introduit  des  inégalités  dans  la  durée  du  jour 
moyen  solaire,  et  leur  détermination  serait  impor- 
tante si  elles  pouvaient  devenir  sensibles,  j)arce  que 
toutes  les  Tables  astronomiques  étant  calculées  dans 
riiviiotbèse  d’un  jour  moyen  constant,  les  longitudes 
<‘t  les  latitudes  qu’on  eti  déduirait  ne  s’accorderaient 
bientôt  plus  avec  celles  cpii  résultent  de  l’oJjservation 
directe.  Il  était  donc  important  de  s’assurer  par  la 
théorie  de  l’invariabilité  du  jour  moyen  solaire,  et 
nous  verrons,  en  effet,  que  ces  inégalités  ne  s’élevant 
pas  à quelques  secondes  en  plusieurs  millions  de.  siè- 
cles, leur  considération  est  à peu  prés  inutile  aux  as- 
tronomes. 

Enfin,  pour  compléter  l’exposition  analytique  des 
|)hénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation,  nous 
réduirons  en  nombres  les  formules  qui  les  détermi- 
nent, en  employant  les  données  les  plus  exactes  que 
nous  ayons  sur  les  masses  des  planètes,  et  nous  les 
comparerons  ensuite  à quelques  observations  ancien- 
nes, qui,  par  leur  accord  avec  les  résultats  de  ces  for- 
mules, montreront  la  précision  de  la  théorie. 

^es  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation 
dépendant  de  la  figure  et  de  la  constitution  du  sphé- 
roïde terrestre,  il  en  résulte  qu’on  peut,  au  moyen  de 
l’observation  de  ces  phénomènes,  établir  le  rapport 
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qui  doit  cxistiM'  entr<‘  les  luis  de  la  densité  et  de  l’el- 
lipticité dos  couches  «le  la  l’erre.  On  verra  «jne  l’ellij)- 
licité  (|ui  en  résulte,  s’accoi'de  trés-hien  avec  celle 
qu'on  a conclue  des  observations  du  pendule  à tlillé- 
rentcs  latitudes  et  des  antres  jdiénoménes  «pii  en  dé- 
pendent. IjCS  lois  de  la  précession  indi(pient  do  plus 
une  iliininution  dans  la  densité  des  couches  du  sphé- 
roïde terrestre,  en  allant  du  centre  à la  surface;  ré- 
sultat qui  s’accorde  avec  les  expériences  de  Oavendish, 
sur  l’attraction  des  inonlagnes,  et  avec  les  principes 
de  l’hydrostatique  qui  exigent  que  si  la  Terre  est  sup- 
posée avoir  été  originaireiuent  fluide,  les  paities  les 
plus  denses  soient  en  même  temps  les  plus  rap|)ro- 
chées  de  son  centre.  L’admirable  concordance  «le  tous 
ces  phénomènes,  si  étrangers  l’un  à l’autre,  montre 
«nidemment  qu’ils  ont  tous  pour  princi{)e  la  mém«‘ 
cause,  et  l'on  doit  la  regarder  comme  la  preuve  la 
plus  irr«'*cusabl«‘  de  la  loi  de  la  pesanteur  univer.selle. 

I."».  Pour  trait«‘r  dans  tonte  sa  généralité  la  qu«‘s- 
li«)U  «lu  mouvement  de  la  Terre  autour  de  sou  c«Milre 
«le  gravité,  n«)Us.supp«)serons  «l’abonl  qu’aucune  forc«* 
accélératrice  ne  trouble  le  mouvement  de  rotation 
résultant  «le  l’impulsion  primitive  qu’elle  a r«'«;ne,  et 
nous  verrons  quelh'S  ont  «lù  être,  dans  ce  cas,  h'S  cir- 
conslanc«‘S  initiales  du  mouvement  pour  que  l«;s  ré- 
sultats de  la  théorie  s’accordent  avec  les  phénomèm-s 
obs«'rvés.  Nous  cousidéix  rons  ensuite  l'action  pert^ir- 
batrice  du  Soleil  et  de  la  Lune,  et  nous  détermine- 
rons les  altérations  qu’elle  «loit  produin-  «lans  les 
monvemenis  «le  l’axe  de  rotation  de  la  Terre,  soit 
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iliiiis  riiitérieur  du  s|)lu‘roï(le,  soit  relativiineiU  aux 
rioilfs. 

liCS  iiilcgi'ak's  (r/j,  ii°5,  s’appliquent  éviilciuineut 
au  cas  que  nous  allons  considérer,  et  les  résultats  qui 
s’y  rapjiortent  pourraient  s’en  tirer  directement;  mais 
il  est  plus  simple  de  les  tléduire  tles  équations  dilTé- 
rentielles  dont  ces  intégrales  dérivent.  Ueprenons 
donc  les  trois  équations  (Pi);  en  faisant  alistraclion 
des  forces  perturbatrices,  c’est-à-dire  en  regardant 
comme  nids  leui’s  seconds  membres,  on  aura 

Ae/p  -P  (C  — \\)cjrdt  = o,  . 

Wdq  ■+■  (-\  — C.)  rpdt  — o,  ( (a) 

Ce/c  -t-  (B  — Aj pqdt  — o.  ^ 

r/axe  instantané  de  rotation  de  la  Terre  s’éloignant 
toujours  très-peu  de  son  troisième  axe  princi|>al, 
comme  les  observations  l’indiquent,  p et  «y  sont  de 
très-petites  quantités  dont  on  peut,  sans  erreur  sen- 
sible, négliger  le  produit  dans  la  dernière  des  équa- 
tions précédentes,  ce  fpii  d’ailleurs  est  d’autant  jilus 
permis,  que  la  figure  de  la  Terre  étant  àtrès-peu  prè.s 
celle  d’un  sphéroïde  de  révolution,  la  différence  B — A 
des  deux  moments  d’inertie  B et  est  aussi  1111*0  fort 
petite  cpiantité.  Cette  éf[uation  se  réduit  ainsi  à rf/’==:o; 
d’où  l’on  tire  r = n,  étant  une  constante  qui  repré- 
sente la  vitesse  moyenne  angulaire  de  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  troisième  axe  princi[)al.  Si  l’on 
substitue  cette  valeur  dans  les  deux  premières  éipia- 
tions  (a),  on  aura 

\(fp  -t-  (C  — B)  nqdt  = o,  Vtdff  -f-  ( A — C)  iipdt  = o. 
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On  satisfait  à ces  déux  équations  (n°  54,  livre  I)  en 

[irenaut 

p=K  sin  [n't  + /'),  (j  = /K  cos{n't  -h  /'), 


K.  et  /'  étant  deux  constantes  arl>jtraires,et  n'  et  / deux 
«jnantités  données  par  les  équations 


A)(C-B) 
AB  ’ 


V (B-C)B 


Déterminons  les  monvenients  de  l’axe  de  rotation 
«lans  l’espace.  La  seconde  des  éqtnrtions  («)  du  n”  I 
donne 

do 

— = qsmf  - pcosf. 


dO 

dt 


Si  l’on  néglige,  comme  yons  le  faisons,  les  quantités 
très-petites  du  second  ordre,  par  rapport  à ^ et  à q, 
il  suffira  de  substituer  pour  ip,  dans  cette  équation,  sa 
valeur  indépendante  de  ces  quantités.  La  première  des 
équations  (fl)  donne,  dans  ce  cas,  = «<//,  et  par 
conséquent  ip  = -t-  /,  l étant  une  constante  arbi- 

traire. L’équation  précédente,  en  y mettant  pour  p et  q 
leurs  valeurs,  deviendra  donc  (n“54-,  livre  II) 

= / 4- /')-(-  -(.--itlj  sin  (n/  — 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 


= /M- 


2 («  -h  n'  ) 


cos  {nt  + h’  l -h  /-(-/')  — 


K (■+>•) 

2 («  — ri'  ) 


cos(«^ — — /'  I, 


h étant  une  constante  arbitraire. 

H suit  de  cette  analyse  que,  si  la  constante  K avait 
une  vareur  sensible,  les  pôles  feraient  à la  surface  de 
la  Terre  des  oscillations  d’une  étendue  arbitraire, 
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dont  la  période  d(‘[)endrait  des  moments  d'inertie  <lil 
sjiliéroïde  terrestre,  et  serait,  d’a[)iès  les  données  que 
l’on  a Mir  les  valeurs  de  A,  lî,  C,  d’environ  deux  an- 
né(“s.  L’angle  ô changerait  aussi  de  valeur  durant  cet 
espace  de  temps;  il  aurait  de  [dus  »les  inégalités  dé- 
pendantes de  l’angle  7U,  c’est-à-dire  (pi’il  varierait 
même  dans  le  court  intervalle  d’une  journée;  or  les 
ol)s<‘rvations  les  plus  précises  n’ayant  jamais  fait  ap<'r- 
cevoir,  dans  la  hauteur  du  pôle,  aucune  variation  de 
ce  genre,  il  en  faut  conclure  que  K est  insensible,  et 
tpie,  par  consé([uent,  on  [leut  supj)oser  rpie  les  oscil- 
lations de  l’axe  terrestre  qui  dépendent  de  l’état  ini- 
tial du  mouvement,  sont  depuis  longtem[)s  anéanties, 
et  cpi’il  ne  subsiste  maintenant  <pie  celles  qui  ont  une 
cause  perftianente. 

14.  Comme  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées 
(n"  54,  livre  I)  pour  p et  r/,  ne  sont  ([u’approchées,  il 
pourrait  rester  quelque  doute  sur  l’exactitude  du  ré- 
sultat [irécédent;  mais  il  est  facile  de  la  démontrer 
d’une  manière  tout  à fait  rigoureuse  par  les  considé- 
rations suivantes.  En  intégrant  directement  les  équa- 
tions (a),  nous  avons  ôbtenu  (n"55,  livre  I ) ces  deux 
intégrales, 

-f-  R y"  -E  C ^ * -+-  D'^  f + C"  /•"  = A ’ . 

Si,  après  avoir  multiplié  la  première  par  C,  on  la  it- 
Iranche  de  la  seconde,  on  aura 

A (C  A ) + R (C  - B ) f = jy,  • ( m) 
en  re[»résentant,  pour  abréger,  par  D“  la  cpiantité 
constante  C/i  — A“. 

On  voit  par  cette  ét|uation  <pie,  si  les  valeurs  de  /> 

'j. 
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(•I  (j  sont  supjxtstVs  (l'fs-peliU's  à tiii  inslaiit  (jiit'lcon- 
<|iie,  la  fonstaiili;  du  si-cond  nuMidjrc  sera  aussi  très- 
jH-litc;  les  <jiiantités  />  cl  <j  (U'im  uivront  donc  toujours 
peu  considéiahles,  piiis<pie  chacune  d’(‘ll(>s  sera  moin- 
dre que  la  constante  l).  l*ar  consécpient,  si  ces  quan- 
tités n’ont  (jue  d(îs  valeurs  inappréciables,  comme  cela 
a lien  à l’époque  où  nous  sommes,  on  pinit  être  assuré 
qu’elles  resteront  éternellement  insensibles;  on  aura, 
dans  tons  les  temps, 

I)  ^ D 

P < — . 7 < 1) 

SA{C  — \)  ' It) 

<‘t  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  coïncidera  toujours  à 
très-peu  près  avec  son  troisième  axe  principal. 

Ce  résultat  suppose  tous  les  terim  s dfl  premier 
membre  de  l’éipiation (;«  )de  même  signe,  ce  qui  exige 
(pic  C soit  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des  moments 
d'inertie  ndatifs  aux  axes  principaux  qui  se  croisent 
au  centre  d(‘  gravité  du  corps.  C’est,  en  effet,  ce  qui  a 
lieu  pour  la  Terre,  sti  figure  étant  celje  d’un  sphéroiih' 
aplati  vers  ses  pi'iles,  l’axe  autour  duquel  elle  semble 
tourner,  à trés-jieu  jirès,  est  le- plus  petit  de  ses  trois 
axes  princijiaux,  et,  [>ar  consiapient,  celui  auquel  se 
rapporte  le  plus  grand  moiiient  d’inertie.  Dans  le  cas 
contraire,  on  ne  [jourrait  rien  conclure  de  l’équa- 
tion (;«)  relativement  aux  quantités  p et  7;  mais  du 
voit  aussi  (ju’alors  les  sinus  et.cosinus  qucx renferment 
les  valeurs  de  p et  7,  se  changent  en  exponentielles; 
elles  pourraient  donc  croître  indéfiniment  avec  le 
temjis,  et  l’équilibre  du  globe  terrestre  en  serait  à la 
longue  entièrement  bouleversé. 
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Nous  ii’aiirnns  donc  i>lus  à nous  occuper  flésormais 
que  de  l’actiou  «les  f«)rces  perturbatrices  sur  le  sphé- 
roïde lerresiro.  Nous  examinerons  dans  les  chapitres 
suivants  leur  innucnce  sur  les  dé[>lacements  des  pôles 
H la  STirface  de  la  Terre,  sur  les  varialions  de  sa  vitesse 
de  rotation,  et  enfin  sur  les  mouvements  de  ses  ax(‘s 
principaux  autour  du  centre  de  gravite.  Ces  diflé- 
rentes  questions  reufermeut  des  résultats  extrêmement 
importants  pour  la  théorie  du  .système  du  moudi'.  Des 
tleux  jiremièrcs  dépendent  la  permanence  des  latitudes 
géographifpies;  l’invariahilifé  du  jour  sidéral,  cette 
donnée  si  précieuse  pour  tous  J,es  calculs  astronomi- 
ques; enfin  la  stabilité  même  de  l’univers.  La  dernière 
comprend  tous  les  phénomènes  relatifs  aux  mouve- 
meuts  de  l'équateur  par  rap|)ort  aux  étoiles,  c'est-a- 
dire  la  précessiun  des  écpiinoxesct  la  nutation  de  l’axe 
de  rotation  de  la  Terre.  Ou  verra  la  solutioii  de  ces 
questions,  qui  avait  exigé  ju.squ'ici  tous  les  efforts  de 
l’analyse  la  jjIus  compliquée,  résulter,  de  la  manièrr 
la  plus  simple  et  la  plus  conqilète,  d<’S  formules  géné- 
rales que  nous  avons  dévojo|)pées  dans  le  chapitre 
précédent.  Ces  formules,  comme  nous  l’avons  dit, 
s’appliquent  également  au  mouvement  de  la  [.une, 
troublé  par  l’action  de  la  Terre;  mais  les  conséipiences 
que  nous  allons  eu  tirer  ne  doivent  pas  s’étendre  à cet 
asUe,  à cause  du  rapport  comnuiusurahle  ipii  existe 
entre  le  moyen  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  et 
le  moyeu  mouvement  du  centre  de  la  force  perturba» 
fri  ce. 
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Iti.  Nous  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre  fpie, 
sans  l’action  tlu  Soleil  et  de  la  Lune,  la  Terre  tour- 
nerait rigoureusement  autour  de  son  troisième  axe 
principal,  en  sorte  ((ue  les  écarts  de  l’axe  instantané 
de  rotation  ne  peuvent  être  attribués  (pi’à  l’action 
des  forces  perturbatrices.  Cette  hypothèse  est  fondée 
sur  les  résultats  du  chapitre  précédent^  où  nous  avons 
démontré  que  les  oscillations  de  l’axe  de  rotation  de 
la  Terre,  dues  à l’état  initial  du  mouvement,  demeure- 
Kont  toujours  insensibles. 

Tl  suit  de  là  que  les  quantités  p et  q sont  de 
l’ordre  des  forces  perturbatrices,  puisque  la  fonction 

— W'  ^ qui  exprime  le  sinus  île  l’angle  formé 

par  l'axe  instantané  avec  le  troisième  axe  principal, 
doit  être  nulle  en  même  temps  cju’elles.  Ia>  déplace- 
ment des  pôles  à la  siirface  de  la  Terre  dépcnilra  des 
valeurs  finies  de  ces  deux  quantités,  et  -il  s’agira 
d’examiner  avec  soin  les  différentes  inégalités  aux- 
quell(»s  elles  peuvent  être  assujetties  en  vertu  de  l'ac- 
tion des  forces  pertuihatrices,  pour  s'assurer  qu'il 
n'en  existe  aiinme  que  l'intégration  puisse  reudieap- 
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prcciahic,  et  (|iic  les  pùles,  par  coiisécpieiil,  denieii- 
reronl  dans  tons  les  temps  invarialdcs  à la  surface  du 
globe,  comme  ils  le  sont  aujr)urddiui. 

Cela  posé,  la  troisième  des  etpialious  (C),  n" ‘2  , 
donne  eu  riiilégraul  et  en  négligeant  les  fpiautités  de 
l'ordre  des  forces  |ierturbatrices,  r=ii.  La  constante 
n exprime  aux  tpiautilés.du  premier  ordre  la  vitesse 
de  rotation  de  la  Terre,  car  cette  vitesse  est'égalo  à 
\p^-+-  0^  + (l'*i  ne  difl’ére  de  r (pi’anx  (|uantités 

près  du  second  ordre. 

Ta-s  deux  dernièj'es  équations  (rt),  n“  I,  montrent 
que  les  différentielles  dO  et  d<^  sont  de  même  ordre 
-que  P et  q,  les  angles  0 et sont  donc  constants  quand 
on  néglige  les  quantités  du  premier  ordre.  Dans  ce 
cas,  la  premièn^  de  ces  trois  é(ptations  se  léduit  à 
df  = ndt,  (Toii  Ton  tire  = nt  -+■  c,  c étant  une 
constante  arbitraire. 

Ia‘s  équations  (o),  n”  5'i,  livre  I,  ([ni  déterminent 
la  position  de  réf[uateur  par  rapport  au  plan  [)rinci- 
pal  de  projection,  ou  aa  plan  c[ui  serait  invaiiable 
sans  l’action  des  lorces  perturbatrices,  donnent 


A /? 

sin0,  si ntp,  t=  — -^1  siii0,  cosy,  = 


On  tire  de  là 


ID/ 

/ 


T/angle  0,  nqirésente  l’inclinaison  de  ré([ualeur  sur 
le  plan  principal  de  projection,  cet  angle  est,  comme 
ou  voit,  de  Tordre  des  forces  perturbatrices;  on  pourra 
donc  le  supposea’  nul,  lorsqu'on  néglige  les  quantités 
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lie  cet  ordre,  et  l’on  mira  alors,  n"  Iivn>  1, 

fj  — ^ 

ce  qui  doit  en  effet  résulter  de  la  CQiiicidencc  de  l'é- 
(|ualeur  et  ihi  plan  jirinciiial  do  projeclion 

l(>.  Re[)rtiions  mainlenaiit  réqualion  (/7i)  à hapielle 
nous  sommes  parvenus,  n"  H, 

A (C  - A)/i>  -r-  T‘,(C  - 15)  (f=Ch  - /v’.  J^m) 


Les  deux  termes  du  premier  membre  étant  supposés 
de  même  signe,  ce  qui  a lieu  lorsque  ('.  est  le  plus 
grand  ou  le  plus  jietitcles  trois  moments  d’inertie  du* 
sphéroïde,  chacun  de  ces  termes  est  plus  jielit  que  la 
quantité  qui  forme  le  second  membre,  en  sorte  que 
si,  poui-  abréger,  on  faitC/i  — A^=(C—  A)  (C—  Ii)c", 
on  aura 


P < e 


Sans  l'action  des  forces  perturbatrices,  la  coustaute 
c serait  nulle  ou  tout  à fait  insensible,  n"  J.”;  il  s’agit 
donc  de  prouver  ijuc  Paction  de  ces  forces  n’introduit 
dans  son  expression  aucuni'  inégalité  séculaire  qui 
puisse  devenir  considérable  dans  la  suite  di's  temps, 
et  ipie,  par  conséquent,  les  quantités  p et  q seront 
toujours  insensibles  comme  elles  le  sont  aujoui'd’hui. 

raisons,  pour  abréger,  — - - = fi,  —g — =«,  ce  ipii 


C/l  — /!’ 


donne_e“=  • b"  tliffenmtianl  cette  expression 

et  eu  substituant  pouri//i  et  r/4  h'urs,  valeurs  données 
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parles  formules  ii"  7,  on  aura 


«‘7 


elle  = 


I 

AB  ai) 


Si  l'on  néglige  les  quanlilés  du  second  ordre  par 
rap|)ort  aux  forces  perturbatrices  et  (pi’on  regarde  ^ 
comme  une  fonction  donnée  des  variables  ç,  di,  0,  il 
suffira  dans  l’équation  précédente  de  substituer  dans 
V qui  est  déjà  du  premier  ofdre,  pf)ur  ç,  et  5 leurs 
valeurs  indépendantes  des  forces  peulurbalrici'S.  On 
pourra  donc  mettre  à la  place  de  y,  a‘et  ■/  à la 

place  de  d;  et  0.  Or  on  voit,  d’après  les  valeurs  de  o,  et 
de  (j;,?  df>'*'>ws  n^ôo,  livre  I,  que  la  différence  o,  — d, 
est  égale  à la  constante  g augmentée  d’une  certaine 
fonction  de  q,  r,  h,  A',  et  comme  les  valeurs  de  />, 
ly,  r ne  renferment  aucune  des  trois  constantes  a,  y,  g, 
il  s’ensuit  qu’on  aura 

r/V  _ ^ d\  _ r/V  d\  _ r/V 

d^  ~ 7î^'  H ~ ~d\'  77^  ~ 77Ô' 

D’ailleurs,  en  négligeant  les  forces  perturbatrices,  on 
a y = fit  + c,  par  conséipient 

- d\  _ d\ 
dg  ndt 

Quant  à la  constante  k qui  multijilie  une  rpiantité  du 
premier  ordre  dans  l’écpiation  (;i),  nous  remaripie- 
rons  <pie  si  l’on  néglige  les  quantités  d<^  cet  ordre,  y< 
et  y sont  nuis  et  l’on  a ri^n\  l’écpiation 

A»  =:  A'p' l '.Or- 
donne donc,  dans  ci‘  cas,  A = C/u  l/écpiation  (//)  di'- 
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viendra,  par  la  substitution  de  ces  valeurs, 

eda  = = o,  * 

AI5o6i  \ mit/ 

en  observant  cjue  r/'V  dési{îue,  n®  10,  la  difl'ci-en- 
ticlle  de  V prise  en  ne  faisant  varier  cpie  le  temps  t in- 
troduit par  la  substitution  de  la  valeur  de  9,  c’est-à- 
dire  qu’aiitant  qu’il  est  multiplié  par  la  constante  », 
puisque  l’on  peut  dans  cette  première  approximation 
regarder  les  angles  et  6 comme  des  constantes. 

La  quantité  e est  donc  constante  tant  qu’on  n’a 
égard  qu’à  la  première  puissance  des  fbiccs  pertur- 
batrices, voyons  maintenant  ce  que  devient  la  varia - 
tif)n  de  e lorsque  l’on  considère  le  carré  de  ces  forces. 
Dans  ce  cas  il  faut  dans  l’équation  {//)  substituer 
Cm  4-  âkk  la  place  de  X:  et  V -H  c?  V à la  place  de  V, 
o'A'  désignant  tine  quantité  du  premier  ordre  et  <?V 
une  quantité  du  deuxième.  On  aura  ainsi,  en  négli- 
geant les  quantités  du  troisième  ordre, 

ede  = -r^—f  (cr/'.o'V  — Cndt  — âkdt'^\  ( p) 

Nous  avons  trouvé,  n“  11,  en  négligeant  les  quan- 
tités d’un  ordre  supérieur  au  second, 

-V*  •>;  . ^ ^ ■> 

uV  = -yr  C h + — 0 l -t-  3 A -i-  — 0 g ■+■  --  ox  -t  -T-  oy- 

dh  dl  dk  dg  rfa  f/7 

Pour  former  la  différentielle  d' ,ù\,  il  faut,  numéro 
cité,  différentiel’  seulemcnLpar  rapport  au  temps  t 
contenu  dans  les  valeurs  des  variables  çp,  5,  les 
différences  partielles  île  V’  qui  nndtiplient  les  varia- 
tions r}h,  âl^  etc.  Or,  dans  les  dilïérences  partielles 
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de  la  foiiclion  V on  peut  substituer  nt  -u  c à la  place 
de  9 et  regarder  tj;  et  0 comme  constants  ; il  faut  aussi 
avoir  soin,  en  prenant  la  difiérence  partielle  de 
par  rapport  à g,  de  ne  point  faire  varier  la  ([uan- 
titég  introduite  parla  substitution  des  valeurs  det?//, 
ùl,  etc.  Si  l’on  différentie  de  cette  manière  et  si  l’on 

remarque  que  ^ on  aura  évidemment 


'tg 

d.o\ 

<ls 


mit 
d.3V 


mit  ndt 


L’équation  (^),  en  substituant  pour  cî'A'  sa  valeur,  n"  7, 
donnera  donc  simplement 


ede  — 


lit 


/,,« 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

e^^const-^p-^  | 

l.a  différentielle^  ou  ne  renferme  que  des  ter- 

mes  dépendants  de  l’angle  ç on  du  mouvement  diurne 
de  la  Terre;  elle  ne  contient  par  consr'quent  aucune 
inégalité  susceptible  de  croître  par  l’intégration,  puis- 
que l’observation  montre  que  toutes  les  inégalités  dé- 
pendantes dn  mouvement  diurne  qui  peuvent  exister 
dans  la  position  de  l’axe  terrestre,  sont  absolument  in- 
sensibles. Il  suit  de  là  que  tous  les  termes  de  l’expression 

de  y' dl  demeurent,  après  l’intégration,  du  même 

ordre  que  les  termes  correspondants  de  la  différentielle 

et.  l’on  en  peut  conclure  <pie,  si  la  quantité 


dt 


dS 


Digilizÿ  by  Coogle 


29.0 


THÉORIE  ANAT  YTIOIJE 


[/-OT 


mifcMine  des  inégalités  séculaires,  elles 


sont  nécessairement  de  l’ordre  dn  carré  des  forces 
perturbatrices. 

En  effet,  considérons  »lans  l’expression  de  V deux 
termes  dépend. mis  dn  même  argument  /ç,  on  aura 


Y=  II  cos  -h  Jl  -h  l)  — H'cos  (if  4-  f't  -+-  /'). 


En  dilférentiant  j)ar  rapport  à o et  intégrant  l’expres- 
sion résnllante  en  supposant  en  conclura 


/■'■m 


; 9 cos (f If -f-/' /+/'), 


et  il  en  résultera  dans 
forme, 


nn  terme  de  celte 


iin'i 


>'<+/)  {in+f) 


•T>,COs[(/'-y)/-f- /'-/], 


inégalité  indépendante  de  l’angle  œ,  mais  de  l’ordre 
dn  carré  des  forces  perturbatrices,  puisque  les  quan- 
tités H et  II'  sont  siq)posées  de  l'orilre  de  ces  forces 
et  qu’elles  n’augmentent  pas  par  les  diviseurs  in->rj^ 
et  ÎII  + f que  l’intégration  leur  fait  acquérii'. 

La  quantité  ne  peut  donc  reHicrmer  aucun  terme 
croissant  comme  le  temps  t,  ni  aucune  inégalité  pé- 
rujdique  ou  séculaire  susceptible  de  s’abaisser  au  jua'- 
inier  ordre;  on  peut  donc  la  regarder  comme  une 
(piantité  rigourensement  constante  lorsqu’on  fait  abs- 
traction des  ([uanlilés  du  second  ordre;  il  résulte 
d’ailleurs  de  l’é(|ualion  (m)que  quelques  variations 
qu’é|uouvenl  dans  la  suite  des  siècles  les  valeurs  ile 
pet  q,  ces  quantités  resteront  dn  même  ordre  «pu;  e; 
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elles  clonu'iiroront  donc  lonjoiirs  de  l’ordre  des  lorces 
perturbatrices  et,  par  cf)iisé(jiient,  insensibles  comiiie 
elles  le  sont  anjoiird’bni. 

17.  Nous  avons  luonliv,  dans  le  n“  lô,  (|ue  la  po- 
sition de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre,  dans  l’intérienr 
dn  globe,  n'est  soumise  à ancnne  inégalité  périodique 
que  les  observations  les  plus  précises  aient  pu  rendre 
sensible;  nous  venons  de  voir  qu’elle  n’est  affectée 
non  plnsd’ancnne  inégalité  séculaire  susceptible  d’ac- 
quérir une  valeur  considérable,  d’oii  il  lésulte  généra- 
lement qu’elle  ne  peut  être  sujette  à aucune  espèce  de 
variation  «pi’iin  intervalle  plus  ou  moins  long  puisse 
rendre  ap[>réciable. 

, Concluons  donc  que  l’axe  de  rotation  de  la  Terre 
co’incidera  toujours  à très-peu  près  avec  son  troisième 
axe  [)rincipal,  et  que  les  pôles  et  l’écpiateur  répon- 
dront dans  tous  les  temps  aux  mêmes  points  de  sa 
surface.  Si  cette  coïncidence  n’a  pas  rigoureusement 
lien,  ou  est  assuré  du  moins  que  les  oscillations  de 
l’axe  de  rotation,  autour  du  troisième  axe  principal, 
seront  toujours  insensibles  aux  observations  les  plus 
précises,  et  l’on  a calculé  en  eflet,  d’après  les  données 
«pj’on  j>eut  avoir  sur  la  constitution  du  sphéroïde  tei- 
restre,  qu’elles  ne  s’élèveraient  pas  à nu  dixiènie  de 
secoiule  sexagésimale  en  plusieurs  millions  de  siècles. 

18.  Considé  rons  maintenant  la  vitesse  de  rotation 
de  la  Terre.  Si  Ton  nomme  p cette  vitesse,  Jpdl  sera 
le  nombre  de  degrés  (pie  décrit  dans  le  temps  / Tuu 
quelcoiupie  des  méridiens  dn  sphéroïde  terrestre;  il 
en  résulte  cpie  si  o contenait  un  terme  proportionnel 


Digilized  by  Coogle 


229 


ÏHh'ORIK  .\^AI.Y^IQL:|•; 

an  temps  f,  rinté^rale  / pf/i  en  renfermerait  un  crois- 
sant comme  le  carre  du  temps,  cl  la  durée  du  jour  eu 
serait  à la  loiigm\sensihlement  altérée. 

Il  est  donc  extrêmement  important  d’examiner,  avec 
le  plus  grand  soin,  la  valeur  de  dp  et  de  démontrer 
qu’elle  lie  renferme  aucune  inégalité  séculaire  suscep- 
tible de  s’aliaisser -au  premier  ordre,  par  la  double  in- 
tégration que  subit  cette  quantité  dans  l’expression 
/ dt  f dp.  On  a,  par  ce  qui  précède, 

P = + 7»  -t-  r\ 

Nous  venons  de  voir  que  />  et  <7  n’auront  jamais  de  va- 
leurs appréciables;  la  vitesse  angulaire  de  rotation  «le 
la  Terre  sera  donc  toujours,  à très-peu  près,  égale  à /> 
et  si  elle  subit  quelques  altérations,  elles  ne  provien- 
dront que  des  variations  auxquelles  cette  quantité 
peut  être  assujettie.  Ntnis  allons  donc  examiner 
qiudles  sont  les  inégalités  que  doit  contenir  l’expres- 
sion de  r. 

Reprenons,  pour  cela,  l’équation 
A -f-  B «7“  -t-  C /■“  = //. 

Si  l’on  diflérentie  cette  équation,  en  y faisant  variera 
la  fois  les  variables  et  les  constantes  qu’elle  renferme, 
on  en  tirera 

Apdp  ])(jd(/  -4-  Crdr=  ^dh.  [q] 

Si  l’on  néglige  les  quantités  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  forces  perturbatrices,  les  différentielles  dp., 
dq,  dr  étant  déjà  «lu  premier  ordre,  ou  pourra,  dans 
cette  équation,  supprimer  les  deux  |uemiei-s  l«■rmcs, 
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puisque  p el  (j  sont  de  l’ordre  des  forces  perturba- 
trices, faire  r=n  dans  la  troisième,  et  substituer 
pour  dh  sa  valeur  douuée  [)ar  la  loruude  {l)y  u®  10. 
Ou  aura  ainsi 

(r) 

et  dans  le  second  membre,  il  faudra  mettre  nt  + ck 
la  place  de  <p  et  regarder  et  6 comme  des  cousiaules. 

.Si  l’on  suppose  donc  la  fouclion  V développée  eu  série 
fie  sinus  et  de;  cosinus  d«’S  multiples  de  l’augle  <f  ou  de 
l’angle  nt  -t-  c,  les  ternies  du  développc'inent  qui  ne  le 
renfermeront  pas,  disparaîtroul  par  la  différentiation 

daus^^i  la,  valeur  dr  ne  contiendra  donc  une  des 

'termes  périoditpies  dépendants  de  l’angle  nt  -i-  c,  et, 
par  conséquf'ut,  l’expression  de  r ne  renfermera  que 
des  inégalités  dont  la  période  sera  d’un  jour  ou  d’un 
sous-mulfiple  du  jour,  inégalités  qui  resteront  toujours 
insensibles  et  de  l’ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisque  l’observation  la  plus  attentive  ne  laisse  aper- 
«;evoir  aucune  variation  journalière  dans  la  vitesse  de 
rotation  du  globe. 

19.  \ oyons  maintenant  quelles  sont  les  inégalités 
qui  peuvent  résulter,  dans  l’ex|)ression  de  la  vitesse  r, 
de  la  considération  des  quantités  dépendantes  du  carré 
des  forces  perturbatrices.  De  l’équation  (ry),  on  lire 

Ç.rdr  = ^ dli  — ^ i/ ( ,\  y;  “ -t- 

.Si  l’on  substitue  da'ns  celte  équation  n + c?/  à la 
place  de  r,  o'r  étant  une  quantité  du  |)remier  ordre 
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déterminée  pai'  l'inlégi  ation  de  l’équation  /•),  on 


aura 


iCn  aC« 


4 


Kxnmiiions  successivement  les  diffénMites  inégalités 
([UC  peut  renrermer  cliacnn  des  termes  de  la  valeur 
de  r/c,  en  rejelant  tonies  celles  <jni  dépendront  de 
l’angle  nt  c , puisque  nous  somnu's  assurés  d’a- 
vance (jn’elles  ne  peuvent  devenir  sensibles.  , 

Pour  que  l’angle  nt  -i-  c puisse  disparaître  dans  le 
])remier  terme  de  cette  valeur,  il  faut  combiner  en- 
semble l<*s  termes  de  ses  deux  facteurs  qui  reijfer- 
inent  le  même  multiple  tle  cet  angle.  Or  si,  dans 
l’expression  de  la  fonction  V développée  en  séi  ie  de^ 
cosinus  d’angles  ])roj)ortionnels  à tp,  on  considère 
deux  termes  dépendants  du  même  multiple  /f,  on 
aura 


V = Tl  cos(/ç  -h/l  + g)  + II'  cos(/ç  -h/'t  h-  g'), 

« 

11,  g,  g'  étant  des  constantes  arbitraires  dont 

les  (b'iix  premières  sont  de  l’oidre  des  forces  pia  tur- 
balrices.  Si  l’on  substitue  rit  ^ c à la  place  de  9,  on 
aitra 

fl' \ — — intUM  üiii  [int  -i-  ic  -h  fl  -t-  g) 

— indtW  sin(b(/  -h  if:  h-J't-h  g'), 

f V = Il  cos(m/  + ic  -hji  -4-  g) 

-4-  H'cos(///<  Ti-  ic  -4-  f't  -t-  g'). 

•Si  l'on  combine  ensemble  ces  deux  expressions. 
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i/\'  f/V 


'^sinR  r- 

,7„  4-/)  (/„  -|_/')  J s O I 


011  rojolaiit  tous  los  termes  (lépemlaiils  de  l’au^lr 
a///  -t-  2C  dont  la  période  est  à jicu  près  d’un 
demi-jour. 

I,(‘s  deux  termes  epu'  nous  avons  considérés  dans 
V,  produiront  donc,  dans  la  valeur  de //r,  le  terme 


(Ir 


tilt' .’(/'-/)>// 

2 On  (in  -+-/)  (in  -h/') 


si"[(/'-/)M-  g'- 


O I» 


ipii  n’est  ])as  susce[)tible  de  s’abaisser  au  preini«“r 
ordre  dans  la  valeur  de  r;  car  en  l’intégrant  on  a 


nir  i» 

2 C-  «•(/«  j (in  +/'  ) 


«■os[(/-/)<-t-g'-g], 


({uantité  du  second  ordre,  puiscpie  II  et  II'  sont  du 
premier. 

I>e  premier  terme  de  la  valeur  de  dr  ne  produit 
donc,  dans  la  vitesse  r,  aucune  inégalité  du  premier 
ordre  indépendante  de  l’angle  nt  -h  c. 

Nous  avons  fait  voir,  n”  11,  que  tous  les  t<‘rines 
de  la  valeur  de  dh  pouvaient  être  mis  sous  celle 
forme  : 


Soit  11  cos(/n/'-l-i'f-f-y  <+g)  un  terme  quelcompic  du 
développement  île  ]\I,  et  soit  H' cos(/n<-t-/c-ty '/-f-g') 
le  terme  du  dévelopjiement  de  N ipii  contient  le 
même  multiple  de  l’angle  ni  -h  c.  On  aura,  en  vertu 
II. 
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de  f(‘s  (leux  tenues  seulement, 


il'  (M/N^/r— 


\\\\'J{f  ~f)r.rit 


cos[( /•'-/)/  l-  Jf], 


eu  rt'jetant  l’inégalité  périodique  dépendante  de  l’an- 
gle 2 int  2 ic. 

Il  en  résultera  dans  la  valeur  do  ih\  le  terme 


"««[(/'-/)  ^ + 8'-  g]  » 


et  en  intégrant,  on  aura 
1111'/ 


2 G {in  -H /)  [in  '+/'  / V + o ] » 


iptantité  du  même  ordre  que  le  produit  1111'. 

Enfin  le  dernier  terme  de  la  valeur  de  <7r  étant  une 
dilférentielle  exacte,  on  aura,  en  l’inlégrànl, 

r — — 


([iiantité  du  second  ordre,  puisque  p et  cj  sont  du 
pnanier. 


20.  On  peut  conclure  de  ce  (pii  précède,  que  si 
l’on  néglige  les  quantilés  du  second  ordre,  par  rap- 
port aux  forces  perturbatrices,  l’expression  de  r ne 
contiendra  rpie  des  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes de  l’angle  ni  -h  c ei  de  ses  mulliplcs  : de  sorte 
que  si  sa  valeur  rigoureuse!  renfi'i  ine  des  termes  mul- 
tipliés par  les  sinus  ou  les  cosinus  d’angles  croissant 
avec  une  grande  lenteur,  leurs  coefficients  seront  au 
moins  du  second  ordre.  La  vitesse  de  rotation  de  la 
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l'eiTC  ii’éproiivcra  donc,  dans  la  suite  des  temps,  que 
des  variations  du  même  ordre,  et  l’on  pourra  toujours 
regariler  son  mouvement  eommo  uni(orine.  En  eflel , 
la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe 
instantané  étant  (11°  î),  v/^'’ + 7* -U  , Tiulégrale 

J'dt  \ p'‘ -h  (f  + exprimera  le  nombre  de  degrés 

décrits  par  la  Terre,  dans  un  temps  quelconque  et 
si  Ton  développe  le  radical  suiv.mt  les  ])uissances  de 
/>  et  7,  on  aura 

I dt  rdt-^-'-J'^dt-h^  Ç ' 

Ur  les  inégalités  séculaires  que  renlerme  / étant  toutes 
du  second  ordre,  il  s’ensuit  qu’elles  ne  peuvent 
s'abaisser  qu’au  premier  dans  la  valeur  de  l’intégrale 
Jrtit.  De  inèine,  puisque  les  inégalités  que  coulien- 
uent  P et  7,  sont  toutes  de  Tordre  des  forces  pertui  ba- 

Irici'S,  comme  nous  l’avons  démontré  n"  1(>,  si  — et  — 

r r 

renferment  des  inégalités  séculaires,  elles  sont  du 
second  ordre  et  ne  pourront  s’abaisser  qu’au  premier 

dans  les  inlégralc's  ^ 

Les  inégalités  sécidair/'s  dont  peut  être  affecté  le 
iiiouvement  de  rotation  de  la  Terre,  sont  donc  toutes 
de  Tordre  des  forces  perturbatrices;  on  peut,  par 
conséquent,  en  faire  abstraction  sans  erreur  sensible 
et  considérer  ce  mouvement  comme  parfaitement  uni- 
forme. 

21.  Concluons  donc,  enfin,  que  l’action  du  Soleil 

.5. 
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el  do  la  laino  sur  le  splîéroïdo  lorrcsirc  no  produira 
jamais  dans  la  position  dos  pôles  à sa  surface  aucun 
déplaceinout  appréciable,  ui  aucune  variation  sen- 
sible dans  la  vitesse  et  dans  ruuiforinité  de  sou  mou- 
vement diurne  de  r»)talion  ; résultats  importants  rpii 
assurent  pour  toujours  la  stabilité  des  latitudes  ter- 
restres, et  l’invariabilité  du  jour  sidéral. 

On  verra,  dans  le  chapitre  .suivant,  que  ces  mêmes 
astres,  qui  sont  impuissants  pour  produire'  aucun  dé- 
rangement dans  la  position  de  l’axe  terrestre  dans 
l’intérieur  du  globe,  font  varier,  au  contraire,  d'une 
manière  très-sensible,  sa  position  dans  l’espace;  en 
sorte  qu’il  ne  correspond  pas,  dans  tous  les  siècles,  ■ 
aux  mêmes  points  ilu  ciel;  d’où  résultent,  comme 
nous  l’avons  dit,  les  phénomènes  de  la  nutation  et  de 
la  procession  des  équinoxes.  On  peut  se  rendre  raison 
de  cette  différence  en  remarquant  que  les  oscillations 
de  l’axe  instantané  de  rotation,  par  rapport  au  troi- 
sième axe  principal  de  la  Terre,  dépendent  simple- 
ment des  quantités  p et  q,  tandis  que  les  mouvements 
de  ce  dernier  axe,  par  rapport  aux  étoiles,  dépendent 
«les  angles  0 et  <|(  «pii  résultent,  comme  on  le  voit  par 
h'S  équatioms  («),  n”  I,  d’une  doul)le  int<'gration  des 
valeurs  différentielles  de  p et  de  q.  On  conçoit  donc 
comment  ces  quantités,  d’abord  insensibles,  peuvent 
ensuite  ilevenir  considérables  par  l«'s  très-petits  «livi- 
seurs  «pie  l’inté'gration  leur  fait  acquérir. 


Digilized  by  Google 


« 


DU  SYSTÈMK  DU  MONDE.  7.29 

CHAPITRE  IV. 

MOUVEMENTS  DE  l’aXE  DE  ROTATlOiN  DE  EA  TERRE 
DANS  I.’eSI'ACE,  OU  NUTATION  DE  e’aXE  TERRESTRE 
ET  PRÉCESSION  UES  ÉQUINOXES. 


2Ü.  A|)iès  nous  être  occupé,  daiis^lo  cLapilrc  pré- 
céilcut,  des  déplacemculs  de  l’axe  de  rolalioii  de  la 
Terre  dans  riutérieui’  du  globe,  nous  allons  défernii- 
ucr,  dans  celui-ci,  les  inouvemeiils  du  même  axe  rela- 
tivement aux  étoiles;  ce  sont  ces  mouvements  qui 
produisent,  comme  on  sait,  les  importants  pliéno- 
mènes  de  In  prccession  et  de  lu  nntution. 

On  peut  employiT,  pour  cette  détei  niination,  soit 
l’intégration  des  formules  du  mouvement  troublé,  soit 
les  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 


Nous  eni[)loierons  la  première  méthode  comme  la  plus 
directe,  et  nous  montrerons  ensuite  comment  les  for- 
mules qui  déterminent  les  mouvements  de  l’axe  de 
rotation  de  la  Terre,  peuvent  se  déduire  des  formules 
générales  (I*),  n*’  7. 

lleprenons  les  trois  équations  (G)  du  n'’2, 


A cl/)  -f-  (G-  — \\)qrdt 

[siTTo  i;üii  + .77)  - J’ 

Wdq  -t-  ( A — G)  pnlt 

= ^^4  S?  (Jt  I’ 

G.^//•  + (H  - ^ />q(ll  = (U 
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Nous  avons  vu,  n”  I,  que  les  angles  0 el  <3^  fixent  la 
position  de  l’équateur  du  corps  dont  ou  considère  le 
mouvement  de  rotation  ; c’est  doue  de  la  détermina- 
lioii  de  ces  deux  angles  que  nous  aurons  spécialement 
à nous  occuper  dans  ce  chapitre.  Ces  angles  sont 
donnés  au  moyen  des  quantités  p et  (j  et  de  l'angle  9, 
siqiposés  connus,  par  les  équations  suivantes  : 

(19  = qdt  sinç:  — piU  cos  9, 

» 

siii6i/(j/  = ijdt  cos 5 -+-  pdt  siny. 

Mais  si  l’on  multiplie  par  siiiç  la  première  des  équa- 
tions (i)  et  qu’on  l’ajoute  à la  seconde  multipliée  par 
cos(^,  qu’on  multiplie  ensuite  les  mêmes  équations, 
la  première  par  cos ç>,  la  seconde  par  siny,  et  fpi’on 
les  retranche  l’une  de  l’autre,  on  trouve  les  deux  sui- 
vantes : 

A dp  sinç  -i-  Iif/7  cos  y -h  rdl  (Ap  sint  — lirj  cosy) 

+ (.,  (,/,//  s, U V -pd(  cosy)  = — ( ---  + cosG  - j , 

Aitj/  rosy  — Itilff  siii y — rilt  [A p cosy  -I-  liy  siriy  ) 
r C,  ( .,dt  cosy  -+-  pdt  Sio  y ) = _ ^ . 

Si  l’on  substitue  pour  qdt  sin^  — pdL  cosy  et. 

cosç -f- yj<//siiifp  leurs  valeurs  données  pai'  les 
équations  (2)  et  cpi’ou  observe  que  n représentant  le 
moyen  mouvement  diuruii  de  la  l’erre,  ou  peut,  lors- 
qu’on néglige  le  carré  des  forces  perturbatrices,  sup- 
poser r—  n dans  les  éipiations  précédentes,  puisque  p 
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<‘t  (f  sont  (l('jà  (11*  l’ortlrc  tlo  cos  forcos,  on  ain;i 


dQ  = 


cos  0 lit  / d V ' 


+ 


dt 


CnsinO\(/Ÿ/  ‘ C«sinO 

d.  ( A !>  sin  ç -1-  B </  ros  y 

- 


id\ 

\7/ï 


(r 


/,.  _ _ _J! _ '/-(A/^cos?  - 

' Cnsin0\t/0/  Ch  si 


B q sin  q ) 
sin  0 


C»‘s  fonmiles  serviront  à ilétorminor  les  valeurs  tlos 
angles  5 et  ij/qni  fixent  la  position  de  l’éqiiatenr  ter- 
ri‘sfro  par  rap|)orl  à nn  plan  fixe  ipielconque , et 
Cüiniiie  elles  ne  renferment  que  les  différentielles  pre- 
mières de  ces  deux  (piantités,  elles  sont  sous  uni' 
forme  très-commode  pour  cette  détermination. 


25.  Avant  d’aller  plus  loin,  il  convient  de  faire 
xoir  comment  les  équations  (3)  [leuvent  s(!  déduiri' 
des  formules  générales  (P),  u"  7,  en  sorte  que  les  lois 
du  mouvc'ment  de  l’axe  terrestre,  soit  dans  l’intérieur 
du  glohe,  soit  dans  l'espace,  se  trouvent  toutes  conte- 
nues dans  la  théorie  de  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires. 

Pour  cela,  observons  que  la  position,  par  rapport  an 
plan  principal  de  projection,  de  Taxe  de  rotation  de  la 
Terre,  ou  du  plan  (pii  lui  est  perpendiculaire  et  (pi’on 
nomme  l’écpiateiir,  dépend  des  deux  angles  5,  et  ij/ , 
dont  run  détermine  l'inclinaison  de  féquateur  sur  le 
plan  [M’incipal  de  projection,  ipii  serait  invariable  sans 
l’action  des  forces  perturbatrices,  et  l’autre  la  longi- 
tude de  son  nœud  comptée  sur  ce  |)lan  à [lartir  d’une 
droite  fixe.  L’angle  ç, détermine  la  longitude  du  même 
lueiid  comptée  sur  ri^uateur.  Lorsque  les  valeurs  des 
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;m»lcs5,  sont  commes,  on  clétermiiio  celles  des 
angles  0,  ij/,  y,  (|ui  se  rapiiortent  à nn  plan  fixe  qiiel- 
con(|ii(“,  an  moyen  des  é([nali«)ns  sni\anles,  dans 
lesquelles  7 représente  l'inclinaison  dn  plan  de  pro- 
jection sur  le  plan  fixe,  et  a l’angle  que  l'orme  l’inter- 
section de  ces  deux  plans  avec  la  droite  d’oi'i  l’on 
compte  l’angle  sur  ce  ilernin'  plan, 


cos(5  = cosycosÇ  — sinysinO,  cossj/,, 
sin  (i[i 

sin(y,-  9)  = 


^ sin  6,  sin 

~ sii'i'o  ’ 


(4) 


Si  II  7 si  II  ij;, 

siiit) 


J.’angle  Ô,  est  dn  même  ordre  que  les  déplacements 
des  pi'iles  à la  surface  de  la  Terre,  11"  15,  et  si  l’on 
fait  abstraction  des  forces  perturbatrices,  on  peut  sup- 
jioser  9=0,  les  trois  équations  (4)  donnent  alors 

9=  y,  ^ = 9 = 0,-^^.  (5) 

Ainsi  donc,  sans  l’action  des  forces  perturbatrices, 

1 inclinaison  de  ré(|uateur  sur  le  plan  fixe  serait  con- 
stante et  la  longitude  ij;  de  son  nœud  serait  inva- 
rialde.  Mais  l’attraction  du  Soleil  (>t  de  la  Lune  sur  le 
sphéroïde  terrestre  fait  varier  d’une  manière  très- 
lente  les  angles  6 et  d/,  et  ce  sont  ces  variations  qui 
constituent  li*  phénomène  de  la  précession  des  équi- 
noxes et  de  la  nutation  de  l’axe  terrestre. 

Dans  les  recherches  qui  ont  pour  objet  la  détermi- 
nation du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  on  a 
coutume  de  négliger  les  carrés  et  les  |uiissances  supé- 
rieures des  lorces  perturbatrices.  Il  suffit,  dans  cr  cas, 
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de  conserver  dans  les  valeurs  de  5 el  de  tj;  les  ternies 
dépendants  de  la  première  puissance  de  ces  forces. 
Or,  puisipie  0^  est  du  premier  ordre,  on  aura  d’abord 
cos5,  = I , et  ensuite,  en  vertu  des  éipiations  (4  ), 

sin  0,  sin  = sin  0^  sin  (ç,  — ç), 
sinS, cosi|;,  = sin  9^  — ç). 

bn  développant  les  seconds  membres  de  ces  équations 
et  substituant  pour  sin9,  sinç>,  et  siii  9,  cosip,  leurs  ^a- 
leurs  n“5r>,  livri*  I,  on  aiu'a 

. ,,  , B 17  sin  V — A/.ICOSW 

siny,  snn|;,  = - --  ^ — » 

lin  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  premières 
éipiations  (4),  elles  deviennent 

- / Bfl  coS(? -f- A/^  sinaX 

cos  7 = cos  Y + sin  Y I l > 

B 1/  sin  Ÿ — A P cos  y 
h sin  0 

La  première  de  ces*expressions,  en  négligeant  les 
ipiantités  du  second  ordre,  peut  s’écrire  ainsi  ; 

cos9  = cos(y  - 

On  aura  donc,  aux  cpiantités  près  du  même  ordre, 

. B (/ cüSy  + A/J  siny 

e = Y - /. > 

,L  = a 4-  A/Mosy 

' 4 sin  6 


siii(ijj  — a)  = 
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On  |)cnt  d’ailleurs  clans  celte  seconde  (''qualion  sidj- 
slitner  siny  à la  place  de  sin5  dans  les  ternu's  mulli- 
pliés  par  p et  cy  cpii  sont  dt'jà  dn  prc'inier  ordre'. 

Nous  avons  vu,  n"  l.'i,  cpie  lorsqu’on  néglige  le 
carré  des  forces  perturbatrices,  on  a 


dV  _ dV  f/V  _ dW  d\ 

du  <■/■{/*  f/ 7 f 1 0 ' dg  d 7 


Que  l’on  substitue  ces  valeurs  et  que  l’on  lasse  de  plus 
k = Cn  dans  les  deux  dernicTCS  lonmdes  (P)  dn  n"  7, 
on  aura 


r/y  = 
da  = 


cm  Odt  / dV\  ^ dt 
C « sin  0 \tl:f  j ' C/l  sin 0 

_ dt  /dV\ 

Cil  siiiO  \f/0  y’ 


formules  c|ui  ont,  sur  celles  du  numéro  cité,  l’avan- 
tage d’employer  la  c|uantité  V sons  la  forme  où  elle  est 
donnc'e  immédiatement,  c’est-à-dire  en  fonction  des 
variables  ç,  et  6. 

Différentions  maintenant  les  expressions  précé- 
dentes de  Q et  c!;,  substituons  ]*our  r/y  et  da  leurs  va- 
leurs, et  faisons  k = Cm  dans  les  termes  qui  sont  du 
premier  ordre  par  raj)port  aux  forces  perturbatrices, 
nous  aurons 

(.«SII10  \dtj  j (.«sinO  \«  I / 

</.(  A// sin  7 -t-  IL/i-osÿ) 

C/< 

. dt  d.[ /\/icmij> — lU/siiiy) 

* O/sinO  \ f/Ô  / Cn  siiiG 
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Ces  expressions  sont  identiques  a%ec  les  équations 
(3)  anxcpielles  nous  sommes  |)ar^enus  direclemenl 
par  la  cousidéralion  des  formides  générales  (jui  déter- 
minent les  mouvements  de  rotation  des  corps  célestes 
autour  de  leur  centre  de  gravité.  Cette  tleruière  mé- 
thoile  est  plus  simple  sans  doute  (pie  celle  ([ui  ccjusiste 
à considérer  d’abord  le  mouv(Muent  de  rotation  (pii 
n’est  troublé  par  l’action  d’aucune lorce  étrangère,  et 
à lain*  varier  ensuite  les  constantes  ([ne  ces  lormules 
renlermenf,  en  déterminant  leurs  variations  confor- 
mément aux  [M'incipes  généraux  de  la  variation  c/es 
constantes  arbitraires  dans  l(*s  problèmes  de  la  Méca- 
nique. Mais  cette  seconde  manière  d’envisager  la 
question  a l’avantage  d’établir  une  analogie  tres- 
remar(]uable  entre  les  formules  du  mouvemeut  de 
tianslation  et  du  mouvement  de  rotation  troublés  jiar 
l’action  des  forces  secondaires  introduites  dans  le 
.système,  et  elle  nous  a .servi  d’.'iilleurs  à démontrer  la 
permanence  des  pôles  à la  surface  de  la  ferre  et  L' in- 
variabilité de  la  vitesse  de  r(jtati(ju  d’une  manière  à 
la  fois  plus  simple  et  jilus  rigoureuse  qu’on  ne  jiour- 
rait  le  faire  [lar  d’antres  méthodes. 

Des  considérations,  jiarticnlièri's  au  mou\c- 
ment  de  la  l’erre,  permettent  d<‘  sinqilificr  consideia- 
blement  les  formules  (3)  (pii  déterminent  à cbaipu; 
instant  la  [uisitioii  d«(  son  é(piatcur.  En  effet,  tous  les 
termes  des  valeurs  de  clB  et  de  sont  insensibles 
en  enx-mémes,  puis([u’ils  sont  de  l’ordre  d('s  forces 
perturbatrices;  mais  il  se  [leut  (pie  (piel([ne.s-nns 
d’('ntre  ('u\  de\iennent  sensibles  dans  les  \aleurs  de  5 
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cl  (|i,  soit  |iarcc  ([ii’ils  s’y  liouvcront  imiltijilics  pai’  le 
tenij)s  t hors  des  si{j;iu‘s  sinus  cl  cosinus,  soit  À cause  des 
pelits  diviseurs  (pie  leur  fera  ac([uérir  rint(*"raliou. 
C’est  donc  à ces  termes  seuls  ([u’il  faut  avoir  égard,  et 
l’on  peut  rejeter  tous  les  autres  des  valeurs  de  dO  et 
de  (/(ji;  or  il  est  évident  que  l’on  doit  supprimer  d’a- 
hord  la  partie  de  ces  valeurs  qui  est  une  diffcrentielle 
exacte,  parce  que  les  termes  qui  la  composent  sont 
encore  après  l'intégration  de  l’ordre  th's  (juautit(‘s  p 
et  (J,  et  par  conséapieiit  iuseiisibles,  comme  on  l’a  vu 
dans  le  chapitre  précé-dent.  Les  formules  (3)  donnent 
simjilement  ainsi  ; 


Ln  sinO  \ a 


Ÿ / Cn  sm  0 \(/-{< / 


d<l^  = — 


dt 


C U sin  0 


Si  l’on  substitue  maintenant  dans  la  fonction  V,  cpii 
est  du  premier  ordre,  à la  place  de  ç sa  valeur  nt  4-  c, 
indépendante  des  forces  perturbatrices,  il  faudra  re- 
jeter des  valeurs  de  dO  et  de  d<]/  tous  les  tonnes  qui 
dépendent  d('s  sinus  et  desco^/nt«  de  cet  angle,  puis- 
(pi’il  n’en  résulterait  dans  5 et  que  th’s  inégalités 
dépendantes  du  mouvement  diurne  de  la  Terre,  et 
ipii,  par  conséquent,  seront  toujours  inappréciables. 
Sujiposous  donc  qu’on  ail  développé  la  fonction  V en 
une  série  de  sinus  et  de  cosinus  de  l’angle  et  de  ses 
midti[)les;  soit  F le  premier  terme  du  développement, 
on  la  partie  indépendante  de  l’angle  9,  ou  pouria 
snlistitner  F à la  place  de  Y dans  les  expressions  pré- 
cédentes de(/5  et  de  (/'ji,  ce  ipii  les  réduit  aux  deux 
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C’est  sous  cette  fornic  reniar([ual)le  par  son  élégance 
et  sa  simplicité,  fpie  M.  Poisson  a présenté  le  premier 
les  tormules  qui  déterminent  les  mouvements  du  |>lau 
de  l’éc[uateur  par  rapport  aux  étoiles.  Il  ne  s’agit  plus 
que  de  développei’  ces  formules  et  do  les  intégrer 
ensuite  pour  en  voir  dériver  tontes  les  lois  de  la 
précession  des  équinoxes  et  de  hi  nulativn  de  l'axe 
terrestre. 


îi.'i.  Pour  développer  les  équations  (G),  reprenons 
la  valeur  de  V du  n”  2,  nous  aurons  V'=  S.V dm,  on, 
en  substituant  pour  V'  sa  valeur  (n"  5,  livi  e 111, 


V = S.- 


Uf/«i 

■ v' f( .r / + Jÿ-xY -h  ’ 


x',y,  z'  étant  les  coordonnées  de  l’astre  L relatives 
aux  trois  axes  principaux  fpii  se  croisent  au  centre;  de 
gravité  de  la  Terre,  sc,  y,  z les  coordf>nnées  de  l’élé- 
ment dm  rapportées  aux  mêmes  axes  ; enfin  le  signe 
intégral  S étant  relatif  à la  molécule  dm  et  à ses 
coordonnées,  et  devant  s’étendre  à la  masse-  entière  du 
globe". 

•Si  élans  cette  expression  eni  fait,  pour  abréger, 


' — r 


.r' 


e>n  aura 


\ = S 


t.  dm _ 

[ /•''  — 9.  ( x.r'  -f-  yy'  H ) -i-  j 
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Los  distances  des  centres  des  forces  pertnrhalrices 
au  centre  de  la  terre  étant  fort  grandes  relativement 
aux  dimensions  de  c<-tte  planète,  il  en  résulte  (pi’on 
peut  rédnin'  la  fonction  V en  une  série  tiès-conver- 
genle,  en  la  dévelopj)ant  suivant  les  puissances  eles- 
cendantes  de  r' . Si  l’on  observe  en  outre  que  les  six 
intégrales  S.Xi/in,  S.j'dm,  S.zdin,  S.xjdin,  S.jrzdm, 
S.jzdm  sont  nnlles  par  les  propriétés  dn  centre  de 
gravité  et  des  axes  principaux,  on  aura,  de  cette 
manière, 

V = S. (lin  — S.i^dm. 

r 1 r'^ 

+ Sx-chn  +j'^S.y-din  -h  z'^S. z^din]. 

Nous  omettons,  comme  on  le  fait  ordinairement, 
les  termes  de  ce  développement  qui  dépendent  du 
prmluit  de  trois  ou  d’un  jilus  grand  nombre  de  di- 
mensions en  x,j,  Z,  lesquels  termes  sont  du  même 
ordre  que  le  cube  et  les  puissances  supérieures  du 

rajiport^»  c’est-à-dire  de  la  parallaxe  de  l’astre  L ; de 

sorte  (pic,  relativement  aux  puissances  de  cette  paral- 
laxe, l’approximation  suivante  est  bornée  au  carré 
inclusivement.  \ 

Nous  avons  désigné  par  A,  15,  G les  trois  moments 
d’inertie  jirincipaux  du  sphéroïde  terrestre,  respecti- 
vement relatifs  aux  axes  des  .r,  des  j et  des  z;  on 
aura  donc 


z‘)  ilm  = A,  S.(x^  + z’)  dm  = B,  S. (a:'  -t-  y‘‘)  dm  = C, 
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(l’on  l’on  liie 


, , n -f-  C — A c 7 I A -4-  C — lî 
S.J:'  «/«=  5 s > ’ t/m  = > 


A 4-  B — c 

S.z^i/m  . 


l«i  fonclion  Y deviendra  donc,  en  y siihstitnant  ces 
valeurs, 

4-  1^,  [x'>  (B  4-  C - A)  4-/’  (A  4-  C - B)  4-  2''  (A  4-  B — C)]. 

Ponr  introduire,  dans  celte  expression,  les  angles 
f,  ij>,  5,  il  faut  transformer  les  coordonnt'es  x' , j' , z' 
de  l’astre  I.,  en  trois  antres  x,  Y,  Z relatives  à d(>saxes 
flx('s.  Nous  prendrons,  pour  plan  fixe  des  x,  v,  le 
plan  de  l’éclipticpie  à une  époque  déterminée;  l’angle 
0 sera,  par  constVpient,  l’inclinaison  variable  de  l’é- 
(pialeur  sur  l’écliptique,  l’angb*  (j>  la  longitude  de  l’in- 
tersection de  ces  deux  plans,  ou  de  la  ligne  mobile  des 
('quinoxes,  et  l’angle  compris  entre  celte  intersection 
et  l’axe  principal  des  x;  on  aura,  par  les  lorimdes 
du  11”  5 1 , livre  P'', 


x'—  (xrosij) — Ysinij»)costp4-  [(xsin  4^  4-  v cos'!|/)cos  0 — zsinOjsin 
_j-'=(vsin >}/  — xcos-})sinç  4-[(xsin\[/  -)-  Ycus\ji)cosO  — zsinO]cosy, 
c'=  (^sin-}  -f- V cnsi|<)sin  0 4-z  cosO. 


Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l’expression 
de  V,  remarcpions  que  le  rayon  vecteur  r'  de  l’astre  L 
doit  être  iiKléjiendant  des  angles  ç>,  5 : les  termes 

<pii  ne  contiendront  que  ce  rayon  vecteur,  disparaî- 
tront donc  dans  les  valeurs  des  dilférences  partielles 
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clo  l;t  fonclion  V rolalivrs  à ces  angles;  on  peut  donc 
les  snppriiiKM-  d’avance  et  donner  à l’expression  de  V 
cette  forme, 

Si  l'on  élève  an  carré  les  valeurs  clex',^',  z',  et  qn’on 
les  substitue  dans  cette  é<piation,  en  faisant,  pour 
abréger, 

x'  — X cosij;  — Y simj;,  y'  = X sim];  + Y costj/, 

et  en  observant  que  la  relation  x'^ 
donne 

x'^  + (y'  cosÔ  — Y sinô)*  = r”  — (y'  sinô  -l-  z cosÔ)“, 


on  aura 


— (y'  cos  0 — 7.  sin  0)  •]  cos  2 <p + a x '(y'  cos  0 — si  n 0]  si  n a f] 


^ ( A -f  B — aC)  (y'  sinO  4-  7 cosO)’. 


11  est  bon  d’observer  qn’on  obtiendrait  idenliqne- 
iiK'nt  là  même  valeur  en  développant  la  fonclion  V 
exprimée  au  moyen  des  coordonnées  x^^  z^,  x[ , 

j-[  , z'  relatives  à des  axes  fixes,  et  en  substituant  en- 
suite à la  ])lac(i  des  coordonnées  jr,,  z,,  leurs  va- 
leurs, 11° 2,  e xprimées  en  coordonnées  relatives  aux 
trois  axes  principaux  du  sphéroïde,  conformément  à 
l’analyse  suivie,  numéro  cité. 

Si  l’on  rejette  les  termes  dépendants  de  l’angle  la 
fonclion  V se  change  dans  la  fonction  que  nous  avons 
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clésigiuH*  par  F ; on  aura  donc  simpleinonl 

F = 4-  li  — aC)  (y'  sin5  -f-  '/  cosO)’. 

Fn  difïércntiant  celle  expression,  on  lormera  les 

valeurs  des  (piani lies  — et  tpii  entrent  dans  les 

l'ormnles  (6);  mais  pour  rendre  possible  l’intégra- 
tion de  ces  formules,  il  sera  nécessaire  d’exprimer  les 
coordonnées  X,  Y,  Z de  l’astre  T^,  en  fonction  du 
temps  t. 

Pour  cela,  nommons  y l’inclinaison  du  plan  de 
l’orbite  (jne  décrit  l’astre  L dans  son  monvemeni  au- 
tour de  la  Terre,  sur  le  plan  des  x,  y ou  sur  l’écli|)licpie 
fixe  ; soient  de  plus  a la  longitude  de  son  nœud  et  e' 
la  longitude  de  la  projection  de  son  rayon  vecteur, 
comptées  sur  le  même  plan  à partir  de  l’axe  des  X ; en 
désignant  par  s'  la  latitude,  on  aura 

X = /'cose'  cosj',  Y = r'  sine'  cosj',  7,  = /-'sinT. 

On  a d’ailleurs  tangi'  = tangy  sin  {v'  — a)  ; en  obser- 
vant donc  que  y est  généralement  un  trés-j)ctit  angle 
dont  on  peut  négliger  les  puissances  supérieures  à la 
seconde,  on  trouvera 

X r=  r'  cosk'  yb  — y’  siti’(p'  — a),  Y = r'  sini<'  y/ 1 --  7’sin’(c'  — a), 
L = r' •)  sin(i>’ — a), 

on  lire  de  là 

x'  = r‘  cos  (e'  -4-  tj/  ) ‘ — 'f  (^'  ~ 

y'  = r'  sin  (e'  4-  if)  \b  — sin'^  (e  — a), 

II.  iT. 


Digitized  by  Google 


?42  JHl'Onil-:  A.N  VLYTIQliK 

et,  nii  inoyoïi  ilc  ccs  vahMirs,  on  h ome 


sin  5 4-  P cos  = sin“  5 sin*  (e'  -t-  (j/  ) 

-!-  2y  sin5  cosô  sin  (e'4-  ij^)  sin  (e'  — a) 

+ y-sin*(e'  — a)  [cos’ 5 — sin’ 6 siir(e'-t- 


Si  l'on  subslilne  celle  valeur  dans  l’expression  de 
F,  qu’on  remplace  ensuite  r'  et  e'  par  leurs  valeurs 
relatives  au  mouvement  elliptique  de  l’astre  L,  et  dé- 
veloppées en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  desmulliples 
de  son  moyen  mouvement  m/,  il  sera  facile  de  réduire 
en  séries  semblables  la  valeurde  F,  et  par  suite  celles 

de  ^ et  de  ; les  exiiressions  différentielles  de  0 et 

f/0  (/^  ‘ 

([;  se  trouveront  donc  développées  en  une  suite  de 
termes  dont  chacun  sera  intégrable  séparément. 


Soient  e l’excentricité  de  l’orbite  de  L et  rt  sa 
moyenne  distance  à la  Terre;  désignons  par  s et  w 
les  longitudes  de  l’époque  et  du  périhélie,  comptées 
de  la  même  origine  que  ; on  aura,  par  les  formules 
du  mouvement  elliptique,  n“24  et  2o,  livre  II, 


rt 


— f’ — C C0s(wr  + £ — w) -<?*  cos  2 (//U~h  € — W 


!•'  = nit  -t-  t -h  7.  c sin  (/iit  -h  i — w)  - r"  sin  2 (hiï  t — u) 
— ^ '/■  sin  2 ( mt  -t-  e — a)  . 


L'excentricité  de  l'orbite  de  L et  son  inclinaison 
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sur  l’écliptiqnc  fixe  (‘tant  toujours  peu  considérables, 
e et  ■'!  sont  de  trés-pc'tites  (piantili's  ; nous  négligerons 
en  consé(|U{‘nce  leurs  troisièmes  puissances  ainsi  (pie 
leurs  produits  de  trois  dimensions.  Nous  observerons, 
de  plus,  que  les  termes  de  la  valeur  de  V,  (pii  dépen- 
dent du  mouvement  de  l’astre  L dans  .son  orbite,  ne 
produisant  dans  les  valeurs  de  0 et  de  t}i  (pu;  d(>s  iné- 
galités périodiques  qui  sont  nécessaiicment  ties-pe- 
tites,  comme  les  observations  rindiquenf,  on  peut 
n’avoir  é-gard  qu’aux  plus  considérables  d’entre  elles; 
en  constVpienee,  nous  ne  considérerons  parmi  ces 
termes  que  ceux  qui  sont  indépendants  de  l’(>xcentri- 
cité  e et  de  l’inclinaison  y.  Cela  po.sé,  il  est  facile  de 
se  convaincre  (pi’il  suffira  de  faire  dans  rexpre.ssion 
de  V, 

3 „ , , 

-7-  = I + - e-  et  U = ml  + £. 
r'‘  2 

On  trouvera  ainsi,  apri’s  avoir  substitué  pour 
siu3 -I- P cos5^  sa  valeur, 

Lt’  1 *■"’  ° ('  ■*'  5 ~ 5 '/’) 

-f-  7 sin  2 6 cos(a-t-‘i  ) -f-  7’  |”rns’6  — ^sin’  0 cos  2 ( a -t-  •}  )J 
— siii’O  COS2  (w/ -i- î -t-ij/)  !■ 


Cette  expri'ssion  conserverait  la  même  forme,  quelque 
fût  le  nombre  des  corps  agissants  du  svsième. 

Nous  admettrons,  conformément  à ce  qu’indiquent 

iG. 
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les  observations,  que  le  Soleil  et  la  Lune  sont  les  seuls 
astres  qui  influent  sur  les  mouvements  de  l’équateur 
terrestre,  et  nous  supposerons  que  l’astre  L,  dont 
nous  venons  de  considérer  l’action,  soit  le  Soleil. 
Mar([uons  respectivement  d’nn  accent  les  lettres  m, 
fl,  e,  y,  a,  e qui  sont  relatives  à cet  astre,  pour  les 
rapporter  à la  Lune  dont  nous  désignerons  la  masse 

V 

par  L'.  Supposons  de  plus,  pour  al  bréger,  ^ = X,  en 

±j 

sorte  que  X désigne  le  rapport  de  l’action  de  la  Lune 
à celle  du  Soleil,  et,  d’après  les  formides  du  mou- 
vement elliptique,  faisons  et,  par  suite, 

L' 

— = m*X.  L’action  de  L'  ajoutera  à la  valeur  de  F des 

termes  semblables  à ceux  qui  ont  été  introduits  par 
l’action  de  l’astre  L,  et,  en  vertu  de  ces  actions  réunies, 
on  aura 


■+■  cos’9(v’-+-i7'>)  4-  sin5.')[v  cos(a  -h  U/' cos  (a' 4.)] 
— sin’O  7’ cos 5.  (a  +■]«)  i 5,7'!  cos  5 (a'  -t-  1}/  ) 


cos 2 {iiit  + s -U  '^) 


+ X COS5.  (ni't  -f-  t'  + 


Il 


On  peut  négliger,  à cause  de  leur  petitesse,  les 
termes  dépendant  du  carré  de  l’inclinaison  de  l’é- 
cliptique mobile  sur  l’écliptique  fixe,  en  dilférentiani 
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ensuite  la 

valeur 

précédente 

, on  aura 

3 rn  ' , _ 

H ) 1 sinO  cüsO 

1 3 / 

7ÏÔ 

II 

! 

— .A  — 1 

1^,+  _,.  + x(,+ 

r'- J 

-(-  cos  2 0 [ 7 cos  ( a H-  -i 

) -t-  \'j'  cos  ( a 

'+4)] 

— sitiOaisO 

).7''COS2 

(a'-t-4)-l-cosî 

! 1 -t-4)  -t-X  cos  2 

rlV 

Zm-  , 

A — B) 

1 sinO  cosS  [7 

Hf 

sin  (a  H-  a}/)  H-  V/sin  (a'-h  y)] 

— sin’ô  y ).7'’sin2^a'-t-{i)+sin2  («ir+j +- \)<)+X  sina  (mV-t-s'+ij») 


Telles  sont  les  valeurs  qu’il  faudra  substituer  dans 
les  formules  (6),  n°  2i.  Pour  simplifier,  nous  ferons 
d’abord  abstraction  dos  termes  simplement  pério- 
diques, c’est-à-dire  dépendants  des  mouvements  du 
Soleil  et  de  la  Lune  dans  leurs  orbites,  et  nous  négli- 
gerons dans  une  première  approximation  les  termes 
multipliés  par  le  carré  des  quantités  très-petites  e,  e' 
et"/.  Nous  aurons  simplement  ainsi  : 


3/«V/f  /aU  — A — B\  I7  sin  (a  + T 

^ — j .,,0 1 

3/hv* /aC  — A — B\  1 


(7) 


ms  a 0 


TïnT  “ +-•!')  + >7'<'os(»'  + '!')] 


2G.  Avant  de  nous  occuper  de  l’intégration  de  ces 
formules,  considérons  les  quatre  quantitésysin  (a  -f- 
■J  eos  (s!  + 4')»  ^V'  ’l)  ‘1"' 
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entrent  dans  leurs  seconds  iiieinhres.  Commençons 
parles  deux  premières  : elles  représentent,  comme  il 
est  facile  de  le  voir,  les  produits  de  l’inclinaison  de 
l’orbite  du  Soleil  sur  l’éclipticpie  fixe,  par  le  sinus  et 
U' cosinus  de  la  longitude  de  sou  nœud,  comptée  sur 
ce  plan  à partir  de  son  intersi'ction  avec  réf|uateur,  ou 
de  la  ligne  mobile  des  éi[uiuoxes.  Si  l’on  développe 
le  premier  de  ces  produits,  on  a 

'/  sin  (a  4-  4^)  = 7 sina  cosi}/  7 cos*  sin (8) 

Dans  cette  valeur,  ysiuaetycosa  sont  les  produits 
de  l’inclinaison  de  l’orbite  solaire  sur  l’écliptique 
fixe,  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  longitude  de  son 
nœud  comptée  à partir  d’une  droite  fixe.  Ces  quanti- 
tés ne  stmt  pas  constantes,  elles  sont  sujettes  à des 
variations  séculaires  qu’il  n’est  pas  permis  de  négliger, 
parce  qu’elles  peuvent  devenir  ti  es-sensibles  par  l’in- 
tégration  dans  les  valeurs  de  9 et  deJ^.  Or  nous  avons 
vu  dans  le  n"  (îîfdn  livre  11,  que  si  l’on  nomme  7 l’in- 
clinaison de  l’orbite  d’une  jilanète  L sur  un  plan 
fixe,  et  a la  longitude  de  son  nœud  ascendant  comp- 
tée à partir  d’une  origine  fixe,  le  proiluit  tang7sin« 
est  exprimé  par  un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme 
bsin(/)<  4-  g),  et  le  produit  tangy  cos  a par  la  même 
suite  de  termes  dans  lesquels  on  cbange  simplement 
les  sinus  en  cosinus.  Nous  représenterons  la  pie- 
mière  suite  par  ^.lisin  (/>/ 4- S)  et  la  seconde  par 
-.1!  ( ôs(f/  4-  é).  En  (d)scrvant  donc  que  1 inclinaison 
7 étant  suj)pf>sée  II  és-pelile,  on  peut  |)reudr«*  cet  angle 
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pour  sa  tangente,  on  aura 

Y sin  a.  — -.sin  (/;<  -+-  ê),  'ico'sa.  = ^.lU'os  /»<  -+•  ê). 
Ces  valeurs suhsl ituées  ilans  réquation  (8)  ilonnent 


y sin  («  + (};)=  i.lî  sin  -4-  6 4-  ê), 

li’où  l’on  voit  (jue  pour  avoir  y sin  (a  4-  ']')»  >1  sudil 
traugmenter  de  la  quantité  les  angles  des  diflérenis 
termes  de  1’i‘xpression  de  ysina,  e’esl-à-dire  cpi’il 
sutfjl  de  rapporter  ces  angles  à la  ligne  mobile  des 
équinoxes.  Nous  verrons  que  la  valeur  de  ({/  se  com- 
pose d’un  terme  croissant  comme  le  temps  t et  d’une 
suite  d’inégalités  à longue  période  du  même  ordre 
que  la  tpiantité  H,  on  pourra  donc,  en  négligeant  les 
quantités  très-petites  de  l’ordre  15^,  substituer  à l’angle 
dans  l’expression  précédente,  le  moyen  mouve- 
ment des  équinoxes.  La  valeur  de  ysin  (a  + sera 
ex[)riméc  alors  |iar  un  nombre  fini  de  termes  de  la 
forme  R .sin  (c<  4-  é),  qui  ne  différeront  des  termes  de 
l'expression  de  sin  y sin  a,  ((u’en  ce  que  les  angles 
ht  seront  augmentés  du  moyen  mouvement  des  équi- 
noxes. On  prouverait  de  la  même  manière  que 
Y cos  ( a 4- ) sera  composée  de  la  même  suite  tle 
termes  dans  lesquels  on  cbangera  seulement  les  sinus 
en  cosinus,  d’où  il  suit  qu’on  aura  généralement 


Y sin  (a  4-  ^)  = Rsin(c^  4-  6), 

Y cos  (a  4-  <]/)  = R cos  [et  ■+■  ê). 


(9) 


Telles  sont  les  valeurs  ([u’il  faudra  substituer  dans  les 
sc’conds  membres  des  équations  (7)  en  vertu  de  1 ac- 
tion dn  Soleil. 
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Considérons  iiiainltMianl  lt;s  tl<'iix  qiiantilés 
y sin(a' + t|/)  et  y' cos(cz' -U  ü/), 

introduites  par  l’action  de  la  Lune.  L’analyse  précé- 
dente s’appliquerait  encore  k la  détermination  de  ces 
quantités;  niais  une  circonstance  particulière  au  mou- 
vement de  la  Lune  permet  de  simplifier  leur  expres- 
sion. En  effet,  l’observation  montre  que  l’inclinaison 
inoycnne  de  l’orbe  lunaire  sur  l’écliptique  mobile  e.st 
à peu  près  constante;  il  y a donc  de  l’avantagea  in- 
troduire cet  angle  à la  place  de  l’inclinaison  sur  l’é- 
cli|jtique  fixe  dans  les  formules  (y). 

Pour  cela,  observons  que  a'  représentant  la  longi- 
tude du  nœud  d<^  l’orbite  lunaire  sur  l’écliptiijue  fixe, 
com[)tét;de  la  droite  qui  sert  d’origine  à l’angle  ti,  si 
l’on  désigne  par  rr  la  longitude  de  la  Lune  comptée 
de  la  même  ligne  fixe  sur  l’écliptique  invariable,  ses 
latitudes  par  rapport  à l’écliptique  fixcet  à l'écliptique 
mobile,  seront  respectivement,  aux  quantités  près  du 
second  ordre,  tangy'sin(-  — a')  et  15'sin(-  — a'),  en 
désignant  par  b'  la  tangente  de  l’inclinaison  moyenne 
de  l’orbe  lunaire  sur  récli])tique  vraie.  Mais  si  la  Lune 
était  en  mouvement  sur  le  plan  même  de  cette  éclipti- 
que, sa  latitude  au-dessus  de  l’écliptique  fixe  corres- 
pondante à la  même  longitudt^  k serait 

tang  •/  sin  (-  — a). 

('■et le  dernière  latitude  est  aux  quantités  j)rès  de  l’or- 
dre y’,  égaleà  la  différencedes  deux  premières;  on  aura 
donc,  (piel  <[ue  soit  tz, 

langysin(;:  — cz)  = tangy'  sin  (tt  — a')  — 15' si  11(7;  — a'); 
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tl’oii,  on  supposant  succossivcmont  - ôgal  à zéro  et  ~ 
égal  à lin  angU;  tlroU,  et  subslilnanl  les  angles  y et  y' 
à la  place  de  leurs  tangentes,  on  tire 

y'  sin  a'  = y sin  a + IV  sin  a', 
y' cos  a'  = y cos  a 4-  IVcosa'. 

Cela  posé,  les  deux  quantités 

y'siu(a'-t-  et  y'cosfa'+  d') 

donneront,  en  les  développant, 

y'  sin  (a'  4-  tj/)  = y'  sin  a'  cos  ij/  y'  cos«'  sin 

y' cos  (a'  4-  t{/)  = y' cos  a' cos  tj;  — y'  sin  a'  siiu!;. 

Si  l’on  substitue  dans  ces  expressions  pour  y'  sin  a'  et 
pour  y cos  «'  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouvi'i  a 

y'sin(a'  4-  i{/)  = y sin(a  4-  d)  4-  b'  sin  (a'  + 

■/cos(a'4-  (j/)  = y cos(a  4-  ij*)  4-  IV  cos  (a'  4-4')- 

On  peut,  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations, 
remplacer  y sin  (a  4-  4)  y cos  (a  4-  4)  par  leurs  va- 
leurs, n“  2(î,  en  désignant  d’ailleurs  par  c' t -h  ê'  la 
valeur  moyenne  de  la  longitude  du  nœud  de  l’orbite 
lunaire  comptée  de  l’équinoxe  mobile,  la  seule  à la- 
quelle il  soit  nécessaire  d’avoir  égard,  ce  qui  donne 
a'4-  4 = 4-  ê',  les  expressions  précédentes  de- 

viendront r 

y' sin  (a'  -t  4)  ~ 4-  ê)  4-  IV sin  (c'  / 4-  S'), 

y'cos(a'4-  4)  — 2.Bcos(c<  -t-  o)  4-  IVcos(c'^  4-  &), 
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Lessecomls  lennestle  ces\;ileui's  dépoiuleiit  des  inoii- 
venioiils  des  nœuds  de  l’orbe  lunaire,  et  leur  période, 
par  conséquent,  est  nécessairement  Irès-comie  par 
ra[)port  a celle  <les  auli’cs  termes,  ([ui  dépendent  des 
variations  très-lentes  des  orbites  planétaires;  on  sait 
en  effet  que  les  nœuds  de  l’orbe  lunaire  font  le  tour 
entier  du  ciel  dans  un  intervalle  de  moins  de  dix-huit 
ans;  on  peut  donc,  lorscpi’on  se  propose  simplement, 
comme  nous  le  laisons  ici,  de  déterminer  les  variations 
séculaires  du  plan  de  l’équateur  terrestre,  faire  abs- 
traction de  ces  termes,  et  les  comprendre  parmi  les 
inégalités  jtériodiques  des  valeurs  finies  des  angles  0 
et  (j;  (jue  nous  déterminerons  séparément.  On  aura 
simplement  ainsi  : 

y sin(a'  -4-  (]/)  = 2i.I}sin(c<  4-  S), 

y'cos(a'4-  iji)  = 2;.Bcosi^t'<4-  ê). 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de 
ysin(a  4-  (j<)  et  de  ycos(«  4-  {i)  dans  les  écpiations  (y), 
on  aura,  en  vertu  des  actions  réunies  du  Soleil  et  de 
la  Lune, 


t/0  = 


3/11'  (l-hT.)  r/t  / 2 C — A — 15 


4 " 


cosO  S. B sin  (rf  4-  6 ) , 


3 /h’(i4-  Vt//  /2C — A — B 


i^~)\ 


, cos  2 0 „ 

COSO4 : Ï.Bcosfc 

sin  0 


I i 


(10) 


Il  ne  s’agit  plus  que  d’intégrer  les  forimdes  précé- 
dentes pour  en  déduire  les  parties  des  valeurs  des  deux 
.mgles  5 et  qui  dépendent  des  déplacements  sécu- 
laires de  1 éipialeur  terrestre, 
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27.  Pour  cela,  nous  emploierons  la  inétliode  ordi- 
naire des  aj)pioxiniations  successives.  Nous,  néglige- 
rons dans  une  première  approximation  tous  les  termes 
(jui  seraient  de  l’ordre  du  carré  des  forces  perturba- 
trices; on  pourra  regarder  alors  comme  des  constantes 
les  quantités  sinSet  cosÔ  qui  entrent  dans  les  seconds 
mend)res  des  équations  (lo),  et  ces  seconds  membres 
ne  renlermeront  plus  que  des  quantités  toutes  connues. 
On  substituera  ensuite  dans  ces  tormides  pour  Q sa  va- 
leur donnée  par  la  première  approximation,  et  l’on 
en  conclura  par  une  nouvelle  intégr.ation  des  valeurs 
[)lus  a|iprocbécs  de  Q et  de  en  continuant  ainsi  suc- 
cessivement, on  aura  les  valeurs  de^ces  deux  quan- 
tités avec  toute  la  précision  <[u’on  voudra  atteindre. 

En  considérant  ainsi  B comme  une  quantité  con- 
stante dans  les  formules  lo),  et  en  intégrant  d’abord 
1.1  première  de  ces  formules,  on  aura 


4"  \ 


B- 

'c' 


aC 


)•’ 


osO  ï.  - cos(t7  -t-  C), 


A' étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  déterminer  cette  constante,  désignons  par  h 
riiiclinaison  de  l’équateur  à l’écliptique  fixe  lorsque 
commence  le  temps  <,  ou  aui  a poui'  cet  instant 


,,  3///’(i -+- *1 /A -4- B - aC\  , B 

• — h -i , I jcosA  ï.  - cosfi. 

« \ L j V 


r.n  faisant  donc,  pf)ur  abrégei', 


3 «/  - ( I -4-  i ) / 2 C — A — B 

~ 4"  ' \ 


cos 


4//, 
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OU  aura,  aux  (|uanlilc'*s  |)rès  (U*  l’orclro 

0 = h — 1.  g [cos(c<  + ê)  — cosS].  (il) 

Passons  à l’expression  de  Si  l’on  y suppose 
9 = h et  qu’on  remplace  par  / la  quantité  que  cette 
lettre  représente,  on  aura 

r/ (}/  = [/  4-  a cot  a h 1. B l cos  [et  -P  §)]  dt, 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

— It  -h  l'  + 2 cota  /i  2.^sin  [et  + S), 

/'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Nous  prendrons  ])our  origine  do  l’angle  et  des 
autres  longitudes  comptées  sur  le  plan  de  l’écliptitpie 
fixe,  l’équinoxe  du  printemps  à l’époque  d’où  l’on 
compte  le  temps  t,  en  sorte  que  i};  sera  nul  en  méiiie 
temps  (pie  t]  on  aura  ainsi 

o = /'-t-  a cota /î2.  — sinê, 

c 

et  |>ar  conséipient 

= it+  a cota  — [sin(fi  4-  6)  — sinê],  (i  a) 

Ci's  valeurs  de  6 et  (]/  serviront  à déterminer  les  mou- 
vements de  l’axe  terrestre  par  rapport  aux  étoiles; 
jointes  à la  valeur  <p  = nt  + c,  elles  fournissent  toutes 
les  données  nécessaires  pour  fixer  à chaque  instant 
la  position  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité. 

Dans  les  valeurs  précédentes  de  0 et  de  nous 
avons  négligé  les  termes  dépendants  du  carré  des 
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forces  perturbatrices,  et  ces  valeurs  sulfîseut  pour  la 
comparaison  <le  la  théorie  aux  plus  ancieuiies  obser- 
vations cpii  nous  soient  jiarvenues.  Ccpeudaut,  pour 
montrer  comment  on  devrait  procéder  pour  portei- 
plus  loin  la  précision,  supposons  qu’on  veuille  tenir 
compte  des  termes  du  second  ordre  dont  nous  avons 
d’abord  fait  abstraction.  Nous  observerons  d’aimrd 
qu’on  peut,  comme  précédemment,  continuer  k re- 
garder cosO  comme  constant  dans  l’expression  de  dO, 
parce  <pie  les  termes  (jui  lésulteraient  tie  sa  varia- 
tion, seraient  des  quantités  de  l’ordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices  multipliées  par  le  carré  de  R, 
qui  est  lui-même  une  très-petite  quantité  du  second 
ordre;  ces  termes  seraient  donc,  par  cette  raison, 
tout  à fait  insensibles.  Il  en  serait  de  même  à l’égard 
du  second  terme  de  l’expression  de  r/i]/;  mais  dans  le 
premier  terme  de  cette  même  quantité  il  ne  sera  plus 
permis  de  regarder  l’angle  5 comme  constant,  parce 
que  sa  variation  y produit  des  termes  qui  sont  du  se- 
cond oidre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices, 
mais  seulement  du  premier  par  rapport  à la  quantité 
R.  C’est  donc  uniquement  dans  le  premier  terme  de 
l’expression  de  qu’il  sera  nécessaire  d’avoir  égaid 
à la  variation  de  l’angle  0.  Nommons  donc  ôB  cette 
variation  déterminée  par  l’équation  (ii),  en  sorte 
qu’on  ait  9 = h — Ù9,  en  négligeant  les  quantités  de 
l’ordre  (o'5)“,  on  aura 

cos 6 = cosA(i  -t-  tang/ic?6), 
on  bien,  en  mettant  pour  r}9  sa  valeur, 

rosO  = vos/l  I I + lan"/i  ï.  î^[ros(<'/  -t-  C)  — cos6]  j- 
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Si  dans  le  preinier  lermu  île  l’expression  lîe  i/ij>  on 
snbslitne  celle  valeur,  et  si  l’on  remplace  par  / la 
(piantité  que  celle  leltre  rejirésenle,  on  Ironvera 

= 1^/  + ï.B/ rot/i  -I-- cos(r<  -f-  6)  j dt. 

Nous  omeltons,  pour  pins  de  simjdicilé  dans  le 
coefficient  de  dt,  le  terme  dn  second  ordre 

V 7 /O 

— tang«  cosc, 

ipi’on  pourra  supposer  compris  dans  la  constante  /. 
En  intégrant  l’expression  jnécédente,  on  aura 

— col  /(  ^1  + tang’A  I sin(f7-|-6), 

/'  étant  la  constante  inirodnite  par  l’intégration.  En 
délerminant  celte  constante  comme  nous  l’avons  fait 
précédemment,  on  aura 

— col/i  ^i-f- — 7— tang’A^  [sin(c7-t- 6)— sinSj.  (i3) 

Celle  expression  coïncide  avec  la  valeur  de  i|i,  don- 
née par  la  formnle  (i  u),  lorsqu’on  néglige  les  termes 
de  l’ordre  dn  carré  des  forces  jierinrbatrices,  c’est- 
à-dire  les  termes  qui  ont  P pour  coefficient. 

lis.  Il  est  important  de  remarquer  que  l’on  serait 
parvenu  à des  formules  trés-ililférentes  des  précé- 
dentes, si  l’on  avait  négligé  <le  tenir  compte  dans  les 
valeurs  de  dO  et  dà  des  variations  séculaires  des  ijuan- 
liles  Ysniai-'l  ^cns^.  lin  effi'l,  il  est  aisé  de  \oir  que 
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si  l’on  désigne  par  It  le  inoyon  inoiivoincnt  dcséfpii- 
noves,  en  sorte  <[n’on  ait 

h l f, 

les  produits  de  la  tangente  de  l’inclinaison  dn  plan  de 
l’orbite  de  l’astre  L sur  l’écliplitjue  fixe,  par  le  sinus 
ou  le  cosinus  de  la  longitude  de  son  nœud,  comptée 
de  l’équinoxe  mobile,  seront  dans  ce  cas, 

ysin(a  -i-  i)  = i.F<sin(/^  4-  §), 
y cos(a  -I-  i|<)  = IS  cos(/^  -i-  S). 

Kn  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (7}  du 
n"  *i'»,  et  en  leur  appliquant  ensuite  l’analyse  précé- 
tlente,  on  trouve 

0 = /<  — 2.B[cos(/^  4- ê)  — coso],  | f /■> 

i|»  = /<  4-  2.BcotA[sin(/f+  S)  — sinê],  1 ^ 

Ces  formules  ont  été  données  d’rdjord  par  Lagrange, 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  pour  rannée  1780,  et 
on  les  retrouve  dans  plusieurs  ouvrages  tl’Astronomie 
cpii  ont  paru  depuis;  on  voit  qu’elles  dérivent  natu- 
rellement des  valeurs  de  0 et  de  tj;,  n°  2.'»,  en  suppo- 
sant qu’on  a égard,  dans  ces  valeurs,  à l’aplatissement 
du  s|)béroïde  terrestre  en  tant  qu’il  produit  la  pré- 
cession  moyenne  It  des  équinoxes,  mais  qu’on  peut 
négliger  l’effet  de  cet  aplatissement  combiné  avec  le 
déplacement  séculaire  du  plan  de  l’orbite  de  l’astre  L. 
Or  celte  hypothèse  n’est  pas  suffisamment  exacte, 
<‘t  I on  Nerra  plus  bas,  comme  l’a  remarcjué  Lajilace, 
ipie  les  formules  (1  j)  lU'  peuv<’ut  servir  que  jieudant 
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un  siècl(;  au  plus  à jjarlirdc  IV-potjuc  d’où  l’oii  compte 
le  temps  mais  qu’au  delà  clics  donucrau'ut  des  l é- 
sultats  fort  difléreuls  des  [iliéiiomèiies  observés. 

25>.  Nous  avons  rapporté  jusqu’ici  les  angles  0 et  vp 
à une  écliptique  lise;  mais  pour  coin|)arer  la  théorie 
aux  observations,  il  faut  avoir  les  valeurs  de  ccs  an- 
gles jiar  rapport  à l’écliptique  mobile,  puisque  c’est 
en  effet  de  ce  plan  que  nous  les  observons.  Suppo- 
sons que  l’astre  L,  dont  nous  considérons  l’action  sur 
le  sphéroïde  terrestre,  soit  le  Soleil,  et  considérons 
le  triangle  formé  sur  la  surface  d’une  sj)hére  décrite 
ilu  centre  de  gravité  de  la  Terre  avec  un  rayon  arbi- 
traire, par  l’écliptique  fixe,  l’équateur  et  le  plan  mo- 
bile de  l’orbe  solaire  ou  l’écliptique  vraie.  Si  l’on  dé- 
signe par  0'  l’inclinaison  de  l’équateur  à l’écliptique 
\raie,  les  trois  angles  de  ce  triangle  seront.  0,  y et 
1 8o“  — 0',  et  l’arc  a ^ sera  le  coté  opposé  à l’angle 
i8o° — 6';  on  aura  donc,  pour  déterminer  cet  angle, 

cos 5'  = cos(?  cosy  — sin5  siny  cos(a  -f-  (];)• 

(a*lte  écpiation  donne,  aux  quantités  prés  de  l’onlre  y, 
0'  = 0\  si  l’on  néglige  seulement  les  quantités  de  l’ordre 
y’,  f)ii  trouve 

0'  —0  y cos  (y.  -(-  ) 4-  ^cotôy'*  sin'-“(  a -i-  j, 

ou  bien,  en  substituant  pourycos(a-4-ij;)et  y* sin^(a-t-t|;) 
leurs  valeurs,  n'’ et  négligeant  toujours  lescpian- 
tités  du  troisième  ordre, 

V zzz  (1  4-  ï.ü  r»s  (r/  4-  C)  -f-  - rnl  //  [ Ï.Ii  C)]’.  (i  5) 
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Désignons,  tlans  le  même  triangle  sphérique,  par  ù le 
coté  opposé  à l’angle  /,  nous  aurons 

» sinv  sinfa -l-.l) 

4ÏII1  ^1'  — _ _î 1 . 


(l’oi'i,  en  développant  après  avoir  substitué  j)our  5'  sa 
valeur,  et  négligeant  les  puissances  de  y supérieures 
au  carré,  on  tire 

y ysin(a-4-\}<)  1 cos  0 7’  sin  2(a-|--|/) 

■ sin  0 2 sin’  0 

Nommons  y la  distance  de  l’intersection  de  l’équa- 
tetir  et  de  l’écliptique  vraie,  projetée  sur  l’écliptique 
fixe,  à l’origine  invariable  d’on  l’on  compte  l’angle  J; 
sur  ce  dernier  plan,  et  considérons  le  triangle  sphé- 
rique rectangle  dont  c?  est  l’hypoténuse  et  dans  lequel 
9 est  l’angle  adjacent  au  côté  — <j/',  nous  aurons 

tang(i[i  — ij/')  = cosô  tango'. 

La  supposition  de  y = o donne  t?  = o,  et  par  con- 
séquent Si  l’on  substitue  pour  & sa  valeur  pré- 

cédente et  qu’on  développe  l’équation  résultante  en 
négligeant  toujours  les  quantités  de  l’ordre  y’,  on 
I rouvera 

y = '^  — colOy  sin(«  -4-  cot’67’  sin  2 (a  -4-  •}), 

ou  l)ien,/njnettant  pqur  y*sin  (a-t-ij/)  et  y’  .sin  2(a-t-i{<) 
leurs  valeurs,  n"  2(>, 


— cot/iS.IÎ  sin(f/ -t- Ç)  I 

. ' ('6) 
-4--  col’/([  2i.B  sin  (rt+S)  X 2. B cos(f^  -e  tî)].  l 

H.  . '7 
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On  remarquera  (jue  nous  avons  tenu  compte  dans 
les  expressions  précédentes  de  6'  et  de  ij*',  des  termes 
de  l’ordre  du  carré  de  l’inclinaison  y de  l’écliptique 
vraie  sur  l’écliptique  fixe,  tandis  que  nous  avions  né- 
gligé les  quantités  du  ’niéme  ordre  dans  les  valeurs 
différentielles  de  S et  de  n‘’2o;  c’est  que  dans  ces 
expressions  ces  quantités  étaient  déjà  multipliées  par 
des  coefficients  de  l’ordre  des  forces  perturbatrices, 
ce  qui  les  rendait  à peu  près  insensibles  ; mais  dans 
les  expressions  ffnies  de  0'  et  de  ij;',  ces  quantités, 
quoique  très-petites  généralement  par  rapport  aux 
autres,  doivent  être  conservées  pour  la  précision  jj^es 
formules,  parce  qu’elles  produisent  par  leur  dévelop- 
pement des  termes  du  inéine  ordre  que  ceux  auxquels 
nous  nous  proposons  d’avoir  égard. 

Nous  avons  représenté  par  y l’inclinaison  de  l’é- 
cliptique vraie  sur  l’écliptique  fixe;  en  vertu  des  équa- 
tions (9),  on  a 

y*  =[2.Rsin(c<  -H  ê)]“  -1-  [2;.Bcos(c^  -f-  S)]^ 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  l’écliptique  au  com- 
mencement du  temps  f,  y sera  nul  pour  cette  époque,  .*■ 
puisqu’alors  l’écliptique  vraie  coïncide  avec  l’éclip- 
tique fixe.  On  aura  donc 

2.Rsiuê=o,  *X.Rcosê  = o 

Cela  posé,  si  dans  les  équations(i  5)  et  (iG)on  rem- 
place ô et  (j/  par  leurs  valeurs  données  par  les  for- 
mules (i  i)  et  (i3),  ou  aura  pour  défermim'r  0'  et  <]/' 
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les  (leux  équations  suivanti's  : 


V =.  h — t.  ^ [cos(c^  H-  6)  — cosÇ  ] H — cotA[  Ï.Bsin( 

•i'=  ^ I — tang//  S.  — cos§^ 

4-S.^-^— - — ^^cot/(  +- |;  lang’ /ij  [sin(r<  + 6)  — sinfi] 

4-  cotV/  [2.B  sin  (c/  -+-  S)  ü.B  c(>s(r/  -f-  C)  ], 


('7) 


les  constantes  h et  l ayant  ici  la  mènu.*  signification 
que  dans  le  n°27. 

30.  Ces  formules  sont  celles  que  nous  einplou'- 
rons  pour  déterminer  les  variations  séculaires  de  l’o- 
bliquité de  l’écliptique  vr.iie  et  de  la  précession  des 
équinoxes  relatives  k ce  plan.  Pour  les  comparer  à 
celles  qu’on  obtiendrait  en  négligeant  l'effet  de  l’apla- 
tissement «le  la  Terre  condiiné  avec  le  déplacement 
séculaire  «le  l’écliptique,  substituons  dans  les  «'■qua- 
tions (i5)  et  (i6)  pour  9 ci  valeurs  donné«\s 

par  les  é«]uafions  ( 1 4),  n”  Ü8,  et  nomm«^ns,  comm«‘ 
préc«'demment,  7j  robli«piité  de  l’écliptitpie  lors«pie  t 
est  nul.  En  n«^glig«*ant  lt!s  termes  de  l’ordre  ■/’,  on  aura 
ainsi  : 

0'=  /(  4-  S.B  [cos(r«  4-6)  — cos(/f  4-  6)], 

'}i'=  /f  — ï B cot /i  [sin  ( rf  4-  6)  — sin  ( /f  -f-  6)]. 

Ces  formules  s’accordent  assez  bien  avec  les  préce- 
«lentes,  lorstpie  le  temps  t,  que  l’on  suppose  expri- 
mer un  nombre  «l’années  ti-opi«pies,  n’excède  pasce«C 
ell«*s  donnent  également,  en  elfet,  en  les  flévelop|ianl 
|)ar  rapport  à /,  et  «mi  négligeant  les  lerim  s de  l’oi-dn'  , 

'/• 
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. pour  la  variation  de  1 obliquité  de  réelipticpio, 

rj'ô'  = / — c ) lî  siu  ê; 

mais  CCS  lormules  iliUtMeul  beaucoup,  lorsque  le  nom- 
bre t est  de  plusieurs  mille,  parce  qu’il  n’est  ])lus  per- 
mis alors  de  négliger  les  termes  tlépcMidanls  du  carré 
du  temps. 

Si  la  Terre  était  sphérique,  les  actions  des  autres 
corps  du  système  n’auraient  aucune  inlluence  sur  les 
moinements  de  son  axe  de  rotation,  puisque  leur 
résultante  passerait  exactement  dans  ce  cas  par  son 
centre  de  gravité.  Les  trois  moments  d’inertie  princi- 
paux du  sphéroïde  terrestre  seraient  alors  égaux  entre 
eux;  on  aurait  par  conséquent  / = o,  ce  qui  donne 
c — l>,  et  les  valeurs  tle  0'  et  i];'  se  réduiraient  aux  sui- 
vantes : 

0'  =.  h -ir  X.I5  [cos(A/  -+-  ê)  — cosê], 

Y = — --B  cot  A [ sin  (^bt  -1-  ê)  — sin  §]. 

Ces  équations  déterminent  la  variation  de  l’obli- 
(piité  de  l’écliptique  et  la  précession  des  étpiinoxes 
qui  auraient  lieu  par  le  seul  effet  du  (léj)laceinent  de 
l’orbe  solaire,  résultant  de  l’action  mutuelle  des  diffé- 
rents cor[)s  <lu  système.  En  les  comparant  aux  for- 
mules (17),  on  voit  que  l’action  du  Sf)leil  et  de  la 
laïuç  sur  le^sjdiéroïde  terrestn'j  change  considérable- 
ment les  lois  de  ces  deux  phénomènes;  mais  cette  dif- 
férence ne  devient  sensdjle  qu’après  un  grand  nombre 
d’années.  En  effet,  la  valeur  |»récédente  de  6'  donne 
pour  la  variation  de  l’obliquité  de  l’écliptique,  en  né- 
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gligeaiit  les  ([uantités  de  l urdrc 

âô  = — /l.ilîsiiiS. 


?.G  I 


Cette  valeur,  eu  observant  que  l’ou  n a — l>  = l — t-, 
coïncide  avec  celles  <ju’ou  obtient  eu  développant  la 
première  des  formules  (17)  et  (18),  et  eu  négligeant 
les  termes  de  l’ordre  La  variatioti  séculaire  de  l’o- 
bliquité de  l’éclipti([tie  est  donc  la  même  pour  les  temps 
voisins  de  l’époque,  que  la  Terre  soit  supposée  s’éloi- 
gner ou  non  de  la  figure  spbérk[ue;  mais  cette  varia- 
tion est  fort  différente  dans  les  siècles  suivants,  parce 
qu’il  n’est  plus  permis  alors  de  négliger  dans  son  ex- 
pression les  termes  dépendants  du  carré  du  temps. 
Dans  les  su|)positions  les  plus  \ raisemblables  sur  les 
masses  des  planètes,  l’étendue  entière  de  la  variation 
de  l’oblicpiité  de  l’écliptique  est  rétluite,  par  l’action 
du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre,  à 
peu  près  au  quart  de  la  valeur  qu’elle  aurait  sans  cette 
action.  * 


31.  Les  valeurs  précédentes  de  9,  9'  et  1^’ 

déterminent  les  déplacements  séculaires  de  l’équa- 
teur terrestre,  et  fixent  ce  <pi’on  appelle  sa  position 
moyenne  ; considérons  maintenant  ses  variations  j)é- 
riodiques  dont  nous  avons  jusqu’ici  fait  abstraction 
Pour  cela,  il  suffira  de  substituer  dans  les  formules  (6) 

f/F  f/F  * », 

à la  place  de  et  de  -rr  leurs  valeurs  données  11°  23, 

^ ci  ^ 

en  V conservatif  les  termes  que  nous  avions  d’abord 
négligés  et  eu  omettant  ceux  dont  nous  avons  déjà 
tenu  compte.  Si  l’on  désigne  par  0 et  T les  parties 
simplement  périodiipies  des  valeurs  de  9 et  de  <b, 
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(|u’on  observe  qu’en  n’ayant  égard  qu’à  la  partie  pério- 
dique des  valeurs  des  deux  quantités  y'  sin(a'-K  ^j/)  et 
y' cos  (a' -4-  ij<),  on  a,  n®  2(î, 

y'  sin(a'  -(-  ij/)  = B'  sin(c'<  -h  ê'), 
y'  cos('z'4-  (j*)  = B'cos(c'f  S'), 

d’où  l’on  conclut 

y”  sin  2 (</.'■+•  = B'*  siu  a(c'^  -t-  é'  ), 

'/’ cosa  fa' (j;)  = B'“  cosa  (c't  §'); 

on  trouvera 


im'dt  / aC  — A — B 

“4~  'c 


^ I cos(J/.B'sin(c'<  4-  ê') 


— siu0Q>.B'“sina(c'<  4-  g')  h-  sina(m«-+-  £ + (j;) 
-t-  Xsina(/«'<  + e'  + (|/)J  |, 

J» 

— A — B\  1 cos2^ . ...  . , 

-jr  ( — C-"  ) l-STF^  ' + 6 ) 

|XB'''‘cosa  {c't  4-  S')-f-cosa(m/  4-  e 4-  t}') 


cos  5 


4-  ).  cos  2 ( m'  ^ 4-  e'  4-  i|<)  j |- 


Il  suffira,  dans  l’intégration  de  ces  l'orinules,  d’y 
regarder  0 comme  constant  et  ij'  connue  égal  à zéro  ; 
on  pourra  aussi , à cause  de  la  petitesse  des  termes 
<(iii  dépendent  des  longitudes  nioyenyes  mt  4-  e,  et 
m' 1 4-  e',  remplacer  ces  angles  par  les  longitudes  vraies 
i'cl  i>'  après  l’intégration,  en  substituant  / à la  place 
<1|-  la  quantité  que  cette  lettre  représente,  on  aura 
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ainsi  : 

& = - , -,.-cos{c'/+6')+  COS2  («/r-f  6') 

c 4(i  + i1c 


A B'/ 

( I +>)  c'  ' ' 4 ( ' + 

/lang/l  /cosaw  îicosat''' 


- 


2(i+M  \ 
*B'/ 


2‘  '\  *.  . 


m 
X'Ù'U 


sin(c'f-f  q - Sina  (<:'.  + C'  ) 


(".)) 


l /si  1)21'  Xsina/ 

2 ( I -f-1)  \ f/l  /// 


-X 


l’üur  com|)léter  ces  valeurs,  il  l’amlrait  leur  ajouter 
(leux  constantes  arbitraires  (jui  les  reiulissent  milles 
en  iiiême  temps  que  le  temps  t\  mais  on  jioiirra  s’en 
(lis[)enser,  pourvu  qu’on  cléterniine  convenablement 
les  angles  Ô et  ij/  à l’origine  du  mouvement. 

Le  premier  terme  de  chacune  des  deux  expressions 
précédentes  en  forme  la  partie  la  jilus  considérable, 
son  argument  dépend  du  mouvement  des  nœuds  de 
l’orbe  lunaire  sur  l’éclipticpie  vraie,  et  sa  période,  égale 
à celle  d’une  révolution  de  ces  iioaids,  est  d’environ 
dix-huit  ans.  C’est  ce  ternie  tpii  constitue  spécialement 
le  balancement  particulier  de  l’axe  terrestre,  que  Brad- 
ley  a le  premier  découvert  par  l’observation,  et  qu’il  a 
noiiimé  sa  nutation.  I>e  coefficient  de  cette  inégalité 
ne  renferme  ([lie  des  ([iiantités  relatives  aux  circon- 
stances du  mouvement  lunaire:  ce  pliéiiomèiie  dépend 
donc  uiii([iiement  de  l’action  de  la  I.une  sur  le  sphé- 
roïde terrestre,  et  il  est  complètement  indéjiendaiil  de 
l’action  du  .Soleil. 

Le  second  terme  des  valeurs  de  0 et  de  'F  a un  argu- 
ment double  de  celui  du  premier  terme,  sa  période 
est  donc  égale  à celle  d’une  deiiii-révolutioii  des  nœuds 
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de  l’orbe  lunaire  ou  de  neuf  années  à peu  près.  On 
voit  cpie  le  coefficient  de  cette  inégalité,  ainsi  cpie  celui 
de  la  précédente,  ayguiente  à mesure  que  le  monve- 
ineut  des  nœuds.stf  ralentit,  en  sorte  ([ue  la  valeur, 
par  exemple,  du  coefficient  de  la  nutation  ne  serait 
que  moitié  de  sa  valeur  actuelle,  si  le  mouvement  des 
nœuds  de  l’orbe  lunaire  était  deux  fois  plus  rapide 
qu’il  ne  l’est  aujourd’hui.. 

Enfin  des  deux  derniers  termes  de  ces  méme.s  ex- 
pressions déjiendeni  des  mouvements  du  Soleil  et  de 
la  Lune  dans  leurs  orbites  resjiectives,  leurs  périodes 
par  conséquent  sont  beaucoup  plus  rapides  que  celles 
des  deux  termes  précédents,  l’une  est  de  six  mois,  à 
peu  près,  pour  le  terme  qui  se  rapporte  au  Soleil, 
l’autre  d’un  demi-mois  lunaire  environ  pour  celui  qui 
est  relatif  à la  Lune.  Les  coefficients  de  ces  deux  iné- 
galités sont  d’ailleurs  trés-|ieu  considérables,  et  il  a 
fallu  toute  la  précision  des  observations  modernes 
pour  qu’il  devint  nécessaire  d'y  avoir  égard. 


."Î2.  Les  valeurs  de  0 et  de  H'  déterminent  les  iné- 
galités périodiques  qui  affectent  les  mouvements  de 
l’équateur  terrestre»  elles  doivent  être  ajoutées  res- 
pectivement aux  valeurs  de  9,  6',  trouvées  pré- 

cédemment, pour  formiT  les  valeurs  complètes  de  ces 
quatre  quantités.  En  réunissant  ces  différents  termes, 
et  en  supposant,  n”  27, 


/ = 


3/«'(i  X) 


/-2t;-A-i!\  , 


on  aura  ainsi,  eu  vertu  des  actions  combinées  du  Soleil 
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et  (le  la  Jame  : 


0 = /i  — ï.  ^ [cos(r/  + 6)  — cos6]  ■ 


B7)i 


c'  ( 1 


cos(c7  + 8') 


B'’ /a  l.ins/i 


/tang/i  /cos2i<  Aros2/ 


+ -7- C0S2{c7  + e')-l-  --  ° I - ~ + 


2 Z \ 

. 

0'=/i  — s.  “ — — [cos(c/H-C) — cos6  ] — rr  cos(c7  + 6') 

c ^ ' ■'  c'(n-  a)  ' 

B'’ /'a  rang /i  ,,  /lang/r  /cos2(’  ).  c0S2i-'  \ 

+ -,7 TT  7 C0S2(c7  4-8')4-  - 1 7—  > 

( I "f"  C , 2 I HK  ^ ) \ / 

i|i  = /r  + ï.  — cüt/i  ^ I -t-  tang’//^  [sin(cr  a-  8)  — sinë] 


2 B' A 

■?(7^ 


C0I2  A sin{c'  r a-  ' 


1!'7X 


4(i-+->)e‘ 


-,  sin  2 (c'  / + 5') 


sin2v  }.siii2 


2 (i-i-  >)  \ «' 

B(/-r) 


4,'=  U-hX 


2 i>'\ 

r-j. 

cot  h ^1  4-  - lang’ [sin  (c/  + 8)  — ^sin  8 ] 


-f-  — ^7  cot2/isin(c  8 ) — 77 — ----  siii2(c  (4-8  ) 

c(i4->)  ' 4(i4->)c' 


t 


/sin2P  Xsin2 


2(1-1-  X)  \ rn 


7. 

7-j- 


Dans  ces  fonmili^ , h représente  rinclinaisoii 
moyenne  de  l’ocjuateur  à réciiptu[iie,  ou  riJbliijiiité 
apparente  de  l’écliptique  à répocjue  où  ^’oii  lait  com- 
mencer le  temps  t,  et  l le  moyen  mouvement  des  équi- 
noxes à la  même  époque. 

La  seconde  de  ces  formules  détermine  l’inclinaison 
(?'  de  l’équateur  sur  l’écliptique  vraie;  la  ([iiatrÙnne, 
la  distance  de  l’équinoxe  mobile  à une  origine  fixe 
comptée  sur  le  jilan  de  l’écliptique  vraie  ou  ce  que 
les  astronomes  a|)j)cllent  la  j)i-éce.ssion  totale.  tJn  voit, 
eu  effet,  d’après  la  signification  que  nous  avons  donnée 
à la  ipiantité  ■/,  n”  ‘iH,  ([ue  ces  deux  angles  ne  dilltV- 
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reiil  entre  eux  que  de  U'i  iues  de  l’ordre  du  produit 
de  7’  p.'ir  des  quantités  de  l’ordre  des  forces  perturba- 
trices, produits  très-petits  que  nous  avons  négligés. 

I/angle  à tlevant  toujours  être  comp.té  en  sens  op- 
posé à l’angle  <p,  11°  I,  on  voit  que  le  mouvement  des 
équinoxes  sera  rétrograde  si  cet  angle  ci’oît  avec  le 
teinps  t,  puiscpi’cn  effet  ses  variations  seront  dans  ce 
cas, dirigées  en  sens  inverse  du  mouvement  diurne, 
ou  <le  l’ordre  des  signes.  Or  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  11°  27,  surpasse  tous  les  autres,  et  C étant 
le  j)lus  grand  des  trois  moments  d’inertie  du  sphé- 
l’oïde  terresti  e,  l est  nécessairement  nue  cpiantité  po- 
sitive ; le  mouvement  des  équinoxes  est  donc  rétro- 
grade à la  fois  sur  l’écliptique  fixe  et  sur  l’écliptique 
mobile. 

m 

Telles  sont  donc  k>s  valeurs  de  0,  Ô'  et  tj;'  qui 
résultent  de  l’action  du  Soleil  et -de  la  Lune  sur  le 
sphéroïde  terrestre,  et  les  formules  précédentes  sont 
celles  qu’il  faudra  employer  pour  déterminer  les  dé- 
placements de  sou  équateur.  La  première  partie  de 
ces  formules  donné  la  variation  séculaire  des  angles 
0,  iji,  0'  et  t{i',.et  détermine  par  conséquent  les  altéra- 
tions progressives  que  la  position  de  ce  plan  suliira 
dans  la  suite  des  siècles;  la  seconde  partie  est  pério- 
tlique,  et  constitue  un  simple  balancement  de  l’axe 
terrestre  et  une  espèce  d’oscillation  de  la  ligne  des 
écpiinoxes  autour  d’une  position  moyenne;  le  terme 
dont  la  période  est  celle  d’une  révolution  des  nœuds 
de  la  Lune,  qui  est  le  plus  considérable  de  tous  les 
termes  périodifpies,  constitue  spécialement  le  phéno- 
mène de  la 
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.'îô.  Examinons  rinfinence  tlti  monvcnu  nl  des  équi- 
noxes el  des  déplacemenis  de  l’éqnaleiir  lenestre  sur 
la  longueur  de  l’année  tropique  et  sur  la  durée  du 
jour  nioyon  solaire.  L’espace  de  temps  qui  s’écoule 
entre  les  retours  du  Soleil  au  même  équinoxe  ou  au 
même  solstice,  lorme  l’année  tropique;  rinlervallc 
compris  entre  deux  de  ces  retours  aux  memes  étoiles 
lorme  l’aunée  sidérale.  Si  les  é(piino.xes  étaient  fixes, 
l’année  tropique  serait  égale  à l’année  sidérale;  mais 
comme  ils  ont  sur  l’éclipticpie  un  mouvement  rétro- 
grade ou  contraire  au  mouvement  propie  tlu  Soleil, 
ils  s’avancent  au-devant  de  cet  astre,  et  resserrent 
l’espace  qu’il  avait  à parcourir  pour  accomplir  sa  ré- 
volution. On  aura  la  durée  de  l’année  tropique  en 
retranchant  de  l’année  sidérale  l’arc  jiarcouru  pen- 
dant ce  temps  par  l’équinoxé  sur  l’écliptique  vraie  ré- 
duit en  temps,  à raison  de  la  circonlérence  entière 
pour  une  année.  .Soit  donc  T l’année  sidérale,  la  lon- 
gueur de  l’année  tropique  sera 


r*.3Go"/‘ 


L’année  sidérale  est  de  3ü5j, 256384  ; moyen  mou- 
vement des  équinoxes  dans  ce  siècle  est  de  .'5o",2a3o; 
l'année  sidérale  surpasse  donc  l’année  tropique  de 
o>,oi4i55.  Mais  comme  le  mouvement  des  équinoxes 
est  variable,  la  longueur  de  l’année  tropique  change 
dans  les  différents  siècles;  elle  est  maintenant  d’en- 
viron 9"  plus  courte  cpi’au  temps  d’TIijiparque. 

( )n  distingue  en  Astronomie  trois  espèces  de  jours  : 
le  jour  bidéial,  le  jour  solaire  el  le  jour  moyi  u.  lai 
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jour  sidéral  est  l’intervalle  de  temps  qui  s’écoule  entre 
les  retours  d’une  même  étoile  à un  mériilien  donné. 
Le  jour  solaire  se  mesure  par  les  passages  successifs 
du  .Soleil  |iar  1(‘  même  plan.  Si  l’on  imagine  dans  le 
plan  de  l’écliptique  vraie  un  Soleil  fictif,  qui  se  meuve 
d’un  mouvement  uniforme  et  passe  au  périgée  et  à 
l’apogée  en  même  temps  que  le  Soleil  véritable,  (|ue 
l’on  imagine  ensuite  dans  le  plan  de  l’équateur  un 
troisième  Soleil,  qui  passe  ])ai  l’équinoxe  du  printemjis 
en  même  teuqis  cpie  le  second,  et  qui  se  meuve  uni- 
formémetit,  de  manière  que  les  distances  angulaires 
de  ces  deux  astres  fictifs  au  même  équinoxe  soient 
constamment  égales  entre  elles,  l’intervalle  de  deux 
retours  consécutifs  de  ce  troisième  Soleil  au  méridien 
sera  ce  cpi’on  ajipelle  le  jour  moyen.  Le  mouvement 
de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe  étant  uni- 
forme, 11”  20,  et  le  moyen  mouvement  du  Soleil  dans 
son  orbite  étant  invariable,  n°  (J1  , livr  e II,  la  durée 
du  jour  moyen  serait  constante,  si  l’obliquité  de  l’é- 
cliptique était  toujours  la  même  et  si  le  mouvement 
des  équinoxes  était  uniforme;  les  variations  aux- 
(juelles  elle  peut  être  as.sujettie,  ne  dépendront  donc 
cpie  des  variations  séculaires  de  l’obliquité  de  l’éclip- 
tique et  de  la  jirécession  des  équinoxes. 

Pour  les  déterminer,  considérons  la  marche  du  So- 
leil fictif  que  nous  avons  supposé  en  mouvement  sur 
le  plan  de  l’équateur.  Soient  v la  vitesse  dont  cet  astre 
est  animé,  s sa  longitude  comptée  de  l’intersection  de 
l’équaleur  avec  Técliptique  fixe.  La  position  de  cette 
ligne  varie,  et  son  mouvement  rétrograde,  juojeté  sur 
le  jdan  de  Tétpiateur,  sera  cos 5 pendant  Tiuslant 
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(h,  on  aura  donc,  à la  tin  de  cet  instant, 

(ts  = vdt  cos5. 

Xoininons  v'  la  distance  du  même  Soleil  à rê(]ninoxo 
réel,  c'est-à-dire  à rintersection  de  réqnateni-  avec 
rêcli|)ti([ne  vraie;  s — s'  sera  l’arc  compris  sur  l’êqna- 
tenr  entre  l’écpiinoxe  réel  et  réapiinoxe  iTlatif  à l’é- 
cliptique fixe.  Nous  avons  tlésijtné  j)ar  ù ce  même 
arcj  n“  *2H,  on  aura  donc  à très-pen  prés 

, y sin  (» -I- •{<)  1 cotO'/’ sin  2 (a -e '{<) 

^ ^ sinO'  ?.  sigO  ’ 

d’où,  en  différentiant  et  mettant  pour  ds  sa  valeur, 
on  tire 

‘K  ' ,,  r cotQy’sin2(g-t-4,)- 

lit  lit  siii6'f/f  J L sinO(// 

Soit  mt  le  mouvement  angulaire  du  second  Soleil,  on 
de  l’astre  fictif  (jui  se  meut  uniformément  sur  le  plan 
de  l’écliptique  vraie,  la  vitesse  de  ce  Sok'il  par  rap- 
port à une  ligne  fixe  sera  ni.  L’écpùnoxe  réel  a,  re- 
lativement à la  même  ligne,  une  vitesse  rétrograde 


lîF 


égale,  aux  quantités  près  (pie  nous  négligeons,  à 
la  vitesse  du  second  Soleil  par  rapjiort  à cet  équinoxe 
sera  donc  ni  + Or,  d’après  la  définition  du  temps 
moyen,  il  est  clair  rpie  cette  vitesse  doit  être  égale  à 
on  aura  donc  jiour  déterminer  e,  réijualion 

V—  ;^cosO-f-</.— - -I--  (/. ' - • 

lit  tU  sm  0 r/f  2 _ 

iVous  avons,  par  le  n“  28, 

(■/  y (/'Î»  .(/.cotOy  sin(a-l-  ij/ j i f/.i'ol' O7’ sin  ?.  y.-i-i) 

dt  dt  lit  ?•  dt 
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Si  l’on  sul)slilno  celte  \aleiir  dans  l’expression  de  c», 
et  cpi’aprc's  l’avoir  ninltiplic'e  par  dt,  on  intègre*  l'ex- 
pression résidtantc,  on  trouvera 

f/i  1 

fvdt  = /ut  — cosO)  ——  7 sin(a  -f-  ) tang  - V 

-t-^y’sina  (a  -t- 

Nous  avons  désigné  par  n la  vitesse  de  rotation  de 
la  Terre,  et  nous  avons  vu  cpie  cette  vitesse  était  inva- 
rial)le  ; il  s’ensuit  que  n — v est  la  vitesse  relative  dont 
nn  méridien  qu^coiu|ue  de  la  Terre  est  animé  par 
rapj)ort  an  Soleil  moyen  qui  se  ment  sur  Té'qnatenr; 
si  Ton  nomme  donc  Ç la  longitude  de  ce  méridien, 
comptée  de  ce  point,  on  aura 

Ç =/(«  - 

ou  bien,  en  substituant  poiii*  J K'dt  sa  valeur, 


Ç = { H — tu)t  — f[\  — cos 0 ) ^ — 7 sin (a  -h  1» ) tang ^ V 
^ 7’  sin  2 (a  H-  '{/). 


Si  dans  cette  expression  on  sidistitue  pour 
leur  trouvée  précédemment, 


va- 


~ = l — 2(cota//2.n/Asinê)  t, 


cpi’on  observe  ensuite  qu’en  vertu  des  valeurs  de 
.y  sin  («  rt-  c|>)  e.t  7 cos  (a  -f;  '{<),  n"  Î2U,  <>n  a 


- 7’  sin  2 (a  -t-  -ji)  = [ 2.B sin (c/  -t-  6 )] [ï.B  cos(r/  -f-  C )] , 

1 , 1 , I II  (/  — r)  , 

lang-  f)'  — laim-  // — i.  ; vntirl  -t-  C), 

2 '2  2 cos’  J //  (■  ' 
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ni  iH-gligcaiit,  pour  plus  do  simplicité,  les  termes  de 
l’ordre  Z*  et  /B*  cpii  seraient  insensibles,  on  trouvera 


r , . > , , 2(1  — ros  h)  m . , 

Z—[n  — m — (i  — cos/i)l\t î iï.— sin(r/  + 6i 

tan"  2 II  c 


— tang-/i  2.B  sin(c/4-ë) ^-j-r 

°2  ' ' 2C0S'i/i 

+ [ï.B  sin(c/  +•  €)][2.B  cos(ct  4-  G)]. 


[ï.B  sin  (c/4-6)][X.Bcos(ft4'G)l' 


L’intervalle  de  temps  pendant  lequel  cet  angle  croît  ' 
de  3Gf)",  forme  le  jour  moyen  solaire  ; on  aura  donc  sa 
variation  séculaire,  en  retranchant  la  valeur  de  Ç,  dé- 
terminée pour  une  époque  donnée,  de  sa  valeur  à une 
autre  époque.  On  verra  (jiie  cette  variation  ne  s’élève- 
rait pas  à une  seconde  dans  une  période  tle  plusieurs 
millions  d’années,  et  que  par  consé([uent  on  jieut  se 
dispenser  d’y  avoir  égard. 


54.  Réduisons  en  nombres  les  jirécédentes  for- 
mules pour  les  comparer  aux  observations.  Pour  cela, 
considérons  d’abord  les  quantités  2.Bsin(/^< -t- o)  et 
2.Bcos(Zif' -f-  ê)  qu’elles  renferment  et  qui  représen- 
tent l’inclinaison  de  l’écliptique  vraie  sur  l’écliptique 
fixe,  multipliée  respectivement  par  le  sinus  et  le  co- 
sinus de  la  longitude  de  son  noeud.  Ces  (piantilés  cor- 
respondent à celles  que  nous  avons  désignées  par  p 
et  q dans  le  11°  (îî)  du  livre  II;  on  aura  donc 

P = ]S.Bsin(Z»/  -+-6),  q — B cos(Z><  + S). 

La  détermination  exacte  des  valeurs  do  p et  q dé- 
pend d’un  calcul  très-compliqué  et  suppose  une  cou-, 
naissance  parfaite  des  masses  planétaires.  Il  reste  <-n- 
cf)ie  trop  d’incertitudes  à cet  égard  pour  qu’on  |)uisse 
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l'inployt'i’  la  iiu'tlio(l<“  que  nous  avons  <‘\j)oséo  n"(>î), 
livriî  H,  dans  la  lecherclie  (jni  nous  occupe.  Mais 
comme  les  inégalités  sécnlaircs  de  ces  (pianlilés  ci  ois- 
!j)‘nt  avec  nno  extrême  lenteur,  on  ])ent  les  supposer 
développées  suivant  les  jniissances  du  temps,  confoi- 
mément  à ce  cpie  nous  avons  dit  dans  le  numéro  cité, 
et  les  résnllats  cpie  l’on  obtiendra  ainsi  pourront  s’é- 
.lendre  à mille  ou  douze  ceuts  ans  avant  ou  après  l’é- 
• poque  que  l’on  aiu  a choisie,  ce  qui  sidïit  aux  besoins 
de  l’Astronomie.  En  prenant  pour  plan  fixe  celui  de 
récliptifjuc  au  commeucemeut  de  17.50  et  fixant  à 
cette  é|)oqne  l’origine  du  temps  Houvard  a trouvé, 
d’après  les  données  les  plus  exactes  que  nous  ayons 
sur  les  masses  des  planètes, 

P = /.o'',oG63i/|  -t-  t^.o",ooooi8658, 

7 = — /.o",45üqi7  -f-  ^^.o",ooooo574i , 

l exprimant  un  nombre  quelconque  d’années  ju- 
liennes. 

Si  l’on  développi'  les  valeurs  (jne  p el  q représen- 
tent |»ar  rapport  au  temps,  ou  aura 

P = 2.15  sin  S ^ 2.15^  cosS  — ^2.15/;“  sinê, 

7 = 2.15cosS  — < 2.15  4 siu  § — - 2.154*  cosê. 

+J1  comparant  ce.s  ralerns  aut  piTct^lentèS,  t)n*lr<îu-  ' 
vera 

.ltsinS=;o,  î;.HèsinS=o", 456917,  -.Bè'siiiS= — o", 0000673 16, 
.BiosG=:o,  ï.li/M'osÇ=o",o6()3i4.  ï.l5i’oosG:= — o'',oooor  i4S?.. 
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Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  ô,  6'  et  «j»' 
en  avant  égard  aux  termes  dépendants  du  carré  du 
temps  t,  ce  tpii  exige  que  l’on  conserve,  comme  nous, 
l’avons  fait  dans  ces  deux  dernières  expressions,  les 
termes  dépendants  du  carré  de  l’inclinaison  y.  Pre- 
nons pour  plan  fixe  celui  de  l’écliptique  en  lySo,  l’o- 
rigine du  temps  étant  fixée  au  i"^  janvier  de  la  même 
année,  ce  qui  donne  i.Bsinê  = o et  2.BcosS  = o; 
observons  xpic  d’après  les  suppositions  précédentes 
on  a c = / -t-  et  qu’on  peut  négliger  les  termes  mul- 
tipliés par  (pii  scraic'ut  de  l’ordre  du  carré  des  forces 
pertiubatric('s  ; on  aura 

>3  = /(  H — x.Wll)  cosS, 

2 

3'=/i  — (S.RésinS  — rosÇ  — cot/i  (ï.B  é cosS)' ], 

•}/  = /^ — (’c()l2  h ï.B/i  sinS, 
i|i'=  ((/  — col/iI.Bé  cosG) 

' I 1 . ) 

\ - rot // l.B  é’ siiiS -) — : ï.B/é  stnS  / 

-1-  3 2 sin  2 « • 

( — ros’ /i  [ X.Bé  sin S][ï.B  i cos6  ] ] 

11  ne  rest(-  plus  (pi’à  substituer  dans  ces  formules, 
à la  place  des  constantes  ([u’elles  renferment,  leurs  va- 
leurs résultant('s  des  observations;  h désigne,  comme 
nous  l’avous  vu,  l’obliquité  de  l’écliptique  à l’équa- 
teur au  commencement  de  1 ySo,  corrigée  de  la  valeur 
de  0 dans  latpielle  on  suppose  < =;  o;  la  constante  L 
dépend  des  trois  moments  d’inertie  du  s|)bérüïde  ter- 
restre. La  figure  et  la  constitution  du  globe  sont  loin 
d’être  assez  bien  connues  pour  cpi’on  puisse  détermi- 
ner directement  cette  constante,  mais  on  peut  ai.sé- 

II  18 
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ment  la  déduire  de  l’observation.  En  effet,  en  diffé- 
rontiant  la  valeur  de  et  supposant  t = o dans  la 

différentielle,  on  a ^ : c’est  l’expression  de  la  pi-é- 

cession  moyenne  des  équinoxes,  pendant  l’unité  de 
temps,  rapportée  à l'écliptique  Gxe  à l’époque  où  com- 
mence le  temps  t.  Bessel  a trouvé  la  précession  an- 
nuelle pour  1750,  rapportée  à l’écliptique  fixe  de  la 
même  époque,  égale  à 5o", 37572,  et  l’obliquité  de 
l’écliptique  correspondante  égale  à a3°a8'  18"  (*);  en 
prenant  donc  pour  unité  de  temps  l’année  julienne  de 
365^25,  et  fixant  l’origine  du  temps  au  i"  janvier 
1 750,  on  aura 

ù = 23»28'i8",  / = 5o",37572. 

Avec  ces  données,  on  trouve  pour  déterminer  les  va- 
leurs de  6,  S',  et  ({<',  après  un  nombre  t d’années  ju- 
liennes, comptées  de  1750, 

ù = 23°2b' ^^o",oüooo8o978, 

6'=  23*28'  18" — /.o", 456917  — /’.o", 0000023323, 

^ = f.5o", 37572  — U. o", 0001042679, 

<{/'=  f.5o",223oo  -I-  /’.o",ooo  108976. 

L' 

Jæ  rapport  — de  raclion  de  la  Lune  à celle  du  So- 

leil,  d'après  les  olxservations  les  plus  exactes  des  ma- 
rées, est  2,35333,  ou  a par  conséquent 

l - 2,35333. 

(*)  Cnnnahsancc  tifs  Temps,  >829,  p.i};o3i5. 
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Nous  avons  désigné  par  IV,  11°  50,  la  tangente  de 
l’inclinaison  moyenne  de  l’orbe  lunaire  sur  l’éclip- 
tiqne  Maie;  cette  inclinaison  est  de  on  a 

donc 

•og  b' = 8,9545973: 


c’est  le  moyen  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune 
pendant  l’unité  de  temps,  c’est-à-dire  pendant  une 
année  julienne;  ce  mouvement  est  rétrograde  et  de 
i9“2i'2i"  d’après  les  observations.  En  réduisant  cet 
arc  en  parties  du  rayon,  on  aura 

c' — — 0,33782. 

Enfin  m étant  le  moyen  mouvement  du  Soleil  pen- 
dant l’année  sidérale  de  365^,25638,  pour  le  rapporter, 
à la  même  unité  de  temps  que  les  valeurs  précé- 
dentes, on  fera  la  proportion 

365^,25638  ;36o°;:  365^,25 

d’où  l’on  tire 

m = 359“  59' 37". 

On  a encore  par  les  observations  = 0,0748. 


En  réduisant  en  nombres,  d’après  ces  données,  les 
expressions  de,  6 et  de  'E,  n"  31,  eu  faisant,  pour 
abréger,  c'  t -|-  6'=  A,  on  trouve 


B = 9",42627cosA — o",o92i7cos2  A 

-+■  o", 5 1909  C0S2  p-4-o",o9i38  cos2  e', 
'l'  = — I 7'',Gi  5i6  sin  A -t-  o",2i  22Gsin  2 A 
— 1",  19560  sina e — o",2 10  (Gsin  ai’' 


2.) 


ï8. 
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Les  deux  derniers  termes  de  0 et  de  'F  dépendent 
du  iiiouvemeut  du  Soleil  et  de  la  Lune  dans  leurs 
orbites.  Les  aslrouonies  ne  les  avaient  pas  considérés 
jusqu’ici,  mais  la  précision  des  observations  modernes 
exige  qn’on  eu  tienne  compte.  Ils  avaient  pareille- 
ment négligé  les  inégalités  de  la  précession  et  de  la 
nutation  qui  dépendent  du  double  de  la  longitude  du 
nœud  de  la  Lune;  on  voit  (pi’elles  sont,  en  effet,  très- 
petites  par  rap|)ort  aux  inégalités  qui  dépendent  delà 
longitude  du  même  nœud.  Bessel  a le  premier  cousi- 
dérédaus  la  valeur  de  0 l’inégalité  dépendante  de  l’an- 
gle a A;  il  n’y  a aucun  motif  pour  négliger  l’inégalité 
corrcsj)ondanle  de  la  précessiou  qui  a,  comme  on  voit, 
un  coefficient  plus  de  deux  fois  plus  considérable. 

r»‘>.  Iæs  valeurs  précédentes  de  0 et  de 'F  doivent 
être  ajoutées  à celles  de  5,  (j;,  0'  et  tl*'  données  par  les 
formides  (20)  pour  former  les  valeurs  complètes  de 
ces  (piatre  quantités,  11°  ô l . Ou  aura  ainsi  : 

0 = 23"a8'i8"-l-  /’.o", 0000080978 
~r  ()",/jaGa7  cos  A — o",09ai  70/j  cos  a A 
-t- o", 5 1909  cos  a e -t-  o",09i38cosae', 

1];  = /.5o", 3757a  — f’.o", 000 10/12679 
— I7",6i5i64siu  A -t-  o'',2iaa6/jsinaA 

— i",I95Go  sinae  — o",2io4Gsiu  at»', 

0'—  23"a8'  18"  — /.o",/(569  1 7 — <’.o",oooooa33a3 
9", 42627  COS  A — o",092  I 704  cos  a A 
-r-  o", 51909  cosa  e -}-  o",09i38cosae', 

!]/'=^.5o",2a3oo  -+-  <’.o",ooo  1(^8976 

— 1 7",G  I 5 1 04  si  U .V  ■+■  o",  2 1 2 264  si  n 2 A 

— i'\  1 9560  siii  2 e — o",2 1 o/|6  sin  2 v'. 
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Ces  formules  serviront  à délerminer  l’obliquité  de 
l’écliptique  et  la  précession  des  équinoxes  dans  l’in- 
tervalle de  mille  ou  douze  cents  ans  à partir  de  l’é- 
poque de  1750,  en  ayant  soin  de  faire  t négatif  pour 
les  temps  antérieurs  à cette  épocpie. 

L’une  des  observations  les  plus  anciennes  qui  nous 
soient  parvenues,  est  l’observation  chinoise  citée  dans 
la  quatrième  édition  de  YExposition  du  système  du 
Monde  et  qui  se  rapporte  à l’an  1 100  avant  l’ère  chré- 
tienne. Selon  cette  observation,  l’obliquité  de  l’éclip- 
tique était  alors  de  a3®54'2"-  C’est  la  valeur  de  0' 
abstraction  faite  de  la  partie  périodique.  Pour  re- 
monter à cette  époque,  il  faut  faire  t = — a85o  dans 
les  formules  précédentes,  on  trouve  ainsi 

(>'=  a3“49'4i". 

La  différence  entre  la  théorie  et  l’observation  est 
donc  de  4 *9’;  elle  semble  indiquer  dans  l’obliquité 
de  l’écli[Mique  une  diminution  plus  rapide  que  nous 
ne  la  svq)po.sons.  Au  reste,  cette  différence  paraîtra 
bien  petite,  si  l’on  considère  l’incertitude  de  l’époque 
précise  de  cette  ancienne  observation  et  l’inexactitude 
des  pbservations  du  gnomon  qui  lui  ont  servi  de  base. 

!)(».  (bi  peut,  par  les  variations  observées  dans  l’as- 
cension droite  et  la  déclinaison  des  étoiles,  déterminer 
directement  les  valeurs  des  coefficients  des  dilférents 
termes  des  deux  quantités  0 et  de  'F,  n”  5 i.  C’est 
ainsi  cpie  Itradley  a trouvé  le  coefficient  de  cos  A ou 
de  la  nutation.  Ci'  coefficient,  selon  cet  astronome, 
serait  de  8", 997;  Maskelyue,  en  discutant  de  noii- 
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\cau  les  observations  qui  avaient  servi  à l’étublir,  l’a 
trouvé  de  9"j/|49>  suivant  M’.  Lindene.au,  il  serait  ré- 
duit à 8", 977  : c’est  cette  valeur  évidemment  trop 
faible  qu’avait  adoptée  lîessel  ; enfin,  d’après  des  re- 
cherches plus  récentes  et  faites  avec  le  plus  gnuul 
soin  |)ar  le  Brinkley  et  M.  Robinson,  le  même 
coefficient  serait  de  9",a5  suivant  le  premier  de  ces 
observateurs,  et  de  9",a34  suivant  le  second.  Ces  der- 
niers nombres  se  rapprochent  beaucoup  du  coeffit 
cient  de  la  théorie.  l<a  différence  est  dans  les  limites 
des  erreurs  des  observations.  Il  suffirait,  pour  la  fidre 
disparaître  tout  à fait,  de  diminuer  un  peu  la  valeur 
de  X,  que  nous  avons  supposée  égale  à 2,35333.  La- 
place,  d’après  les  observations  des  marées,  avait  d’ar 
bord  supposé  cette  valeur  égale  à 3;  il  a été  obligé 
ensuite  de  la  diminuer  beaucoup,  ce  qui  la  l’end  plus 
concordante  avec  celle  qui  résulte  de  plusieurs  autres 
phénomènes  : mais  elle  est  peut-être  encore  un  peu 
trop  forte. 

Au  reste,  on  peut  déduire  cette  quantité  que  nous 
avons  regardée  comme  une  des  données  du  problème, 
de  la  comparaison  de  l’expression  analytique  du  coef- 
ficient de  la  nutation  à sa  valeur  donnée  jiar  l’obâer- 
vation.  En  effet,  si  l’on  nomme  N le  coefficient  de  la 
nutation  en  latitude,  on  aura,  d’après  la  première  des 
formules  (19), 

N - - 

(i-HX)c' 

Dans  cette  formule,  la  nutation  N et  la  précession 
moyenne  / peuvent  être  supposées  données  par  l’ob- 
servation, les  cpiantités  IV,  c'  résultent  de  la  théorie 
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do  la  Lune  ; on  peut  donc  en  conclure  la  valeur  du 
coefficient  et  comme  on  connaît  à très-peu  près  le 
rapport  des  distances  moyennes  du  Soleil  et  de  la 
Lune  à la  Terre,  qui  est  inverse  de  celui  de  leurs  pa- 
rallaxes, on  en  déduit  par  un  calcul  très-simple  la 
masse  de  la  J..une  ou  plutôt  le  rapport  de  cette  masse 
à celle  de  la  Terre. 

1.1a  valeur  de  X que  nous  avons  adoptée,  d’après 

Laplace,  donne  ce  rapport  égal  ^ admettant 

pour  le  coefficient  de  la  nutation  le  résultat  des  obser- 
vations de  M.  Lindeneau,  on  trouve  que  ce  même 

rapport  se  réduirait  valeur  qui  parait  beau- 

coup trop  faible  pour  pouvoir  être  admise;  enfin 
les  valeurs  du  coefficient  de  la  nutation  en  latitude 
déterminées  par  le  Brinkley  et  M.  Robinson  s’ac- 
cordent à donner  une  masse  de  la  Lune  égale  à ^ 

à très-peu  près  de  celle  du  spberoide  terrestre,  ré- 
sultat qui  paraît  se  rapprocher  beaucoup  de  la  va- 
leur de  la  masse  de  la  Lnne  déduite  d’autres  phéno- 
mènes du  système  du  monde  (*). 

37.  Il  est  facile  de  déterminer,  d’après  les  résul- 
tats précédents,  les  dimensions  de  la  petite  ellipse  que 
Bradley  avait  imaginée  pour  représenter  les  inégalités 
du  mouvement  de  l’axe  terrestre.  En  effet,  on  peut 
legarder  la  précessiou  ij;  des  équinoxes  sur  l’écliptique 
fixe,  comme  produite  par  le  mouvement  rétrograde 


(*i  fTi/r  1rs  Noies  du  livre  VII,  tome  IV,  page  G5t. 

*• 
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du  pôle  de  réquateur  sur  un  cercle  parallèle  à celle 
écliptique.  Ce  niouvenient  est  égal  à ou  à 

U smn  -h  — ; ;-sinA,  en  ne  considérant  que 

c (i4-X)  oos/i  1 

la  principale  inégalité  périodique  de  y.  L’inégalité 

-n . COS  A de  la  valeur  de  6,  indique  d’ailleurs  dans 

c'{i-+-X)  * 

l’axe  terrestre  un  mouvement  qui  se  fait  dans  le  plan 
du  cercle  de  latitude  qui  passe  par  cet  axe.  Ce  double 
mouvement  peut  être  représenté  de  la  manière  sui- 
> vante  : « On  suppose  le  pôle  de  la  Terre  mû  sur  la 
circonférence  d’une  petite  ellipse  dont  le  centre,  qiton 
peut  considérer  comme  le  lieu  mojen  du  pôle,  est 
situé  sur  le  cercle  mené  parallèlement  à t écliptique 
fixe,  et  décrit  chaque,  année  uniformément  un  arc  de 
5o", 3757a  sur  sa  circorférence.  » Le  plan  de  cette  el- 
lipse est  tangent  à la  sphère  céleste,  et  son  grand  axe, 
toujours  compris  dans  le  j)lan  d’un  cercle  de  latitude, 
sous-tend  un  arc  de  18", 85a.  Le  petit  axe  est  au  grand 
axe  comme  le  cosinus  du  double  de  l’obliquité  de 
l'écliptique  est  au  cosinus  île  cette  obliquité,  c’est- 
à-dire  comme  cosa/i  est  à cos/t;  cet  axe  sOus-tend 
un  arc  de  i.4",o3a.  Pour  déterminer  la  position  du 
pôle  sur  la  circonférence  elliptitpie,  011  imagine,  dans 
le  plan  de  l’ellipse,  un  cercle  décrit  du  même  centre 
avec  son  grand  axe  pour  diamètre.  On  conçoit  ensuite 
qu’un  rayon  de  ce  cercle  le  parcourt  d’un  mouve- 
ment uniforme  et  rétrograde  pendant  une  période  des 
noeuds  de  la  lame,  de  manière  qu'il  coïncide  avec  la 
moitié  du  grand  axe  la  plus  voisine  de  récli|Jti<jue 
toutes  les  fois  <pic  le  nœud  moyen  ascendant  de  l’orbe 
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lunaire  coïncide  avec  l’équinoxe  du  printemps.  Enfin, 
de  rextrémilé  de  ce  rayon  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire sur  le  grand  axe  de  l’ellijtse,  et  le  point  où  cette 
})erpendiculaire  rencontre  la  circonférence,  est  le  vrai 
lieu  du  pôle  terrestre. 


38.  Déterminons  maintenant  les  variations  de  l’an- 
née tropique,  du  jour  moyen  et  du  temps  exprimé  en 
jours  moyens  solaires. 

La  ^aleur  de  (f'j  n®  54,  donne,  en  la  difïérentiant. 


^JL 

tU 


= 5o", 22800  -+-  ^.o", 0002 17902. 


Cet  arc  réduit  en  temps,  à raison  de  la  circonférence 
entière,  pour  une  année  sidérale  de  3G5b  a5G374Sj 
donne 

~ = o^, oi4 155  -t-  î.oj, 0000061 426, 

i désignant  un  nombre  quelconque  de  siècles  dont 
l’origine  est  en  l 'j’So.  La  longueur  de  l’année  tropique 
sera  donc 

305^,24222  — ?.oi,  0000061426. 

Il  s’ensuit  que  cette  Jongueur  diminue  d'une  demi- 
seconde  à peu  près  par  siècle,  tandis  ([ue  l’année  sidé- 
rale, au  contraire,  est  invariable,  n°  (>2,  livre  11.  Si 
l’on  fait  i =■  — 18,78,  on  aura  la  longueur  de  l’année 
tropique  qui  avait  lieu  au  temps  d’IIipparque,  ou  ceut 
vingt-buit  ans  avant  l’ère  chrétienne;  ou  trouve  ainsi 
que  cette  année  est  aujourd’hui  d’environ  9"  plus 
courte  (ju’clle  ne  l’était  à cette  époque. 
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Si  l’on  clévelop|Kî  la  valeur  (le  ^ du  n°  52,  qu’on 
néglige  les  termes  de  l’ordre  P et  qu’on  arrête  l’ap- 
proxiinatiou  au  carré  du  temps,  on  trouvera 

- _ cos/()  (/  + t + ni\ 


en  faisant,  pour  abivger, 


- 2i.Bi*sinê4-2.B/i  sin  ê ( 1 + i, 
2 \ 2cos///Uang-// 

— [2i.Bi  sinëj  [ii.Bi  cosS]oot/i  ) 


Le  jour  moyen  est  l’intervalle  de  temps  qui  répond 
à une  augmentatidu  de  SGo”  de  l’angle  Ç;  en  appe- 
lant donc  H sa  longueur,  on  aura 


36o' 


)o“  = — m — ( I 


s h)  (l+ 


l.B^sinS 

sin/i 


^ (22)' 


Si  l’on  prend  pour  unité  de  temps  le  jour  inoyen  à 
l’époque  où  commence  le  temps  t,  en  faisant  dans  l’é- 
(piation  précédente  ((  = i,  < = o,  on  aura,  pour  cet 
instant, 

3Go®=  n — ni  — (r  — cos/t)  [l  -4- 

Pour  rapporter  à la  nouvelle  unité  de  temps  le  der- 
nier terme  de  cette  équation,  il  faut  y substituer  pour 
/ et  Z.BùsinS  leurs  valeurs  précédentes,  après  les 
avoir  divisées  jiar  365,9.5,  parce  que  ces  valeurs  sont 
relativ(;s  à une  année  julienne;  ce  terme  devient  alors 
inutile  à considérer.  La  valeur  de  ni  donnée  par  l’ob- 
servation, et  rapportée  à la  même  unité,  est 

ni  — o°,<)85G  I . 
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On  aura  donc 

n = 3Go”,  98561 , 

cl  la  longueur  du  jour  sidéral,  exprimé  en  jours 
moyens,  était  par  consécpient  0^,997262  à l’époque 
de  1750. 

Si  après  avoir  divisé  les  valeurs  de  2.lli*sinS,  de 
ï,.Iilb  sin  § et  de  (5.Bè  sinê)  cosê),  11°  33,  par 
le  carrtï  de  365,25,  pour  les  rapporter  à la  nouvelle 
unité  de  temps,  on  les  substitue  dans  l’expression  de 
II,  on  trouvera 

,,  o"  ,000027866c) 

Ij’éfjuation  (22)  donne 

2,Uf 


Soit  donc  i un  nombre  quelconque  de  siècles  écou- 
lés depuis  iy5n,  on  aura  pour  la  grandeur  du  jour 
moyen  à cette  époque,  en  faisant  i = i.36525  dans  la 
formule  précédente, 

//  = I — 

d’où  l’on  voit  que  la  diminution  séculaire  du  jour 
moyen  sera  tout  à fait  insensible,  puisqu’elle  ne  s’élè- 
verait pas  à quelques  (lixièmes  de  secondes  dans  une 
période  de  plusieurs  millions  d’années,  on  pourra, 
par  conséquent,  se  dispenser  d’en  tenir  compte. 

Si  l’on  fait  Ç = t 36o“,  la  variable  t sera  la  mesure 
du  tem[)s  en  jours  moyens  solaires,  et  d’après  les  va-^ 
leurs  de  Ç'  et  de  TI  on  aura 

o,oooooo?5o22 


/.O,  I 177398 

(100000)’ 
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Le  temps  t n’est  donc  pas  rigoureusement  propor- 
tionnel à t;  mais  comme  le  second  terme  de  l’expres- 
sion précédente  est  insensible,  sa  considération  est 
inutile  aux  astronomes,  et  l’on  peut  continuer  sans 
inconvénient  à prendre  le  jour  moyen  solaire  pour 
servir  de  mesure  au  temps. 

En  effet,  c’est^dans  la  théorie  de  la  Lune  que  la 
différence  qui  résulterait  de  la  variation  du  temps 
compté  en  jours  moyens  solaires,  devrait  être  le  plus 
sei\sil)le,  tant  à cause  de  la  rapidité  du  mouvement 
de  la  Lune,  que  par  le  long  intervalle  que  compren- 
nent les  observations  qui  s’y  rapportent.  La  longitude 
moyenne  de  la  Lune  étant  représentée  par  m'/  + e', 
si  pour  t on  sub.stitue  sa  valeur  précédente,  qu’on 
fasse  T = / (3G52;>),  i représentant  un  nombre  de  siè- 
cles écoidés  depuis  lySo,  on  aina 

m'z  — /’///'(o,oooooo2i5oaa). 

dernier  terme  s’ajoutera  à l’équation  séculaire 
iju’on  peut  supposer  comprise  dans  t',  et  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune  étant  à l’époque  actuelle, 

w'  = 1 3”,  I 76396, 

» 

ce  dernier  terme  deviendra 

— »*.o",o  101996  ; 

et  comme  l’équation  séculaire  était  de /*.  i o",723a  à la 
même  époque,  ce  terme  aurait  pour  effet  de  la  dimi- 
nuer de  sa  millième  partie  à peu  prés.  Ainsi,  il  en 
résulterait  par  exemple  une  augmentation  de  6''  en- 
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viroii  sur  la  longiludr  de  la  lauie  en  l’an  720  avant 
l’ére  clirétionne,  époque  à hnpielle  se  rapportent  les 
observations  des  pins  ancieinu-s  éclipses,  laites  par  les 
Olialdéens,  qui  nous  aient  été  transmises.  I.’incerti- 
tilde  de  ces  observations  rend  celte  correction  tout  à 
fait  insignifiante.  La  même  cause  produirait  dans 
l’expression  de  la  longitude  moyenne  un  terme  pro- 
portionnel an  carré  du  nombre  de  siècles  écoulés, 
mais  comme  son  coefficient  serait  an  coefficient  de 
l’inégalité  séculaire  corresjiondante  de  la  longitude 
moyenne  de  la  Taim',  dans  le  rapport  des  moyens 
mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune,  c’est-à-dire  dans 
le  rapport  de  1 à i3  à peu  près,  on  voit  que  ce  coeffi- 
cient ne  s’élèverait  jias  à un  iniUième  de  secondes, 
et  c|ue  par  con.séqnent  l’inégalité  dont  il  s’agit  demeu- 
rera toujours  insensible. 

Enfin,  il  faut  encore  observer" que  ces  variations 
séculaires  du  jour  moj'cn  du  temps  compté  en  jours 

moyens  sont,  d’après  l'analyse  du  n“  52,  des  inéga- 
lités pc.iiodûjries  comme  celles  de  la  précession  des 
éipiinoxes  et  de  l’obliipiité  de  l’éclipticpie;  mais  leur 
calcul  ilépend  de  données  sur  le.sqnelles  les  observa- 
tions lais.sent  encore  beaucoup  d’incertitude,  et  les 
|)remiers  termes  de  leur  développement  suivant  les 
pni.ssances  du  temps  snffii  ont  longtemps  encore,  saifs 
doute,  aux  besoins  de  l’astronomie. 

50.  La  théorie  donne  (n”5G)  le  moyen  de  déter- 
miner les  rapports  qui  existent  entre  la  précession  et 
la  nutation,  elle  fournit  aussi  des  données  précieuses 
sur  les  lois  de  la  densité  et  de  l’ellipticité  des  cou- 


\ _ 
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clifs  terrcslres  clc  la  surface  au  centre  du  globe.  Eu 
effet,  l désignant  toujours  la  précession  moyenne, 
pendant  runité  de  temps,  ra])portée  à l’écliptique 
fixe,  on  aura  pour  sa  valeur  complète,  n®  îi'i. 


, 3w’(n-X)  /9.C— A-B\  , / 3 3,  , 3 3,  ,\ 

/— ; ‘ cüsA  1+  ./> 

4"  V L / V 2 2 2 2 / 


Si  dans  cette  équation  on  substitue  pour  /,  h 
leurs  valeurs,  n"  ôi-,  en  observant  que  la  valeur  de  m 
rapportée  à la  même  unité  de  temps  que  /,  donne 


m = 359“,9937i, 
(pie  l’on  a en  outre 

^ = o,oo273o3. 


et  pour  l’époque  de  1750,  origine  du  temps  t, 

e = o,oi68i4,  e'=o,o54865,  •/=o,o8()83; 

* 

on  trouvera 


2C  — A — B 


C 


0,0062810, 


et  comme  on  a,  à trés-peu  près,  A = B,  il  en  résultera 


o,oo3i4o5. 


Cette  équation  établit  un  rapport  important  entre  les 
trois  moments  d’inertie  du  sphéroïde  terrestre;  nous 
reviendrons  sur  les  conséquences  qui  en  résultent, 
relativement  à la  configuration  et  à la  disposition  des 
couches  qui  le  composent,  lorsque  nous  nous  occiiiie- 
roiis  de  la  figure  des  corps  célestes. 
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4().  Nous  avons  jusqu’à  j)i’ésent  regardé  le  s{)hé- 
roïde  terrestre  comme  entièrement  solide;  cette  sup- 
position n’est  point  parfaitement  exacte,  et  pour  que 
les  résidtats  de  la  théorie  précédente  fussent  rigou- 
reusement applicables  à la  Terre,  il  faudrait  avoir  la 
certitude  qu’ils  ne  sont  pas  altérés  par  les  oscillations 
et  les  frottements  du  fluide  qui  la  couvre  en  très-grande 
partie.  (Vest  ce  tpieLaplace  est  parvenu  à démontrer 
par  une  savante  analyse,  qui  l’a  conduit  à cet  impor- 
tant théorème  que  nous  nous  contenterons  de  rappeler 
ici  : Les  phénomènes  fie  la  précession  des  équinoxes 
et  de  la  nutation  de  Luxe  de  la  Terre  sont  exacte- 
ment les  mêmes  que  si  la  mer  formait  une  masse  so- 
lide avec  elle. 
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CHAPITRE  V. 

MOUVKMENT  DE  UOTATION  DE  L.\  I.UNE  AUTOUR 
DE  SON  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 


41'.  Un  plu  noinéne  extrêiiicnienl  remarquable  dans 
le  sj'stêiiie  du  monde,  et  qui  paraîf  avoir  été  connu 
de  tout  temps,  c’est  que  la  laine,  dans  son  mouve- 
ment de  révolution  autour  de  la  Ferre,  nous  présente 
toujours  la  même  face,  lécxplicalion  que  les  anciens 
astronomes  avaient  donnée  de  ce  singulier  phénomène 
était  errouce.  C’est  à Ilévélius  et  à Newton  que  l’on 
doit  la  connai.ssance  de  sa  véritable  cause.  Us  mon- 
trèreul  que,  pour  en  rendre  raison,  il  fallait  supposer 
une  égalité  |iarfaite  entre  le  mouvement  de  révolu- 
tion et  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune;  d’on  il 
résulte  qu’à  mesure  que  sou  centre  de  gravité  s’avance 
sur  l’oi’bite  <[u’il  décrit  autour  de  la  Terre,  l’axe  du 
sphéroïde  lunaire,  qui  est  tourné  vers  nous,  décrit, 
par  un  mouvement  contraire,  le  meme  nombre  de  ile- 
grés,  en  sorte  que  ce  second  mouvement,  ramenant 
sans  cesse  vers  le  centre  de  la  Terre  le  même  hémi- 
sphère de  la  Lune,  toutes  les  autres  parties  de  sa  sur- 
face nous  restent  à jamais  cachées,  bientôt  après,  l)o- 
miuicpie  Cassini,  par  une  observation  plus  attentive 
encore  des  taches  de  la  Lune,  découvrit,  dans  son 
mouvement  de  rotation,  de  nouveaux  phénomènes; 
il  reconnut,  i“  que  l'inclinaison  de  l'axe  de  rotation 
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de  la  Lune  à l'écliptique  est  invariable;  0.°  que  les 
nœuds  de  son  équateur  coïncident  constamment  avec 
^ nœuds  de  son  orbite,  c'est-à-dire  que  les  plans  de 
Equateur  et  de  l'orbite  lunaire  coupent  toujours  ce- 
lui de  l'écliptique  suivant  la  m$nie  ligne  dioite.  Ces 
deux  importantes,  découvertes,  les  plus  belles  ])eut- 
être  dont  nous  soyons  redevables  à ce  grand  astro- 
nome, et  que  les  observitions  de  Tobie  Mayer  et  de 
I^alande  ont  depuis  confirmées,  complètent  la  théorie 
astronomique  du  mouvement  de  rotation  de  la-Lune, 
et  ont  permis  aux  géomètres  de  chercher,  avec  le  se- 
cours de  l’analyse,  l’explication  physique  des  singu- 
liers phénomènes.que  ce  mouvement  nous  présente. 

D’Alembert  tenta  le  premier  Cette  enti-eprise.  Il 
essaya  d’appliquer  k la  Lune  ses  formules  de  la  pré- 
.MCession  des  équinoxes;  mais  la  lenteur  du  mouvement 
% de  rotation  de  cet  astre,  et  surtout  la  circonstance 
particulière  de  l’égalité  de  ce  mouvement  à celui  de 
révolution,  exigeait,  pour  traiter  cette  question,  une 
analyse  toute  nouvelle,  et  celle  qu’employa  d’Aleni- 
l)ert  le  conduisit  à des  résultats  inexacts.  I.agrange 
eut  plus  de  succès,  et  son  Mémoire,  qui  remporta 
le  prix  proposé  par  l’Académie  des  Sciences  pour 
17G4,  joint  à celui  qu’il  publia  en  1780  dans  les  Mé- 
moires de  Berlin,  renferme  la  théorie  complète  du 
mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  cen- 
tre de  gravité. 

Lagrange  donne  d’ahord  l’explication  du  phéno- 
mène que  l’on  a nommé  la  libration  en  longitude;  il 
montre  qu’il  est  dû  à ce  que  l’égalité  du  mouvement 
moven  de  révolution  et  de  rotation  de  la  Lune  n’ayant 
■ n.  .9 
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point  ôté  rigoureusoinent  exacte  à l’origine  des  temps, 
ce  qui  paraîtrait  en  effet  infiniment  peu  vraisembla- 
ble, il  en  est  résulté  une  espèce  de  balancement  dans 
l’axe  du  sphéroïde  lunaire  dirigé  vers  la  Terre,  qui  le 
fait  osciller  de  part  et  d’autre  du  rayon  vecteur  mené 
du  centre  de  la  Terre  à celui  de  la  Imnc,  comme  un 
pendule  oscille  sans  cesse  autour  de  la  verticale  dont 
on  l’a  légèrement  écarté.  Après  avoir  développé  les 
lois  de  la  libration  en  longitude,  ainsi  que  les  petites 
inégalités  qui  résultent  dans  le  mouvement  de  rota- 
tion des  inégalités  du  mouvement  de  révolution,  j>as- 
sant  à la  libration  de  la  Lune  en  latitude,  par  un  choix 
de  variables  extrêmement  ingénieux,  et  qui  a été  utile 
dans  un  grand  nombre  de  questions  de  la  Mécanique 
céleste,  il  parvient  à déterminer  les  lois  du  mouve- 
ment de  l’équateur  lunaire.  Il  niontre  «jue  l’inclinai-» 
son  de  l’axe  de  rotation  de  la  Lune  est  constante,  et  # 
que  le  singulier  phénomène  de  la  coïncidence  des 
nœuds  de  son  équateur  et  tic  son  orbite,  en  est  une 
conséquence  immédiate.  Pour  (jiie  cette  coïncidence 
existe,  il  n’est  pas  nécessaire  qu’elle  ait  eu  lieu  rigou- 
reusement à l’origine  du  mouvement,  il  suffit  que  la 
différence,  qui  existait  à cette  épotpie  entre  les  posi- 
tions des  nœuds  de  l’équateur  et  de  l’orbite  lunaire, 
ait  été  très-petite;  l’attraction  dc‘  la  Terre  a établi  en- 
suite et  maintiendra  éternellement  la  coïncidence  de 
leurs  nœuds  moyens. 

Cette  belle  analyse,  comme  la  plupart  de  celles  que 
nous  a laissées  I.agrange,  a presque  épuisé  la  cpies- 
tion  qii’elle  avait  à traiter,  et  les  géomètres  qui  s'en 
sont  depuis  occupés,  n’ont  fait  (jue  la  simplifier  et 
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ajouter  aux  inégalités  de  la  libration  en  longitude  et 
en  latitude  déterminées  par  lui,  quelques  inégalités 
nouvelles  (jui  sont  trés-pj'lites  «*n  elles-iuémes,  mais 
auxquelles  la  précision  des  observations  modernes 
obligera  désormais  d’avoir  égard.  Ci’est  ainsi  que 
M.  Poisson,  en  discutant  avec  un  nouveau  soin  les 
inégalités  de  la  libration  en  latitude,  en  a reconnu  une 
qui  dépend  de  la  différence  en  loi^itude  du  nœud 
et  du  périgée  lunaire,  et  qui  peuj  devenir  «ensible; 
mais  il  s’est  assuré  en  même  temps  qu’elle  était  la 
seule  de  cette  espèce  qui  eût  été  omise  dans  l’analyse 
de  Lagrange  et  de  Laplace,  en  sorte  que  toutes  les 
autres  inégalités  auxquelles  ils  s’étaient  dispensés  d’a- 
voir égard,  pouvaient  eu  effet  être  négligées. 

On  iloit  donc  regarder  comme  complète  la  théorie 
physique  de  la  libration  de  la  Lune;  la  seule  chose 
(pi’elle  laisse  encore  à désirer,  c’est  un  assez  grand 
nombre  d’observations  pour  fixer  avec  précision  les 
données  que  l’analyse  emprunte  à l’Astronomie,  sur- 
tout celles  qui  déterminent  les  rapports  des  moments 
d’inertie  des  trois  axes  principaux  du  spbéro’ùle  lu- 
naire, et  (|ui  fournissent  par  conséquent  deiy  notions 
exactes  sur  sa  figure.  M.  Nieollel  a déjà  exécuté  un 
travail  de  ce  genre,  en  y employant  ly/j  observations 
faites  jiar  lui  ou  par  MM.  Jkmvard  et  j\rago;  espé- 
rons qu’une  plus  longue  suite  encore  d'observations 
confirmera  les  résultats  anxcpiels  il  est  parvenu  et 
ajoutera  à leur  précision. 

Ou  pourrait  déterminer  les  inégalités  du  niouve- 
meut  de  rotation  de  la  Lune  troublé  par  l’aetiou  du 
•Soleil  et  de*la  Terre,  au  moyen  d(?s  formules  eonte- 

19. 
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nues  dans  le  chapitre  1";  mais  ii  est  plus  simple  de 
reprendre  pour  cela  les  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé,  données  n”2.  On  verra  aisément 
d’ailleurs  comment  les  résultats  que  nous  allons  déve- 
lopper se  conchiraicnt  des  formules  générales  (P), 
n”  7,  qui  s’appliquent  au  mouvement  de  rotation  de 
toutes  les  planètes. 

42.  Nous  placerons  l’origine  des  coordonnées  an 
centre  de  la  Lune, 'que  nous  supposerons  immobile, 
et  nous  regarderons  le  Soleil  et  la  Terre  comme  cir- 
culant autour  d’elle.  Soient  donc  L la  masse  de  la 
Terre,  x,  v,  z ses  trois  coordonnées  relatives  à un  plan 
fixe  mené  par  le  centre  de  la  Lune  paraléllement  au 
plan  de  l’écliptique  à une  époque  donnée,  r'  son 
rayon  vecteur  compté  du  même  j)oint  ; en  ne  pous- 
sant les  approximations  que  jusqu'aux  termes  du  troi- 
sième ordre  par  rapport  aux  dimensions  du  sphé- 
roïde lunaire,  on  aura,  n”  2i>, 


(A— R)  |[x'’-(Y'cosO-zsin^)’]cos294-2.v' (T'cos6-isin9)sin2j>  j 


3L 


— (A  -h  B — 2 C)  [x'’  -4-  (y'  eos9  — z sinO)’]. 


Dans  cette  expression.  A,  H,  C représentent  les 
trois  moments  d’inertie  principaux  de  la  Lune.  Nous 
continuerons  à donner  le  nom  A'éqimleur  au  plan  qui 
renferme  les  deux  premiers  axes  principaux,  c’est-à- 
dire  ctuix  auxquels  se  rapportent  les  moments  d’inertie 
A et  H.  Ce  |)lan  n‘t*st  plus  ici,  comme  dans  le  niouve- 
ment  do  rotation  de  la  Terre,  perpendiculaire  à l’axe 
instantané  de  rotation  ; cet  axe  varie  dans  l’intérienr 
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du  splicroïde  Imiaire,  en  sorte  nue  les  pôles  de  rota- 
tion se  déplacent  à la  surface  delà  Lune,  circonstance 
• qui  établit  une  différence  essentielle  entre  le  mouve- 

ment de  rotation  de  ce  satéllite  et  celui  du  sphéroïde 
terrestre. 

Cela  posé,  0 représente  l’inclinaison  de  l’équateur 
^ lunaire  sur  le  plan  fixe  parallèle  à l’écliptique,  y est 

l’anple  compris  entre  le  piemicr  axe  principal  de  la 
Lune  et  le  nœud  descendant  de  son  équateur;  nous 
supposerons  l’angle  9 compté  à partir  de  ce  nœud 
' dans  le  sens  du  mouvement  de  rotation  de  la  lame; 
enfin,  nous  n*inmcrons  l’angle  compris  entre  le 
nœud  descendant  de  l’équateur  lunaire  et  une  droite 
fixe  menée  dans  le  plan  de  l’écliptique,  et  nous  sup- 
posiTons  cet  angle  compté  à partir  de  cette  droite,  en 
sens  im  erse  de  l’ordre  des  signes. 

Si  l’on  différentie  la  fonction  V par  rapport  aux 
trois  variables  9, 1]/,  d,  en  observant  <pie  l’on  a,  n"  25, 


</x'  , rlv'  , lll'  


on  aura 


WV_  31. 
ip  2 r'^ 

f/y  _ 3 L 


X *■ 

(A  — n)  j [x'’ — (x'  co^  — isinO)’]sin  2 ip  — 2 x'  (t'eusû  — z s>in&j  i-os2  y j, 
{A-B)*j[v'(if'cos9-zsin0)-x'’ros0]sin  2y-Hx'[x'-l-{'*'«)sO-zsiiiO)fos6]  <os2yj 


3 L 

. — J-  (A  -H  B — 2C)  [x'  (y'  siii  0 -f-  Z cosO}  sin  9], 
2 r * * 


^ — (A  — B)  [*'  (x'sin9-f-zios0)  sin  2 y — (y'  cos  S — z sin9)(Y'siii9+zcosO)  cos  2 y 

-h  f A 4-  B — 2.C)  (v'cos9  — zsinO)  (y'sIiiO  4-  zcusO}, 
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et,  par  suite, 

I (dV  d\\  3L  * . 

— 7 I tt  -I-cos6— — 1= — (A — B)  [(t'cos6 — zsinO)  (y' sio 0+z  cos6) sin 2 ? 
*iriO  2r*'  ^ 

-+- x' (y' sin 0 + Z cos  0)  cos  2 y] 

3 1. 

( A -f-  B — 2 C)  [x'  (y'  sin  0 + z cosO)  ]. 

Les  trois  équations  (C)  du  deviendront  ainsi 

\dp+{C-ïi)  <jrdt=:  (C. — B)  [(y'  cos9 — Z sin  9)  (T'sinO+zcosO)cos9  1 

— x' (y' sinO -f- Z cosO)  sin<p],  j 

Bf/i/4-(A-C)^>cf//=^^^  (A  — C)  [x' (y' sin9 -h  zcosO)  cosij»  ^ 

-(-  (y'  cos  9 — Z sin  9)  (y'  sin  9 + z cos9)  sin  y],  t‘ 

Cdr-^-{h-A)/>f/dlz=^^^  (B  — A)  I 2x'  (y'cosO  — z sin9)  cos2y  j 

— fx'’ — (y'cosO  — Z sin9)’]  sin2  7 j. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu’on  peut  ;uTiv(‘r  Irès- 
simplenient  aux  mêmes  équations  de  la  manière  sui- 
vanle  : nous  avons  supposé  n"  5,  livre  II, 

V'=  • - L 

/(x'—  — — zf 

x',  y,  z'  représentant  les  coordonnées  de  l’astre  L 
lapportées  aux  trois  axes  principaux  du  sphéroïde 
attiré,  et  x,j-,  z les  coordonnées  d’un  élément  dm  de 
ce  corps,  l elatives  aux  mêmes  axes  et  à la  même  ori- 
gine. En  différentianl  cette  valeur,  on  trouve 


d\' 

■^'■dT 


dV'  ,d\'  jd\' 

-^d7=^-^-yv^^ 

d\'  ,d\'  ,d\" 

— X-T-  = Oi  -rr  — d —-ri 


' dx  dr  dz'  dx'  , 

d\’  d\"  ,d\'  ,d\"  \ 
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P Si  ron“imiltiplie  par  rf/n  les  deux  inembivs  de  ces 
équations,  qu’on  les  intègre  ensuite,  qu’on  fasse,  pour 
abréger,  V =.S.\’din,  l’intégrale  S étant  relative  à 
l’élément  dm  et  aux  quantités  qui  varient  avec  lui, 
en  Observant  c[ue  les  trois  coordonnées  x',  y,  z'  sont 
les  memes  pour  tous  les  éléments  dm,  en  vertu  des 
t trois  équations  (m),  on  pourra  supposer: 


S.| 

/ tiw 

dW\ 

1 dm 

.dy 

,d\ 

(riiT 

~ " ^tîÇ  j 

II 

U 

-y 

! tl  V' 

dW\^ 

1 dm 

-x'î^ 

dz’ 

, d\ 

s. 

("  H 

^ dz  1 

“ <7x'’ 

/ f/v' 

d\'\ 

1 dm 

,d\ 

,dV 

s. 

Hx  , 

di’ 

Cela  posé,  ou  ne  portant  l’approximation  que  jus- 
qu’aux termes  du  troisième  ordre,  nous  avons  trouvé, 

V = - ( Ax'^  + Bj'*  Cz'*), 

ar  * ' 

x',  y,  z'  représentant,  comme  plus  haut,  les  coor- 
données de  L,  rapportées  aux  trois  axes  principaux 
du  sphéroïde  attiré. 

Cx‘lte  expression,  en  la  différentiant,  donne,  en 
vertu  des  formules  précédentes. 


S.  ( X 


dW 

dW 

dz 

~ 7t 

dy 

dW 

-X 

dW' 

dx 

dz 

dW 

dV' 

-y 

dx 

3 U 


Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (B), 
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H®  1,  et  qu’on  remplace  ensuite  les  coordonnées  * 
y\  z'  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  angles  ç,  9, 
données  n°  2a,  on  retrouvera  identiquement  les  équa- 
tions (i). 

L’observation  ayant  montré  que  l’inclinaison  Mc 
l’équateur  lunaire  sur  l’écliptique  est  toujours  peu 
considérable,  9 est  un  fort  petit  angle  dont  nous  né-|p^ 
gligerons  le  carré  et  le  produit  par  le  carré  de  l’in- 
clinaison de  l’orbite  lunaire,  qifi  est  aussi  une  très- 
petite  quantité.  En  observant  que  z est  du  ni^e 
ordre  que  cette  inclinaison,  les  trois  équations  (i)  de- 
viendront 


A + (C  - B)  Qtcl:  = (C  - B ) [(ï' 0 


z)(v'cqSŸ  — x'  siniji)]. 


R (fil  + {A  — C)  prrtt  — 


3L<// 


Crfr  -f-  (B  — A)pqdt: 


2 r 


(A  — C)[(y'9  4-  z)  (x'cosy  4-  Y'siny)], 

(x'’  — y'’)  sinsf). 


Shdt 

^(B  — A)[2x'y'cos2(y 


On  peut  eqeore  aux  coordonnées  x',  y',  z de  L, 
substituer  d’autres  variables  qui  rendent  l’intégration 
plus  facile.  Soit  v la  longitude  de  la  Terre  vue  de  la 
Lune,  cette  longitude  étant  comptée  du  noeud  ascen- 
dant de  l’équateur  lunaire;  soit  a la  longitude  du 
nœud  descendant  de  l’orbe  lunaire  comptée  du  même 
point,  et  y l’inclinaison  de  cette  orbite  sur  l’^lip- 
tique  fixe  ; en  désignant  s[  la  latitude  de  la  Terre  au- 
dessus  de  ce  dernier  plan,  on  aura 

tangy=  tang7sin(e  — a). 

La  longitude  de  la  Terre,  comptée  d’une  droite  fixe 
sur  le  plan  parallèle  à l’écliptique,  sera  e — ; en 
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suivant  donc  l’analyse  du  11°  25,  et  en  observant  (|ue 
■/  est  un  très-petit  angle  dont  on  peut  négliger  les 
carrés  dans  la  recherche  qui  nous  occupe,  on  trou- 
vera • 

x'=r'cose,  Y'  = r'sine,  z = r'ymi{v  — a), 

valeurs  exactes,  aux  quantités  près  de  l’ordre  y*. 

Les  équations  précédentes  deviennent  ainsi 

(C—  B)  qrdt—  — (C  — B)  [0sin(’-|-7sin(i>— a)]sin(«— f ), 
Bc/f/  -t-  (A  — C)  prdt—  C)  [9sint'-(-7sin(i'— a)]cos(M— ç), 

Cdr  + [B  — K)pqdt=  (B — A)  sin2(p  — 7). 

45.  Occupons-nous  d’intégrer  ces  équations;  con- 
sidérons d’abord  la  troisième,  d’où  dépend  le  inouve- 
inent  du  sphéroïde  lunaire  autour  de  son  axe  de  rota- 
tion.  ^ 

Si  la  Lune  était  un  sphéroïde  de  révolution,,  on 
aurait  B = A,  et  par  conséquent  r=  constante,  /'ex- 
prime la  vitesse  du  mouvement  de  rotation  du  sphé- 
roïde autour  de  son  troisième  axe  principal  (n°  33, 
livre  1").  Cette  vitesse  serait  donc  constante,  et  le 
mouvement  de  rotation  uniforme.  Ce  cas  n’a  pas 
lieu  dans  la  nature,  mais  on  peut  toujours  regarder  la 
quantité  B — A comme  peu  considérable;  et  comme 
P et  9 sont  aussi  très-petits,  puisque  l’observation  a 
prouvé  que  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  s’écarte  tou- 
jours très-peu  de  son  troisième  axe  principal,  on 
^ pourra  négliger  le  produit  — k)pq  à cause  de  la 
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petitesse  de  scs  fipis  lactcurs.  La  dernière  des  équa- 
tions (a)  deviendra  donc 


dr 


SL.^/B-AN  . . , 

7^  sni2(e-  9).  (3) 


I/observation  ayant  fait  voir  que  la  Lune  bous  pré- 
sente toujours  à peu  près  le  même  hémisphère,  on 
en  a conclu  que  son  moyen  mouvement  de  rotation 
est  exactement  égal  à son  moyen  mouvement  de  ré- 
volution ; en  sorte  que  si  ce  mouvement  est  sujet  à 
(pielques  inégalités,  elles  doivent  être  peu  considé- 
rahles. 

Or,  si  l’on  néglige,  comme  nous  le  supposons,  les 
(piantités  de  l’ordre  S*,  l’arc  9 — représentera  (n“  1) 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Tame  autour  de  son 
t'roisième  axe  principal,  mouvement  qui  serait  uni- 
forme sans  l’action  des  forces  perturhatrices.  Si  l’on 
désigne  donc  j)ar  u les  inégalités  qu’elles  peuvent  y 
produire,  par  ml  + c la  longitude  moyenne  de  la 
Terre  \ ne  de  la  Lune  et  correspondante  au  temps  /, 
longitude  rpii  est  égale  à celle  de  la  Lune  vue  de  la 
Terre  plus  une  deiiii-circonférence,  on  aura 


(p  — é = ml  + c -h  II, 

et  l’angle  u représentera  la  libration  de  la  Lune,  ou 
l’excès  de  son  moyen  mouvement  de  rotation  sur  son 
moyen  mouvement  de  révolution.  Il  ne  s’agit  donc, 
pour  déterminer  la  libration,  que  de  connaître  la  va- 
leur de  l’angle  ii.  Or,  il  est  facile  d’y  parvenir  on  in- 
troduisant cette  nouvelle  \ariable  à la  place  de  /mIuiis  . 
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l’équalion  (3),  et  en  intégrant  ensuite  l’équation  ré- 
sultante. 

En  effet,  on  a,  n“  1^  aux  (juantités  près  de  l’ordre  (5*, 


r = 

(It  ’ 


(4) 


et,  par  conséquent,  en  différentiant  l’équation  {m)  en 
faisant  varier  la  constante  c,  pour  avoir  égard  à l’équa- 
• tion  séculaire  dont  est  affectée  la  longitude  moyenne 
de  la  Lune  et  qui  est  introfluite  dans  son  expression 
par  la  variation  de  l'époque  (n”  7,  livre  I),  on  aura 


dr  d’ U d’ c 

~dt  ~ 1/F  lîF' 

Ij’angle  e représentant  la  longitude  de  la  Terre  vue 
de  la  Lune  et  comptée  à partir  du  nœud  descendant 
de  l’équateur  lunaire,  e — sera  la  même  longitude  ' 
comptée  à partir  d’nu  écpiinoxe  fixe,  l’angle  ij;  devant 
^tre  compté,  comme  nous  l’avons  dit,  en  sens  inverse 
^ de  l’angle  e.  Cette  longitude  est  égale  ii  rnl  -t-  c,  plus  à 
une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d’angles  multiples  du 
moyeu  mouvement  mi-,  on  aura,  par  conséquent. 


V = mi  + c -h  -h  2.11  sin(//ï  -t-  h'). 


en  représeniant  par  2.11  sin(//<  + h')  les  inégalités 
de  e ordonnées  par  rapport  à mi. 

Cette  \ aleur,  comparée  à celle  de  ç — 1]^,  donne 


V — (S  = — n 2,11  sin(/i^  -f-  /<'), 
et,  par  conséquent, 

sin  2 (('  — <?)  — — sin  2 K 4-  2 cos  2 « S.II  sin  (//<  h')  — ...  • 
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THÉORIE  ANALYTIQUE 
L’équation  (3)  devient  ainsi,  en  y subsliluanl 

<1^  U tt’c  dr 


L’angle  u étant  toujours  une  très-petite  quaolité,  si 
l’on  néglige  son  carré  et  ses  puissances  supérieures, 
on  pourra  supposer  dans  cette  équation  sin^u  = , 

et  cos2^^  = I ; de  plus,  comme  on  a,  à trt*s-peu  près,. 

^ = m*,  l’équation  précédente  deviendra 

-H  3 C (^'c  ~)  (^) 

* 

Si  l’on  fait  d’abord  abstraction  des  termes  sans  «,  on 
satisfera  à cette  équation  en  supposant 

« = K.  sin(//  + 

et  l’on  aura,  pour  déterminer^/:, 

R et  k étant  deux  constantes  qui  demeurent  arbi- 
traires. r • 

Si  l’on  nomme  m'  le  moyen  mouvement  du  Soleil, 
et  e'  l’excentricité  de  son  orbite,  en  ne  considérant 
que  le  terme  principal  de  l’équation  séculaire  de  la 
faine,  par  la  théorie  de  cet  astre  (n“  9 i,  livre  VII),  on 
aura 

tic 

lit  2 ’ 
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3u  I 


{l‘‘  c 
~dt 


3 /«'*  e'  tle' 
mdt 


Eu  suhslituaiU  cette  valeur  dans  l’éqwatiou  (5)  et  eu 
riutégraut  ensuite  eu  regardant  la  quantité  précé- 
dente comme  coustauD',  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  négligeant  la  quantité  très-petite  du  troisième  ordre 

c/’.c' f/f»  , , 

— on  aura,  en  vertu  de  ce  terme  seul, 


/«’  dt 


(- 


H = 


ni'^e'  de' 


tiddt 


B 


Si  l’oii  désigne  ensuite  par  I,sin(A<  -t-  //'),.  le  terme 
de  la  valeur  de  u qui  doit  correspondre  au  terme 

3m*  II  siu(/<^ -4- /i')  de  l’équation  (5),  eu  y 

substituant  cette  valeur  et  eu  comparant  les  termes 
«pii  ont  même  sinus  ou  même  cosinus,  on  aura 

^ i 

L/i^  -4_  3 m*  (I'  - H)  = O, 

d’où  l’on  tire 


Ainsi,  fl’apirs  la  tlmorie  des  étpiations  linéaires,  la 
valeur  complète!  de  u sera  t 

U = — “1"^  ^ E siu  '//^  -h//'). 
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li  et  k'  étant  les  deux  constantes  arbitraires  qui  doi- 
vent entrer  dans  l’intégrale  finie  de  l’équation  du  se- 
cond ordre  (5),  et  le  signe  ^ désignant  une  suite  dr 
termes  semblables  au  terme  Lsin(///-t-  //'),  et  déter- 
minés <le  la  méhic  manière. 

41.  Examinons  les  conséquences  qui  résultent  de 
celle  expression.  Le  premier  terme  de  la  valet^  de  u 
est  insensible  quoiqu’il  ait  pour  diviseur  la^petite  frac- 
tion — cause  de  la  lenteur  avec  laquelle  varie 

l’excentricité  e' de  l’orbe  solaire;  cette  variation,  en 
effet,  q'ui  jirodnit  l’équation  séculaire  de  la  Lune,  ne 
devient  sensible  que  par  la  doidde  intégration  qu’elle 
sidjit  dans  l’expression  de  la  longitude  moyenne.  On 
peut  donc  négliger  ce  terme,,  et  il  résulte,  en  effet, 
des  données  tpie  l’on  a sur  la  valeur  de  la  fraction 

^ ^ qu’il  ne  s’élèverait  pas  à o“,oi8  en  un  siècle.  ’ 

V* 

Tous  les  autres  termes  tle  l’expression  de  u varient 
avec  beaucoup  jdus  de  rapidité,  mais  sa  valeur  de- 
meurera toujours  peu  considérable,  si  les  coefficients 
K,  ].,,  etc.,  sont  de  très-petits  coefficients.  Le  second 
terme  de  la  valeur  de  u dépend  de  l'état  initial  du 
mouvement,  et  elle  demeure  toujours  j)cu  considé- 
rable si  l’arbitraire  R est  siqqiosée  très-petite.  Jns- 
([u’ici  les  observations  les  plus  précises  ne  paraissent 
indiquer  aucune  trace  de  cette  inégalité,  il  en  faut 
conclure  ou  que  la  constante  R était  nulle  à l’origine 
du  mouvement,  ou  que  son  influence  a été  annulée 
depuis  ])ar  l’effet  de  cpieUpu*  cause  étrangère,  et  que 
par  consé(pient  la  partie  <le  la  lihr.ition  de  la  lame 
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(|ui  dépend  de  Hc'let  initial  du  inonvement  sera  tou- 
jours insensible.  Cette  remarcjue  est  analogue  à celle 
que  nous  avons  faite  daps  le  n"  l.">,  relativement  à 
la  Terre.  - 

On  a,  par  ce  cpii  procède,  k = /n  y/s  j ’ '/t 

représentant  le  moyen  monveinent  de  la  lame  dans 
l'nnité  de  temps;  la  iliirée  de  la  ])ériode  de  l’argn- 
ment  dont  il  s’agit,  sera  donc  d’iin  mois  sidéral  divisé 

par  y/ i verrons  bientôt  que  ce  divi- 

seur est  une  très-petite  quantité,  et  que  des  observa- 
tions récentes  sur  lesquelles  on  peut  compter  donnent, 
à très-peu  prés,  o,ooi8  |)our  sa  valeur.  Cotte  durée, 
dans  ce  cas,  n’excéderait  pas  dcu.v  années;  il  sera  donc 
facile,  par  des  observations  faites  à des  intervalles  «le 
temps  assez  grands  pour  la  variation  de  l’angle 
kt  soit  setisible,  de  reconnaître  si  le  coefficient  K a on 
non  une  valeur  appréciable. 

An  reste,  il  faut  observer  que  ce  jn  emier  terme  de 
la  valeur  de  u sert  à explifjuer,  par  la  théorie,  com- 
ment il  se  fait  que  la  lame  nous  présente  toujours  h; 
même  hémisphère,  sans  qu’il  soit  besoin  de  sujipiiser 
(|ue  la  vites.se  ])rinhtive  de  rotation,  imprimée  à cet 
astre,  a été  exactement  égale  à sa  vitesse  de  rèvolntion 
autour  de  la  Terre,  ce  ipii  parait  en  effet  infiniment 
peu  vraisemblable.  Pour  le  faire  voir,  remarquons 
<pi’en  faisant  abstraction  de  rinclinaison  de  l’éfpiateur 
lunaire  à l’écliptiipie,  on  a,  par  le  ii"  iâ, 

, , , , l/c  r/u 

(If  — c/ü;  = ////,  r = in  -h  Y ~ü' 
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On  aura,  par  consôqiieni,  r » * . 

f rdt  = / mdt  + c u. 

En  comprenant  dans  l’intégrale  J-.mdt  l’équation 
séculaire  qui  affecte  le  moyen  mouvement  lunaire,  ou 
plutôt  la  longitude  moyenne,  et  qui  est  introduite  par  j 
la  variation  de  la  constante  c.  * '• 

r représentant  la  vitesse  de  rotation  de  la  Epne  au-  « 
tour  de  son  troisième  axe  principal  (n”  45),  l’inté- 
grale / rdt  exprime  son  mouvement  de  rotation  autour 
du  même  axe,  ou  le  nombre  de  degrés,  minutes  et 
secondes  que  décrit  en  un  tenaps  donné  l’un  des  points  » 
de  son  équateur.  Comme  la  quantité  u n’est  compoA 
sée  que  de  termes  périodiques,  l’équation  précédente 
montre  que  le  moyen  mouvement  de  rotation  et  le 
moyen  mouvement  de  révolution  sont  parfaitement 
égaux  entre  eux,  et  que  l’action  de  la  Terre  sur  le 
sphéroïde  lunaire  fait  participer  le  premier  de  ces 
mouvements  aux  inégalités  séculaires  dont  le  second 
est  affecté,  puisque  nous  avons  vu,  en  effet,  que  la 
vitesse  de  rotation  /•  serait  rigoureusement  c(Mistante 
sans  cette  action.  On  en  peut  conclure  que  la  par- 
faite égalité  des  deux  mouvements  se  conservera  dans 
tous  les’ siècles  telle  qu’elle  est  aujourd’hui,  condition 
nécessaire  (n°  41)' pour  que  la  LTine  nous  présente 
toujours  la  même  face.  Si,  au  contraire,  le  mou- 
vement de  révolution  était  affecté  d’une  inégalité  à 
laquelle  n’aurait  point  part  le  mouvement  de  rota- 
tion, l’hémisphère  lunaire  opposé  à la  Terre  antici- 
perait pi’ogressivement,  par  la  suite  des  siècles,  sur 
la  partie  qui  est  tournée  vers  elle,  et  avec  quelque 
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leulciir  fjuo  croisse  cette  iiiégalitc',  elle  suffirait  |)om- 
nous  faire  cléccmvrir  iiii  jour  toute  la  partie  de  la  sur- 
face lunaire  cjui  semble  pruir  jamais  soustraite  à nos 
yeux. 

Pour  <[ue  cette  inégalité  subsiste  et  se  maintienne 
éternellement,  il  n’est  pas  même  nécessaire  ([iie  les 
moyens  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  de 
la  Lune  aient  été  égaux  à l’origine  du  mouvement. 

En  effet,  en  différentiant  et  substituant  pour  ^ sa  va- 
leur, on  a 

r = «I  m K ^ 3 f — JT — j cos(/c  ■+•  k')  -I-  Ï.L  / cos  (/C  -(-/)- 


En  .sorte  cpie,  comme  R est  arbitraire,  la  vitesse  pri- 
mitive de  rotation  de  la  Lune  [tout  être  supposée  cpiel- 
conque;  et  il  suffit,  pour  ((ue  les  moy  ens  mouvements 
de  rotation  et  de  révolution  aient  dans  la  suite  tou- 
jours coïncidé,  cpie  cette  ^ itesse  ait  été  comprise  entre 

m -i-  //)  K y/3  j K.  y/3  j • 

Ces  limites  sont  trés-ress(Mrées,  il  est  Mai,  et  elles 
s’éloignent  peu  de  la  valeur  moyenne  /h,  à cause 
de  la  petite.sse  de  la  constante  R et  du  coefficient 

niais  elles  suffisent  pour  faire  dispa- 
raître l'invraisemblance  tpi’il  y aurait  à suppo.ser,  à 
l’origine  du  mouvement,  une  parfaite  égalité  entre 
le  moyen  mouvement  de  rotation  de  la  Eune  et  son 
moyen  mouvement  de  révolution  , 

Pour  (]ue  la  libration  en  longitude  demeure  tou- 
. II.  2" 
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jours  pou  considérable,  comme  l’observation  l’indi- 
(|U(‘,  il  Tant  <pie  les  coedicienis  L,  etc.,  des  «lifférents 
termes  de  la  valeur  de  soient  su|)posés  très-petits, 
ainsi  que  le  coefficient  K ; mais  celte  condition  ne 
suffit  pas,  il  faut  de  plus  que  les  valeurs  des  constantes 
k,  h,  etc.,  soient  tynies  réelles;  car  autrement  (|uel- 
(pies-uns  des  sinus  ou  cosinus  qui  entrent  dans  l’ex- 
pression de  «,  se  changeraient  eu  arcs  de  cercle  ou  / 
en  exponentielles,  et  la  valeur  de  u pourrait  croître 
indéfiniment, ce  qui  est  contre  rbypotbèse.f.es  valeurs 
de  //  et  des  autres  coefficients  semblables  sont  réelles 
de  leur  nature;  mais  pour  tpie  celle  île  k le  soit  aussi, 

il  faut  qui'  ^ —^soit  une  quantité  iiositive,  c’est-à-dire 

que  l’on  ait  1!  > A.  Or,  A est  le  moment  d'ineitie  qui 
se  rapporte  à l’axe  principal  de  l’équateur  lunaire,  qui 
est  constamment  dirigé  vers  la  Terre;  en  effet,  cet  axe 
est  celui  qui  forme  l’angle  ç avec  l’intersection  de 
l’équateur  luuaiie  et  de  l’écliptiipie,  tandis  que  la 
projection  du  rayon  vecteur  mené  de  la  lame  à la 
Terre,  forme  l’angle  e avec  la  même  ligne,  e — f est  * 
toujours,  parce  qui  |)récède,  un  très-petit  angle;  le 
jiremier  axe  principal  de  la  lame  est  donc  toujours, 
a très-peu  près,  dirigé  vers  la  Terre;  et  il  est  naturel 
par  conséquent  de  suppo.ser  que  l’équateur  lunaire 
.s’est  allongé  dans  ce  sens  par  l’effet  de  l’attraction  de 
la  l'erre,  en  sorte  que  le  moment  d’inertie  A,  qui  se 
rajiporte  à l’axe  de  l’équateur  dirigé  vers  la  Terre, 
doit  être  plus  pi'tit  que  le  moment  d'inertie  fi,  relatif 
an  second  axe  principal  sitné  dans  le  même  |)l;tn. 

Quant  aux  coefficients  K,  b,  etc.,  comme  le  pre- 
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niif'i'  K l'Sl  arbitraire,  sa  vali'ur  jx'iil  t'ire  siij)|)osée 
aussi  petite (iii’oii  voudra;  mais  pour  rendre  eu  même 
temps  très-petite  celle  de  1>,  il  laiidra  supjioser  une 

valeur  très-petite  à la  cpiaulité  — • Ou  voit,  eu 

eiïet,  d’après  l’expression  di'  h,  que  ce  coerficient 
pourrait  devenir  sensilile  si  II  avait  une  valeur  assez 
grande,  ou  si  la  valeur  de  fi  était  peu  diirèrente  de 

in  y/ 3 d”'  fendrait  très-petit  le  dénomi- 

natetir  de  cette  expression. 

» 

ii>.  Nous  avons  désigné  par  >i.IIsin(///  ;- //)  |;i 
somme  des  termes  périodiques  de  la  longitude  vraie 
de  la  Lune  : le  premier  de  ces  termes,  ou  l’équation 
du  ceplre,  est  celui  qui  a le.plus  grand  coelHcient;  en 
le  supposant  représenté  [lar  II  sin(///  -+-  h'),  on  a,  par 
la  théorie  de  la  Lune  (tome  IV,  page  Go  i),  H = aaG39", 
//-  = m*’  o,q83  1 7 ; on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme. 


3 1 

rti  — A A 

1 22(j3<)" 

^ c J 

o,g83i7  — 3 

T"P) 

d’où  l’on  tire  . 

H — A 0,32772  L 

U 1-  — 22t'»3l)" 

La  valeur  de  L doit  être  peu  considérable,  |niisqu<- 
le  terme  de  la  valeur  de  u qui  en  dépend  n’a  pu  être 
reconnu  par  l’observation.  H est  probable,  vu  la  pré- 
cision des  ob.servations  moilernes,  qu’elle  n’excède 
guère  un  demi-di'gré ; si  l’on  su|)j)os<‘  donc  L = rp  'W 

20. 
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ou  1920",  ou  aura  , 


B — A 


= ü,oa5Gü 1 , 


= — 0, 030369. 


T.a  ^alcu^  de  B — A devant  d’ailleurs  être  uéces- 
saireiuent  positive,  il'en  résulte  <jue  est  au-des- 

sous de  o,oa56'2i,  et  que  1.  est  négatif. 

l’arm i les  tenues  de  l’expression  de  ii  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  ac([uérant  tle  très-petits  diviseurs, 
le  plus  considérable  est  celui  qui  dépend  de  l’équa- 
tion annuelle;  il  suffira  donc  «l’examiner  l’effet  de  ce 
terim-.  Si  l’on  suppose  que  11  sin(/t^  + h')  représente 
cette  équation,  ht  -f-  h'  étant  ici  l’anomalie  moyenne 
du  -Soleil,  ou  aura,  par  la  théorie  delà  l.une(  tome  IV, 
page  6011,  H = 669"  et  h = m 0,07/18,  et  par  consé- 
qiuMit  o,oo559J  ; ou  aura  donc,  eu  vertu  de 

e«‘  terme, 

o,oo55t)5  — 3 

d’où  l'on  tire 

B — A 0, 001 865  L 

= 1.  -66ÿ'’ 


l’uiscpie  les  ol)servations  n’ont  point  tait  recon- 
naître le  terme  de  la  valeur  de  u proportionnel  à b, 
«a-  coefficient  doit  être  peu  considérable;  si  l’on  sup- 
pose eu  conséquence  = rp  1920",  on  aura 

= 0,001 383 1 , 0,0028624. 

c ^ 


Ainsi,  dans  le  cas  «le  \.  négatif,  les  d«‘ux  limites 
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de  sont  zéro  et  o,ooi383i,  et,  dans  le  cas  de  1- 

Ci 

positif,  0,0028021  ***  O"  0,0028624  0,025621, 

pinsqne  nous  venons  de  voir  que  — j- — in*  pouvait 

pas  dé[)asser  cette  dernière  limite.  ISous  verrons  tout  à 

l’heure  que  la  valeur  de  — est  moindre  que  o,oooOp 

elle  est  donc  comprise  entre  zéro  et  0,001 383 1,  et 
par  conséquent  L est  négatif. 

Si  l’on  substitue  dans  la  valeur  précédente  de  L, 

])Our  5 — r-  la  dernière  limite  que  nous  \enons  d’as- 

signer  à cette  quantité,  yn  trouvera,  relativement  à 
l’équation  du  centre,  b=  — 4>"?  relativement  à 
l’équation  annuelle,  L = — 317".  Ce  sont  les  limites 
de  ce  coefficient,  et  par  conséquent  celles  des  argu- 
ments qui  en  dépendent  dans  la  valeur  de  u.  ür,  le 
dernier  arc,  vu  de  la  Terre  sur  la  surface  de  la  Lune, 
ne  s’élèverait  pas  à i",5;  c’est  la  seule  [tartie  de  la  li- 
bration qu’on  puisse  espérer  de  rendre  sensible  par  les 
observations;  et  si  l’on  parvenait  à la  déterminer,  on 

déduirait  la  valeur  de  ^ - qui  n’est  pas  encore 

connue  d’une  manière  jiositive  ; mais  sa  petitesse  rend 
ciTte  appréciation  très-dilficihe. 

MM.  Bouvard  et  Nicollet,  par  la  discussion  de  174 
observations  delà  libration  de  la  Lune  en  longitude, 
ont  trouvé  le  coefficient  de  l’inégalité  dépendante  de 
l’équation  annuelle,  «le  4'^tS",  d’on  l’on  conclut 

B - ... 

— - — = 0,000.0)07. 
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Si  l’on  (létcrmiiu*,  d’après  cette  \aleur,  le  coeH'i- 
cieiit  du  terme  de  u qui  dépend  de  l’équation  tlu  cen- 
tre de  la  lame  et  qu’on  joigne  ce  terme  à celui  de 
l’équation  annuelle  déterminé  par  ruhservation,  ou 
aura 

U — — a85"  sin  é — !5()"  sin  /', 

l étant  l’argument  de  l’équation  annuelle  de  la  Lune 
et  /'  celui  de  son  équation  du  centre. 

lai  valeur  précédentes  de  s’accorde  avec  la 

limite  que  nous  avons  fixée  à cette  quantité,  et  qui  a 
éléconclue  de  la  libration  de  la  Lune  en  latitude,  plus 
facile  à observer  que  la  libnition  en  longitude.  Cepen- 
dant, il  reste  encore  de  l’incertitude  sur  ce  résultat, 
et  il  est  à désirer  (pie  de  nouvelles  observations  ajou- 
tent à son  exactitude. 

itî.  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement  des 
nœuds  et  des  xariations  de  l’inclinaison  de  l’équa- 
teur lunaire.  Pour  déterminer  les  mouvements  de  ce 
plan,  il  faut  connaître  les  angles  s}/  et  5 d’où  dépend  à 
cliacpie  instant  sa  jiosition  par  raj3port  à l’écliplicpu' 
fixe;  or,  l’angle  est  donné  en  fonction  de  ip  et  du 
temps  /,  au  moyen  de  l'éipiation  (4);  il  ne  nous  reste 
donc  à déterminer  <pie  les  angles  5 et  Pour  y par- 
venir, il  convient  de  leur  substituer  de  nouvelles  va- 
riables qui  facilitent  l’intégration  des  équations  d’où 
leurs  valeurs  dépendent.  On  conçoit,  en  effet,  cpie 
si  l’on  eboisit  ces  variables  de  manière  à ce  rpi’elles 
soient  astreintes,  par  la  nature  même  de  la  cpieslion, 
à demeurer  constamment  très-petites,  on  iiourra,  dans 
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la  promiért'  approximalioii,  négliger  les  termes  où 
elles  se  trouveraient  uuiUi[)liées  entre  elles  ou  par  leurs 
rliflérences,  et  l’oii  n’aura  plus  à considérer  que  des 
équations  linéaires,  les  seules  qui  puissent,  comme  on 
sait,  s’intégrer  dans  tous  les  cas,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  qu'elles  renferment  et  le  degré 
de  leur  diflérence.  Ces  conditions  sont  faciles  à rem- 
plir dans  la  question  qui  nous  occupe;  car,  comme 
nous  avons  supposé  l’inclinaison  Q de  l’équateur  lu- 
naire à lécliptique  fixe  toujours  peu  considérable,  il 
sufûra,  pour  y satisfaire,  de  substituer  aux  variables 
ç)  et  0,  des  variables  analogues  à celles  que  nous  avons 
déjà  employées  dans  un  cas  semblable,  n"  Si,  livre  1. 
Soient  donc 

i = tang9  sin  (p,  i’ tangô  costp. 

En  différentiant  et  négligeant  le  carré  de  9,  ou  aura 

(Is  f/0  - f/f 

— = sinip  -p  + 0cos(p 

rit  T Y fif 

ris'  rlH  , ris 

rit  T ,i(  Y ,tt 

l.es  éipiations  \a)  du  n"  1 donnent 

f/0 

— = -pcosç-t-r/suiy, 

5^^  = psin<p  i- f/ coS(p  4- /•  tang9. 

Sulistituons  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
denti's;  on  trouve 

rh  . ris'  . 

= - >s-p. 
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trou,  en  (lifférentiant,  on  lire 


d's 

ds* 

— r ~r 

,dr  _ 

dq 

de 

dt 

^ dt 

dt 

d's' 

ds 

dr 

dp 

de 

^•'dt 

-t-  J -r  = 
dt 

dt 

Si  l’on  remplace  dans  ces  équations  et  ^ par  leurs 


valeurs  tirées  des  équations  (a),  et  qu’on  observe 
qu’on  j)eut  supposer  r constant  et  égal  à m dans  les 
termes  multipliés  par  les  quantités  très-petites  s et/, 
et  par  leurs  ililïérences,  et  qu’on  peut  négliger,  par  la 

même  raison,  les  différenbelles  ^ s'  on  aura 

' dt  dt 


il 's  ils' 

dF  dt 


d's' 


dO 


ds 

dt 


/\-c 

l B 

n— c 


[Osini»  7sin(t>  — a))  cos(«>  — ?), 
[ Osin  I’  -f-  7 sin  (f  — a)]sin(i’  — 7), 


OU  bien,  en  mettant  pour  p t]  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (6), 


— — M+B-C 
dr  \ H 

d‘s'  /A-f-n-C 


is  est  la  longitude  de  la  Teric  vue  de  la  Lune,  et  rap- 
portée au  nœud  descendant  de  l’équateur  lunaire; 
i>  — a est  la  meme  longitude  comptée  du  nonid  as- 
cendant de  l’orbite  luuaiie,  en  sorte  que  y sin  (e  — a) 
est  la  latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune.  Si  l’on 

remplace^  par  tiF  dans  ces  équations  et  (|u’ou  ob- 
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stM’ve  (jiie 

langOsinr  — langO  rosy  s\n{v  — y)  tangOsiny  ros(i'  — y) 
= r'  sin  (<•  — y ) -4-  i cos(i>  — y ), 

elles  deviendront 


l/F  “ \ 


\ B — C 


B 

X [j'sin(i>- 


<h'  /A-C\  , , 

7*-l-B-j"'-^=3'"  \-B-j 

y)  H-  i cos(i'  — y)  + 7 sin^o  — *)] cos(i>  — y), 


fl^s'  /A  + B 

dt^  \ A 


X [^'sin (r  — y)  -I-  i cos(<>  — y ) + 7 sin  (p  — a)]sin (p  — y). 


L’angle  e — f étant  toujours,  par  ce  qui  précède,  peu 
cousidérahle,  sin(e  — 9)  est  une  très-petite  fpiantité 
dont  ou  peut,  sans  erreur  sensible,  dans  les  seconds 
membres  tle  ces  équations,  négliger  le  carré  multi|)lié 
par  les  quantités  très-petites  s et  /;  ou  aura  ainsi 


/A-^B-C\  ds’  ,/A-C\  , , ,/A-C\ 

l—B = 1-B-) 


X [j'  sin(p—  y)  -4-  7 sin(p  — a)]cos(p  — y). 


V 


\,  ds  /B  — C\  , , /B  — C\ 


(7) 


X [f  cos( P — y)  -4-  7 sin(p  — a)  ] sin  (p  — y). 


•47.  Occupons-nous  d’intégrer  ces  équations.  Si 
l’on  fait  d’abord  abstraction  de  leurs  seconds  mem- 
bres, elles  deviennent  simplement 


d’s  1 

/A  4-  B - C\ 

ds' 

w ^ - 4 1 

(A-C 

7F  ' 

V U ' 

d's' 

/A  4- B -ex 

ds 

fn  — c 

~ — f-  1 

m — — 

— ^ — . 

\ A / 

dt 

\ A 

m 


s = O,  j 


m 
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l’oiir  SillisJaii'c  à cos  ('•([nations,  supj)osons 

J = M sin(//  + A),  s'=i  I\I'cos{/<  + k). 

Os  valeurs,  substituées  dans  les  écpiations  précé- 
dentes, donnent 


M/-'- 


/A  + B - C 
\ H' 

A + B — C' 


/uM 


f'B-C'. 


M'/>-  j ,„M  I + j M'=  O. 


\ A 

De  la  seconde  de  ces  ('cpiations,  on  tire 

(iette  valeur,  subslitué-e  dans  la  première,  donne 


fAa-B  — Cy  , 

^ : -m’l‘ 


P " 


AB 


A — C 


m==:0.  (.0) 


l.es  (■quations  (q),  (10)  serviront  à déterminer  les 
constantes  M'  et  /;  les  deux  antres  constantes  M et  k 
demeureront  arbitraires. 

Si  l’on  ordonne  rérpiation  (10)  par  rapport  à /,  on 
aura 


(Ml 


éipiatiou  qu’on  [leut  résoudre  comme  une  équation 
du  .second  degré,  et  qui  donnera  pour  / deux  valeurs 
Désignons  la  premièie  par  / et  la  seconde  par  /';  on 
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aura,  par  la  théorie  des  «'■(juations  linéaires, 

^ = M sin(//  + Â)  + N sia(/'/  4-  A'), 
s' =.  M'eos(//  4-  A)  4-  N'cos(  Z'<  + A'), 

en  sii|)posant,  pour  abréger, 


Os  valeurs  de  i et  s'  renferment  (piaire  arbitraires, 
31,  N,  A,  A';  elles  stnit  donc  les  intégrales  coni|)létes 
des  é(]nalions  (8). 

iS.  Reprenons  maintenant  les  équations  ( 7 ).  I,a 
quantité  y sin  (e  — a)  représente,  comme  nous  l’avons 
dit,  la  latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  latitmh' 
qui  est  égale  et  de  signe  contraire  à celle  de  la  lame 
vue  de  la  Terre.  Sa  valeur  peut  se  développer,  d'aj)rés 
les  formules  du  n”  2j,  liv.  II,  eu  une  suite  de  sinus  et 
de  cosinus  des  multiples  du  moyen  mouvement  mi-, 
il  en  est  de  même  des  trois  quantités  sine,  sin(e  — y) 
et  cos(e  — ^);  en  substituant  donc  ces  valeurs  dans 
les  équations  (7),  leurs  seconds  membres  se  trouve- 
ront composés  d’une  suite  de  termes  semblables,  et 
cbacun  (r<'ux  produira,  dans  les  valeurs  de  s et  s',  un 
terme  correspondant  qu’on  déterminera  de  la  manière 
suivante. 

Soit  II  sin(//<  4-  fl')  un  terme  quelconque  du  déve- 
lo])pement  de  sin  (e  — ?)  4-  7 sin(i’  — a)  j cos(e  — ç), 
fit  dé.signant  ici  un  multiple  (pielcompie  de  ////,  et  II 
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et  h'  étant  lies  fonctions  données  des  éléments  de  l’or- 
bite lunaire;  et  soit  H'  cos(//<  -h  h')  le  terme  du  déve- 
lo])pement  de  cos(e  — 9)  -f-  y sin(e  — a)]  sin  (e— 9) 
qui  lui  correspond,  c’est-à-<lire  qui  a même  argument 
ht’,  on  aura,  en  ne  considérant  que  ces  termes, 


f/’  s 

'dô 

<Vs' 

iir 


H sin(/(i-|-//). 


11'  cos(/rM-A'). 


On  satisfait  à ces  équations,  en  sujiposant 

s = Psin(Af  h'),  s’  = P'  coa[ht  -|-  h'). 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  pré- 
cédentes, on  trouve,  pour  déterminer  P et  P', 


-V/d  »i’(4P+3lI)=o 

_ p'/i'-p  „,P/<  — ( /«’(P'-l-3H’)=o 


d où  l’on  tire 


P = 


D 


1) 


en  faisant,  pour  abréger. 


U = 
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('.liacùii  des  termes  des  produits 

[j'sin(e  — 9)  -+-  ysin  f e — a)]  cosfe  — 9) 
et 

[ .ç  cos(e  — <p)  ■+-  y siu(e  — a]]  siii  : i’  — 9) 

iiiti  oduira  dans  les  \aleurs  de  ,f  et  s'  des  termes  sem- 
blables, et  l’on  aura  les  valeurs  complètes  de  ces  (pian- 
lilès  en  |)reuaut  la  somme  de  tous  ces  termes,  et  eu 
y joignant  les  valeurs  de  s et  s' rpii  ont  li<-u  lorsqu’on 
suppose  nids  les  seconds  membres  des  équations  (7). 
On  trouve,  de  cette  manière, 

J M sili , /<  -J-  / ) -t-  iS  siii  {/'/■+■  /!  ')  -t-  P sin{  /it  + h' ) 

■T  cos^  it  “U  J cos  ' / t — X 1 -f-  P cos  ( ‘"f-  ) “t”  • * • , 

M,  N,  A,  k'  étant  des  constantes  arbitraires. 

iî).  Cæs  valeurs  satisfont  aux  équations  ( 7)  dans 
toute  leur  étendue;  elles  doivent  donc  renfermer  les 
lois  de  la  précessiou  des  éipiinoxes  lunaires  et  île  la 
nutation  de  son  axe  de  rotation.  Mais  avant  d’en  exa- 
miner les  conséqueiices,  il  est  bon  de  faire  queKpies 
oliservations  qui  eu  restreindront  la  généralité. 

Nous  avons  dit,  n“  io,  que  était  toujours 

une  quantité  très-petite;  on  verra  bientôt  qu’il  en  est 

<le  même  de  ci  sorte  que  si  l’on  fait 

C — A . C — n 

-c~  = '’  -C— = 

ce  qui  donne  A = C(i  — i)  et  H = C(i  — /'),  i et  /' 
seront  de  très-petites  ipianlités  dont  on  [lourra  né- 
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{^ligcr  les  carrés  cl  1«!  produit.  .Si  l’on  siil)slitne  ces 
valeurs  dans  l’équation  (i  i),  elle  devient 


14-  — i'\ 

T~r=^  ) 


m 


/=  + 


;/j*  =:  O, 


équation  qui  donne,  en  la  résolvant  j)ar  approxima 
tion, 


P. 


iif 


4-  2 / — ('±(14-2/  — /'  — 8 »■/') 


2 (1— / -/■') 


On  tire  de  là  ces  deux  valeurs,  / ’ = 4- .'î ûu*  et 

P — on  aura  donc,  en  prenant  pour  / et  /' 

les  deux  racines  positives  de  ces  éfpiatit)iis. 


/ = 4-  l im,  l'  = -}.m  \i i', 

ou  l)i('ii,  (‘U  remettant  pour  / et  /'  les  valeurs  que  ces 
lettres  reju’ésenlenl , 


2 ni 


v/{A-C)(B-r,) 


Ces  \aleiirs  substituées  dans  les  écpiations  (,i  2 ) don- 
neront, en  observant  que  ; et  /'  sont  de  Irès-pelites 
quantités, 

M'  = M,  N'=-aNy/^^|. 

T.es  valeurs  de  s et  .v'  deviendront  ainsi 
M sin(//  4-  ) 4-  N sin  (/'  r X')  4-  P sin  (/u  -4-  /i')  -1- . . . , 

Jl  n)s(/f  4-X)  4-  2 N + ^')  -t-  P'eos.(/u  4-  /i')4- 


Si,  dans  nue  première  approximation,  on  néglige 
dans  les  équations  diriérentielles  (■7),  les  produits  de 
l’angle  v — <p  par  les  (piantilés  .v,  s'  et  y,  b‘  .secoml 
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nieinhre  ilc  la  premiôrc  de  cos  ôquafioiis  so  rôdiiira 
à 3/«^  \'n5~)  ~ celui  de  la  dcuxièino  à 

zéro;  Il  siii(///  + h')  + . . . roprésoiitera  donc  dans 
CO  cas  la  latitude  de  la  Lune  dovoloppéo  en  fonction 
des  sinus  et  des  cosiuns  <lu  moyen  mouvement  tnt. 

Le  terme  le  plus  considérable  de  cette  valeur  est  celui 
(pii  dépend  de  l’argument  delà  bAilude  : en  ne  con- 
sidérant (pie  ce  seul  terme  et  en  le  supposant  repré- 
senté [lar  H sin(/(<  -+-  Æ'),  on  aura  les  valeurs  qui  en 
résultent  dans  s et  5',  en  faisant  1I'=  o dans  les  ('■qua- 
tions du  n®  48,  d’où  l’on  conclura  1’  et  I’’;  les  valeurs 
de  s et  s'  se  réduiront  ainsi  aux  suivaïUes: 

S ÎVl  îji n ( ic  — f”  A ^ -f-  iS  sin  ^ / t ^ ) ~4~  P si n ^ A r -4— 

i = M tos  (/^  -+-  ^ } -t-  2 N y/ ^ ^ cos  (/'  f -1-  / ')  -f-  P'  cos(  ht  -(-//'). 

oO.  Examinons  maintenant  ce  (pii  ré‘sulte  de  ces 
intégrales  par  rapport  aux  déplacements  deré(piatcur 
lunaire. 

On  a,  par  le  n®  4(j, 

s = tang5  sinç,  ,v'=:  tang<5  cosç, 
d’où  l’on  tire 

tang<p  = tang&  = \ s-  -t-  .v'*. 

Si,  à la  place  de  s et  y,  on  substitue  leurs  valeurs,  on 
aura  ainsi 

M sin(/^ -I- X ) -t- N sin  (/'r -P /■') -I- P sin  {//^ -f- /(') 

M cos  ( //  -t-  X ) H-  9.  îN  cos(/'r  4-  X')  4-  P'  cos(/(/  4-  h') 
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et  cMi  sii|)i)osaiil,  pour  abréger, 


il  esl  aisé  de  voir,  livre  11,  que  la  valeur  jaré- 

cédeulc  pourra  prendre  celle  forme, 


tang('5>  — ht  — h') 

M sin  [(/-/()  //'1+Ksin[{/'-4-/0'+^'+/'1 

P-hMcosl{/-/.)r+X-/('  f+L  cos [ (t-h) f-(- X'-A' ]-(- K cos[(/'+A)f+/'-f-A']' 

Si  l’on  sujapose  d’abord  nulles  les  deux  constantes 
M et  N,  cette  équation  donnera 

tp  = ht  -h  h'  ou  ç = 1 8o°  + ht  4-  h', 

selon  que  P sera  une  quantité  positive  ou  négative. 

\ oyons  rpielle  est  celle  de  ceux  valeurs  qui  s’accorde 
avec  les  observations. 

L’angle  lut  + c -h  ij)  esl  la  longitude  du  rayon 
vecteur  mené  de  la  Lune  à la  Terre,  comptée  à 
partir  du  nœud  descendant  de  l’é([uateur  lunaire; 
i8o”+  ht  + h'  est  l’argument  de  la  latitude  de  la 
Lune,  et  parconséquent /(X+A'la  distance  de  la  Terre  au 
nœud  ascendant  de  l’orbe  lunaire;  — ht — h' 

exprime  donc  l’angle  compris  entre  le  nœud  ascen- 
dant de  l’orbite  et  le  nœnid  descendant  de  l’équateur 
delà  Lune.  Or,  on  a,  par  ce  qui  précédé, 

tp  — ht  -Y-  h'  et  9 — <!p  = int  -f-  c ii, 

ti  étant  une  tré.s  petile  (piaulité  qui  exprime  la  liljralion 
de  la  Lune  en  longitude,  et  qui  ii’esl  composée  que  de 
termes  périodiques.  Si  l’on  néglige  ces  termes,  on  aura 

mt  + c — ht  — h'  = lut  + c H-  — 9 = O ; 
d’où  il  suit  (pie  le  lieu*  moyeu  du  nœud  descendant 
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(le  l’i’quateur  de  la  lame  coïncidera  exaclenicnt  avec 
le  lien  moyen  dn  nœud  ascendant  de  l’orhite,  r('sid- 
lat  ([ni  s’accorde  avec  la  llu'orie  londc-e  sur  les  obser-  - 
valions  faites  par  Cassini  et  r(!*p(!-tées  ensuite  par  Maver 
et  Lalande. 

Dans  le  second  cas,  on  a 

ç = 1 8o°  -H  hl  //'; 

on  aura  donc 

mt  4-  c -4-  — h'  — \ Ho", 

et  le  nœud  de.scendant  de  l’équateur  lunaire  coïnci- 
dera par  consé-quent  alors  avec  le  nœ-iid  descendant  de 
l’orbite.  Ce  cas  pourrait,  comme  on  voit,  avoir  égale- 
ment lieu;  il  suffirait  pour  cela  (|ue  P fiït  une  quan- 
tité lU'gative;  mais  comme  le  premier  résultat  .s’ac- 
corde exactement  avec  les  observations,  il  faut  en 
conclure  que  la  valeur  de  P est  jiositive. 

Considérons  actuellement  rcxjiression  générale  de 
tang((p  — ht  — h').  Il  est  aisé  de  voir  que  l’angle 
(p  — ht  — h'  ne  pourra  jamais  atteindre  l’angle  droit 
en  plus  ou  en  moins,  si  le  dénominateur  de  cette 
expression  est  constamment  de  même  signe  et  plus 
grand  que  zéro.  Kn  sorte  ([ue  o sera  dans  ce  cas  égal 
à ht  -I-  h'  plus  ou  moins  un  angle  toujours  moindre 
que  90",  et  [>ar  conséquent  la  valeur  moyenne  de 
O sera  encore  alors  ht  -+-  h'.  Si,  au  contraire,  ce 
dénominateur  pouvait  devenir  nul , la  valeur  de 
tang((p  — — //')  deviendrait  infinie;  l’angle  9 — ///  — 4' 
dépasserait  alors  go",  il  [)ourrait  même,  par  la  suite, 
devenir  égal  à mie  ou  plusieurs  circïonférences,  et  il 
ne  serait  plus  possible,  par  conséquent,  d’assigner 

dans  ce  cas  aucune  limite  à ses  accroissements. 
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Or,  les  observations  ayant  lait  voir  que  le  nreiul 
descendant  de  réijuateur  de  la  Lune  ne  s’éloigne  ja- 
mais que  très-peu  du  nœud  inoven  ascendant  de  sou 
orbite,  et  qu’ainsi  f — ht  — h'  est  toujours  uu  angle 
peu  considérable,  il  en  résulte  <|ue  rex|iression 

|'-(-M  cos  [(/-//)  r+/  -/i']-f-L  cüs  [(/'-/))  cos  [(/'h-//)  t+fi'-i-h'], 

lie  doit  jamais  devenir  nulle,  quels  ipie  soient  les  an- 
gles (/  — h)t-\-k  — li\  etc.,  ce  qui  exige  cpie  cette 
quantité  ne  change  |ias  de  signes,  <‘l  que  par  consé- 
quent la  valeur  de  P soit  plus  grande  rpie  la  somme 
d(‘s  coelllcients  M,  L,  K,  abstraction  laite  des  signes 
de  ces  quantités.  Nous  avons  vu  (jiie  lorsque  M,  L,  K 
sont  unis,  P doit  être  une  quantité  jiositive;  il  faut 
doue,  dans  le  cas  général,  que  P ail  une  valeur  po- 
sitive plus  grande  (|ue  la  somme  des  valeurs  de  M, 

L,  K,  pour  que  ^ — ht  — h'  soit  un  angle  toujours 
moindre  (|ue  l'angle  droit;  et  il  faut  en  outre  que  les 
ipiantités  .M,  L,  K,  et  par  coiiséipient  M et  N,  soient 
trés-])elites  par  rajiport  à P,  po’ur  que  rangleo  — — A' 
soit  toujours  fort  petit , comme  l’observation  l'in- 
dique. Or,  comme  M et  N sont  arbitraires,  cette  der- 
nière condition  est  toujours  facile  à remplir,  et  doit 
être  considérée  comme  une  donnée  fournie  par  les 
observations. 

- .Si l’on  fait  f — A/  — A'=Ç,  cnsortequeç;=/i<-+-/i'-t-^, 

on  aura 

= ç)  — mt  — f — //  = ht  + h'  — mt  — c — m -f-  Ç 

pour  la  longituile  du  nœud  ilescendant  de  l’éipiateur 
lunaire.  Or,  mt c — ht  — h'  est  le  lieu  moyeu  du 
nceud  ascendant  de  l’orbite;  nu  aura  doue  le  lieu 
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vrai  du  nœud  dcscendaUt  de  réfjuateur  lunaire,  en 
rcli  ancliani  le  lien  iiioyen  fin  nœud  ascendant  de  l’or- 
Ifite  de  l’angle  Ç — u,  u étant  la  libration  réelle  de  la 
l.uneen  lf)ngilnde,  et  ^ nn  très-petit  angle  déterminé 
pai-  l’équation 

Considérons  maintenant  rexj)rcssion  de  l’inclinai- 
son de  réfjnatenr  lunaire  sur  l’écliptique  fixe.  Si  l’on 
ajoute  les  carrés  des  valeurs  de  5 et  en  ob.servant 
que 

N = K+L  et  2Ny/^^  = K-1., 
on  aura 

t.ing’9  = P’-HM’-t-L’-+-K>4-2MPcns[(/-/()  f+/-A']±:2  MVros[(/'./  /+ A'- /!] 

— 2 MK  cos[(/'-t-  /)  t 4-  X ] 2 PL  cos[(/'—  A)  /,'] 

— 2 PK  cos[{t’+  A)  f -+-  /■'+  A']  — 2 LK  C0S2  {/'+  A'). 

Nous  venons  de  voir  que  pour  que  !f  — ht  — h' 
soit  constamment  un  très-petit  angle,  les  constantes 
M,  L et  K doivent  être  très-petites,  par  rapporta  P; 
l’inclinaison  0 est  donc,  à très-peu  près,  constante  et 
égale  à P.  Ainsi  donc,  la  coïncidence  des  nœuds  de 
L’équateur  et  de  l'orbite  lunaire,  et  F invariabilité  de 
r inclinaison  du  premier  de  ces  plans  à l'écliptique  ne 
sont  pas  deux'  phénomènes  isolés  dans  le  système  du 
monde;  ils  résultent  l’un  de  l’antre  par  la  théorie  de 
la  pesanteur,  comme  ils  sont  donnés  simultanément 
par  l’observation. 

On  voit,  par  ce  qui  précède  et  par  ce  que  nous 
avons  ilit  n“  que  dans  la  théorie  de  la  libiation 
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de  la  Lune,  on  peut  regai  dcr  comme  milles,  ou  du 
moins  comme  insensililes,  les  conslaules  arbitraires 
qui  dépciideuf  de  l’état  initial  du  mouvement.  Nous 
avons  remarqué  semblablement,  dans  N*  n“  I,",  que 
les  observations  les  plus  précises  n’iudiquaient,  dans 
le  mouvement  de  l’équaleur  terrestre,  aucune  inéga- 
lité dépendante  de  la  même  cause.  Ce  résultat  doit 
sans  doute  être  étendu  à toutes  les  planètes;  et  l’on 
conçoit  en  effet  que  rinflucnce  de  l’impulsion  pdini- 
tive  qu’ont  reçue  les  coips  célestes,  sur-  les  pertur- 
bations de  leur  mouvement  uniforme  de  rotation 
autour  de  leur  centre  de  gravité,  a dû  titre  depuis 
longtemps  anéantie  jiar  les  frottements  et  les  résis- 
tances qu’ils  éprouvent;  en  sorte  qu’il  ue  subsiste  plus 
aujourd’hui  que  celles  qui  ont  une  cause  perma- 
nente. 

îil.  Nous  allons  maintenant  reprendre  en  détail  les 
différents  termes  des  expressions  générales  de  s et  s' 
et  en  déduire,  comme  nous  l’avons  fait  relativement  à 
l’expression  de  la  libration  en  longitude,  les  données 
qu’elles  fournissent  sur  la  constitution  du  sphéroïde 
lunaire.  11  est  évident  d’abord  que  pour  ipie  les  va- 
leurs de  s et  s'  demeurent  constamment  très-petites, 
comme  les  observations  l’indiquent,  il  faut  que  les 
coefficients  M,  N,  M',  N',  P et  P'  soient  très-petits, 
et  que,  de  plus,  les  coefficients  /,  /',  //,  etc.,  soient 
réels,  ür,  les  quantités  /i,  etc.,  sont  réelles  de  leur 
nature;  mais  pour  que  les  valeurs  de  /et  /'  le  soient 
aussi,  il  faut  que  les  racines  de  l’équation  (lo)  soient 
non-seulement  réelles,  mais  encore  jiositives,  ce  ipii 
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tloniip  los  trois  équations  de  condition  suivantes  : 

(A  H — C;’  — 4 (A  — c)A  — (n  — c)  n><i, 

( AH-B-C)’— 4 (A— C)  A + (A— B)  B>i(i  ( A— C)  (B— C)  AB, 
(A-C)(B-C)>o. 

Si  rnne  de  ces  conditions  n’était  pas  satisfaite, 
les  valeurs  de  s et  s'  rent’ermeraient  le  temj>s  t hors 
des  signes  sinus  et  cosinus,  et  pourraient  augmen- 
ter indéfiniment , ce  qui  est  contraire  aux  phéno- 
mènes observés.  La  dernière  montre  que  le  produit 
( A — C)  (li  — C)  doit  toujours  être  positif,  ce  tpii  exige 
c|ue  C soit  le  jtlus  grand  ou  le  plus  petit  des  trois 
moments  d’inertie  A,  lî,  C.  Or,  C est  le  moment 
d’inertie  ipii  se  rapporte  au  troisième  axe  principal 
de  la  lame,  celui  autour  duquel  elle  tourne;  il  est 
donc  naturel  de  supposer  qu’il  est  plus  grand  cpie  les 
moments  d’inertie  A,  lî,  qui  se  rapportent  aux  axes 
principaux  situés  dans  l’équateur,  puiscpie  la  Lime  a 
dù  nécessairement  s’aplatir  dans  lé  sens  des  pôles  par 
l’effet  du  mouvement  de  rotation.  Nous  avons  déjà 
vu,  n'*  ii,  ([ue  lî  — A doit  être  une  quantité  posi- 
tive pour  cpie  la  libration  de  la  lame  en  longitude 
soit  toujours  peu  considérable;  C est  donc  le  pins 
grand,  et  A le  plus  petit  des  trois  moments  tl’inertie 
du  sphéroïde  lunaire. 

52.  Reprenons  les  écpiations  (5),  n“  4(>;  en  remar- 
«piant  que  a est  un  fort  petit  angle,  on  peut  les  éci  ire 
ainsi  : 


rl’s  (A^R-C)  rh'  /A-C\ 
rfu  A "'(/(  \ A j 


nrs— 

i/i-s'=z 


^ sin(«-a) fos(<-<p), 

3L  ,B  C\  , , , . , , 

77T  ( — ) lO  + v)*"' 


,3) 
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I.cs  seuls  termes  tle  ces  cx|)ressions  qui  puisseul 
devenir  sensibles  sont  ceux  qui  dépeudent  de  l’argu- 
inent  moyen  de  la  latitude,  à raison  de  leur  gran- 
deur, et  ceux  qui  acquièrent  par  l'intégration  de  très- 
petits  diviseurs,  circonstance  qui  peut  les  rendre 
considérables,  quoique  trt*s-petits  par  eux-méiues. 
Voyons  ce  que  deviennent  dans  ces  deux  cas  les  quan- 
tités que  nous  avons  désignées  généralement  par  P 
et  P'.  Si,  dans  une  première  approximation,  on  né- 
glige les  termes  des  seconds  meml)res  des  équations 
précédentes  qui  dépendent  des  angles  0 et  v — tp  ipii 
sont  de  très-petites  quantités,  le  second  membre  de 
la  première  des  équations  ( 1 3)  se  réduit  à 

3 w* 

et  celui  de  la  seconde  à zéro. 

On  a vu,  n"  48,  que  7 sin(e  — a)  représente  la  tan- 
gente de  la  latitude  de  la  Tcrn*  vue  de  la  Lune,  et 
a la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l’orbe  lunaire 
comptée  d’une  ligne  fixe.  Ce  point  a un  mouvement 
rétrograde  sur  le  plan  de  l’écliptique  fixe,  et  en  dé- 
signant par  — miH  -t-  g la  partie  moyenne  de  ce  mou- 
vement (]u’il  nous  suffira  de  considérer  ici,  et  substi- 
tuant pour  e la  longitude  moyenne  mt  -+-  c de  la  l’erre 
vue  de  la  Lune,  on  aura 

y sin(e  — a)  = 7 sin[(i  -t-  a)  ml  -i-  S]. 

Nous  a\ons  représenté,  n°  48,  par  2.H  sin  (//< -+- //' 
la  somme  des  termes  périodiques  du  second  iiu*  libre 
de  la  première  des  é(|ualious  (7);  en  supposant  donc 
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([lie  H sin(//<  -f-  A')  est  le  terme  de  cette  suite  que  nous 
considérons,  on  aui  a 

Il  = A = (i  4-  n)m, 

a étant  une  très-petite  quantité  dont  on  peut  négli- 
giiger  le  carré.  Si  l’on  substitue  cette  valeur  de  h dans 
D (n“  48)  et  qu’on  néglige  les  termes  de  l’ordre  n’,  on 
pourra  lui  donner  cette  forme, 

D = — ^ ^ 2 Crt  4-  3 ( A — U)]  m*  — 6 A ^ 

AB  \ B / 

On  peut  négliger  le  dernier  terme  de  cette  ex[)res- 
sion,  à cause  de  la  petitesse  de  ses  deux  facteurs,  et 
eti  faisant  (n°  4{))  11'  = o dans  les  valeurs  de  P et  P', 
on  aura,  à très-peu  près, 

p_iv_  3(C-A)v 

2 Crt  — 3 (C  — A) 

Tous  les  termes  des  valeurs  de  s et  s'  qui  acquièrent 
de  petits  diviseur;»  par  l’intégration,  ont  été  discutés 
avec  soin,  en  tenant  compte  des  principales  inéga- 
lités de  la  laine  du  premier  et  du  second  ordre,  par 
rapport  à l’inclinaison  et  à l’excentricité  de  son  orbite, 
et  l’on  a reconnu  que  le  seul  d’entre  eux  qui  puisse 
devenir  sensible  est  celui  qui  dépi'iid  de  la  longitude 
du  périgée  lunaire.  I/inégalité  qui  en  résulte  a une 
période  d’environ  six  années;  elle  dépend  de  la  se- 
conde approximation,  c’est-à-dire  (pi’elle  est  du  se- 
cond ordre  par  rajiport  aux  f[uantités  ô,  y et  e,  en 
ilésignant  par  e l’excenti  icité  de  l’orbe  lunaire.  Pour 
la  déterminer,  reprenons  les  équations  (i3);  en  re- 
marquant que  a,  désignant  la  longitude  du  nœud 
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ascemlant  de  l’orbite  de  la  Lune,  comptée  du  nœud 
descendant  de  son  équateur,  est  un  très-petit  angle 
dont  on  peut  faire  abstraction,  on  aura 


il' s 
'lît'  ' 
iPs' 
lit' 


(A-I-R 


-R-C)  ih’  /A-C\  , 3L  /A-C\  ^ \ 

n-  ( -R-  Pr  -jp)(0-E7)s.n<.cos{..-ç), 

' ^ ; ('4) 


(A-f-R-C) 


ifs  /R-C\  , 3L  /R-CA  . , . . , 

(^+v)s—n{. 


I*ar  les  formules  du  mouvement  elliptique,  on  a 


j — t — ecos{int  -t-  c — w), 

V = mt  -h  c — n -4-  2fi  sin(m<  -f-  c — oj). 


e étant  l’excentricité  et  fl  la  longitude  du  nœud  as- 
cendant de  l’orbe  lunaire,  m^-f-cla  longitude  moyenne 
de  la.  Terre  vue  de  la  Lune,  et  w la  longitude  du  pé- 
rigée de  l’orbite  qu’elle  est  supposée  décrire,  ces  trois 
longitudes  étant  comptées  sur  le  plan  de  l’écliptique 
à partir  d’une  ligne  fixe.  De  ces  équations,  en  n’ayant 
égard  qu’aux  termes  qui  dépendent  de  la  première 
puissance  de  e,  on  tire 


-^=  [i-p  3<.’cos(«u  -f-  c — w)], 
sio<’  = sin(  wf  -f-  <■  — R)  ■+■  2ecos[nit  -i-  c — w) sin(/«/-+-c  — «)• 

Ou  pi'ut  d’ailleurs,  comme  e — © est  un  très-petit 
arc,  négliger  son  carré  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (i 4),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  sub- 
stituer à la  place  de  son  sinus,  et  supposer  son  cosi- 
nus égal  à l’unité.  Or,  l’expression  de  cet  arc  con- 
lienl,  d’après  lé  n°  l^,  le  ternie  2esin(/«<  -f-  c — w); 
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on  aura  donc 

cos(c  — ç)  = I , sin(c  — = q esin(wi<  c — w). 

En  vertu  des  valeurs  précédentes,  le  second  membre 
de  la  premièie  des  équations  (i4),  De  considérant 
que  les  termes  de  l’ordre  des  excentricités  de  l’orbe 
lunaire,  devient 


3 1 ' ^ ^ \ 

— j (0+'/)[2ccos(TOf+c — Il)sin(/wt+c — o))+3  esin(ffiï+c— II)], 

OU  bien,  en  négligeant  les  termes  périodiques, 

^ l/)esm{u  - n). 

On  verra,  de  la  même  manière,  que  le  second  membre 
de  la  deuxième  de  ces  équations  se  réduit  à 

3L/B-C\,„  ,r  • , M 

— ( — - — 1 (®  + 7)[2e sin(TOl  + c — n)  sin(f«<  + c — w)], 


ce  qui  donne,  en  négligeant  la  partie  périodique,  le 
terme 

^ (S-l-7)ecos(«-n). 

Il  faut  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  ( i4); 
mais,  pour  ne  rien  laisser  à désirer  sur  cet  article, 
nous  observerons  que  y sin(i/  — a)  exprime,  n”  52,  la 
latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  qui  est  égale  et 
de  signe  contraire  à la  latitude  de  la  lame.  Or,  l’ex- 
pre.ssion  de  cette  dei  niére  latitude  contient,  dans  la 
partie  qui  est  due  à la  force  perturbatrice,  une  inéga- 
lité de  cette  forme, 

— { C7  K sin(w  — n), 
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laquelle  produira,  <lans  le  seeoud  membre  de  la  pre- 
mière des  équations  (i4)?  le  terme  suivant  : 

n), 

qu’il  faudra  joindre  au  terme  déterminé  plus  haut. 
Les  équations  {i4),  en  observant  qu’on  a = 
deviendront  ainsi  ; 


(A-t-B-C)  <l.c'  ,'A-C\  , , ,/A-C\,„  , 

jj "»  ^ - (^-^j  /7j’^=3//j’  [9-t-v('  -TK)]esm(w-n}, 

' — - rn^ s'=3ni'  (9+7)  e cos(u — II). 


(A-t-B-C) 

(h’ 

B 

dt 

(A-t-B-C) 

(h 
m — 
dt 

B 

L’action  du  Soleil  fait  varier  les  nœuds  et  le  périgée 
de  l’orbite  lunaire;  le  mouvement  du  périgée  est 
direct;  désignons  par  hnit  + y sa  longitude  moyenne 
comptée  à partir  d’une  ligne  fixe;  le  mouvement  des 
mxîuds  étant  rétrograde,  soit  comme  précédemment 
— nint  + g la  longitude  moyenne  du  nœud  ascen- 
dant comptée  de  la  même  ligue;  w représentant  la 
longitude  de  l’orbite  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  est 
égal  à la  longitude  de  l’orbe  lunaire  augmentée  d’une 
demi-circonférence;  on  aura  donc  ainsi: 


w — Yl  = {a  + b)  mt  + J — g + ^ 80". 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  les  équations  dif- 
férentielles précédentes  et  que  pour  y satisfaire  on 
sujipose 

i = P sin  [fa  -h  4)  nti  -\-J  — g]. 
s'=  P'cos[(rt  + b)  mt  +J  — g], 
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; 

<T  et  étant  de  petites  quantités  dont  on  peut  négliger 

1 • .1  I . A — c B — C 

les  carres  et  les  produits  par  — - — et  — on  trou- 

* vera,  à très-peu  près, 


On  aura  donc,  en  vertu  des  deux  termes  que  nous 
venons  de  considérer,  pour  les  valeurs  complètes  de 
J et  de  s', 


- .c!-7(d’^A-)  COs[(,  -f-  -t-  gj 

^ (vb')  <’  +/-  s]- 

53.  Si  l’on  élève  au  carré  ces  valeurs  et  qu’on  les 
substitue  ensuite  dans  l’équation  tangô  = 
en  négligeant  les  produits  de  trois  dimensions,  par 
rap()ort  à e,  9 et  y,  on  aura 


lfe:3^rA)  (^)  (S^)  +A'] 

Comparons  cette  valeur  aux  observations.  En  ne  con- 
sidérant d’abord  que  son  premier  terme,  on  a 


tang(/ 


,,5. 

— 3(C  — A ' ''  ' 
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Mayer,  par  des  ol)servations  faites  en  1749»  avait 
trouvé  rinclinaisoii  de  l’équateur  lunaire  égale  à 
i®29'.  MM.  lîouvard  et  Nicollet,  par  des  observa- 
tions renouvelées  dans  ces  derniers  temps  et  que 
nous  avons  déjà  citées,,  ont  réduit  cette  inclinaison  à 
i°28'45";  résultat  qui  ne  diffère  que  de  i5"  de  celui 
de  Mayer,  et  qui  démontre  avec  évidence  l’inva- 
riabilité de  l’inclinaison  moyenne.  Nous  supposeroiii 
donc  Ô = i"28'45";  on  a d’ailleurs  parla  théorie  de 
la  Lune  (tome  IV,  page  Sga), 

y z=  5®8'49",  a = 0,004022. 

Ou  aura  donc,  au  moyen  de  l’équation  (i  5), 

O /C  — A\  2 rt  0 

ür,  d’après  l’ordre  de  grandeur  des  trois  quantités 
A,  B,  C,  on  a 

B — A ^ C — A 
C C ■ 

La  première  de  ces  deux  quantités  est  donc  moindre 
que  0,0006,  comme  nous  l’avons  supposé  n°  45. 

Reprenons  maintenant  la  valeur  complète  de  tangô; 
en  ne  considérant  que  les  termes  dont  nous  avons 
d’abord  fait  abstraction,  et  négligeant,  comme  nous 
le  faisons,  le  carré  de  0,  on  en  tire 

((; g\  0 -4-  .y 

— j r sin[(i  -t-  fl)  l’it  -+-  6]  sin[(fl  4-  l>)  mt  -\-f — 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTKMK  DU  MONDU. 


333 


équation  dans  le  second  membre  de  laquelle  on  sub- 
stituera pour  0 sa  valeur  donnée  par  l’équation  (i5). 

Les  deux  inégalités  que  cette  expression  reulerme 
ont  pour  limites  leurs  coeHicieuts,  et  l’on  peut  en  cal- 
culer apj)roximativement  les  valeurs.  En  effet,  on  a, 
par  ce  qui  précède,  • 

0 = 0,2879  7’  7 = 5”8'49", 

et  par  la  théorie  de  la  Lune  (tome  IV,  page  SSp), 

e = o,o5473i  (t  = 0,00/(022, 

A = o, 008452,  K = 0,039106. 


Eu  supposant  donc  pour  1111  moment, 
C — A C — A 


B 


C 


= 0,00059907, 


ou  aura 


3/è.-A\  V 


2B 


-t-i-t-K 


fl  H-  /> 


è /;-/ ^^7=  ''V-'SH. 


Ainsi,  le  maximum  de  la  seconde  inégalité  de  0 ne 
s’élèvera  pas  à i'37",  c’est-à-dire  à la  cinquantième 
partie  environ  de  l'inclinaison  moyenne. 

Le  maximum  de  la  première  inégalité  ne,saurait 
être  déterminé  rigoureusement,  parce  que  la  valeur 

de  ^ est  encore  inconnue;  mais  on  peut  en  fixer 
la  limite  en  observant  que  l'on  a 


C — B 


< 


C — A 
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d’oiï  il  suit  que  la  première  inégalité  est  moindre  dans 
sou  maxinimn  que  le  doidjle  de  la  seconde,  c’est- 
à-dire  qu’elle  est  au-dessous  de  de  riuclinaison 
movcuue  de  l’équateur  lunaire  à l’écliptique. 


îii.  Les  valeurs  de  s et  de  s'  produisent  deux  iné- 
galités semblables  aux  précédentes,  dans  la  valeur 
de  y,  et,  par  suite,  dans  l’expression  de  la  distance 
du  nœud  descendant  de  l’équateur  lunaire  au  nœud 
ascendant  de  l’orbite.  En  effet,  en  ne  considérant  que 
le  premier  terme  de  ces  valeurs,  on  a 

tango  = P = tang[(i  4-  a)mt  c - g], 
d’où  l’on  tire 

<p  = (i  -i-  a)  mt  -h  c — g. 


Ou  a d'ailleurs,  en  faisant  abstraction  de  la  libration 
en  longitude  qui  est  très-petite. 


f)ii  aura  donc 


41  = 9 — Hit  — c ; 
4 = ainl  — g. 


c’est-à-dire  que  le  nœud  de  l’écpiateur  lunaire  coïn- 
cide avec  le  nœud  de  l’orbite,  comme  nous  l’avons 
démoiyré  généralement  n“  î>0.  Considérons  mainte- 
nant les  termes  du  second  ordre  des  valeurs  de  s et  s'; 
taisons,  poui’  abréger, 

Ç = — 4 -t-  amt  — g, 

en  sorte  (pie  Ç exprime  l’angle  compris  entre  le 
nœud  de  l’équateur  de  la  Lune  et  le  nœud  de  sou 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTKMK  DU  MONDK. 


335 


orbite  compté  sur  le  plan  parallèle  à l’écliptique,  et 
tlaiis  l’ortlre  (les  signes.  Ou  aura,  en  mettant  pour 
sa  valeur, 

Ç = (i  + rt)/»/  + c - g — 9, 
d’oii  l’on  tire 

tangO  sinÇ  = tangS  sin[(i  + a)  mt  + c — g — ip)] 

= s'  siii[(i  mt-\-c — — s cos[  ( t +n)wt+c — ^]. 


Si  l’on  substitife  pour  ^ et  s'  leurs  valeurs,  qu’on 
divise  ensuite  réc[uation  résultante  jiar  la  valeur  de 
taug(5  et  qu’ou  néglige  les  puissances  de  e supérieures 
à la  première,  ce  qui  permet  de  mettre  l’arc  ^ à la 
place  de  son  sinus,  ou  aura 


3 

3 


1 -t-  + c - ^ ] sin  [( « + i ) /«/  -K/-  ^ ] 

sin  [ ( I )/«r  4-c— cos[  {a  + h)  mt  +f—g  j. 


Ou  peut  calculer  le  coefficient  de  la  st'coiide  de  ces 
deux  inégalités;  en  effet,  si  l’oii  sup[)ose 

au  moyeu  des  valeurs  de  e,  a,  b,  5,  y,  K,  doiuK'es 
précédemment,  ou  trouvera  i^aVjS"  pour  la  valeur 
de  ce  coefficient,  d’où  l’on  voit  (pi’en  vertu  de  la  se- 
conde des  inégalités  de  Ç,  les  nœuds  de  l’équateur  et 
de  l’orbite  lunaires  peuvent  s’<*carter  l’un  de  l’autre 
de  plus  d’un  degré.  Le  mn.rimuin  de  la  première  iné- 
galité ne  peut  encore  se  déterminer,  parce  qu’ou 

ignore,  comme  nous  l’avons  dit,  la  valeur  de  ~ -^  — 5 
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mais  on  est  assuré  qu’il  uc  saurait  surpasser  le  clou- 
l)Ie  de  la  seconde,  c’est-à-dire  environ  deux  degrés. 
Mayer  avait  trouvé  par  ses  observations  — 3“3G'; 
RDI.  bouvard  et  ISicollelont  conclu  des  leurs  i "48'. 
On  peut  attribuer  la  différence  des  deux  résultats,  en 
partie  aux  erreurs  des  observations,  et  en  partie  aux 
variations  que  subit  la  quantité  Ç en  vertu  des  inéga- 
lités qu’elle  renferme. 

55.  M.  Nicollet,  d’après  les  derniers  calculs  qu’il 
a faits  sur  les  observations  de  Bouvard,  a trouvé  l’in- 
clinaison moyenne  de  l’équateur  lunaire  sur  l’éclip- 
tique de  i"a8'42",  valeur  un  peu  moins  grande  que 
celle  que  nous  avions  d’abord  adoptée;  on  en  a dé- 
duit 

3(C  — A)  U 

-i— g = 0,000170. 

Au  moven  de  cette  valeur  et  de  celle  de  — — rap- 
portée n"  45,  on  conclut,  à très-peu  prés, 

3(C—  B) 

^ = 0,0001  a. 

* A ’ 

.Si  à l’aide  de  ces  valeurs  et  de  celles  que  nous 
avons  rapportées  plus  liant,  pour  les  quantités  n,  i, 
9,  e,  etc.,  on  réduit  en  nombres  les  coefficients  d<'s 
illégalités  des  expressions  précédentes  de  9 et  de  Ç,  en 
faisant,  pour  abrégei', 

1)  = (i-t-  a)mt  -t-  c — g,  E = (n  /i)  mt  -f-  f~  g, 
on  trouve 

9 = i“a8'4a"-f-  i3"  siiiDsinE -t- f)7"cosD  cosE, 

Z — “ 372  t"  sin  D cosE. 
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Dans  ces  formules,  Û représente  rinclinaison  vraie 
<le  l’équatenr  lunaire  sur  l’écliptiipio,  la  distance  du 
lueud  descendant  de  récpialenr  de  la  Lune  an  nœud 
ascendant  de  son  orbite,  1)  est  la  distance  moyenne 
de  la  laine  à son  ikeiuI  ascendant,  et  E celle  de  son 
périgée  à ce  même  nœud. 

i>(>.  Nous  avons  dit,  n"  *42,  que  la  position  des 
pôles  n’était  pas  stable  à la  surface  de  la  Lune;  il  est 
aisé  de  déterminer  maintenant  les  variations  qu’ils 
éprouvent. 

Eu  elïet,  si,  à l’aide  des  données  précédentes,  on 
convertit  en  nombres  les  coefficients  des  expressions 
de  s et  de  s',  n"  .*»2,  on  trouve 

,î  = (i‘'-28'42")sinl)  -t-  i3"sinE, 

s'=  (i®28'4î")cosD  + 97"cosE, 

d’où,  en  différentiant  et  observant  que  l’on  a 

= I + n = 1 ,00402,  — - -t- 0 = o,ora47, 

mdt  "xlt  ^ ' 

pn  tire 

— = (t‘’28'63")  cosD  + o",3  cosE, 

- (i‘’28'63")sinb  - i"siuE. 

mat  ^ 

l>es  équations  (6)  donnent 

du'  P , du 

nuit  ' ;i)  ’ nidt 

II. 


1 . 
ni 

22 
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OM  aiii’a  donc 


' — = 2i"sinl)—  l■>."sillK, 


— = 2 i"  cos  U — 07"c<)sE. 

m ''  ' 

Si  l’on  nomme  â l’angle  (jiie  forme  l’axe  inslaii- 
lanéde  rotation  de  la  laine  avec  l’axe  aiujiiel  se  rap- 
porte le  pins  grand  moment  d’inertie  (!*, 

- -+- 7’-!- 

exprimera  généralement,  n"  I,  le  sinns  de  cet  angle; 
on  aura  donc,  à très-peu  jirés, 


En  substituant  pour  p et  <y  leurs  valeurs,  on  verra 
que  la  plus  grande  valeur  de  l’angle  c?  serait  de  a'SG", 
en  sorte  ipiejes  pôles  de  rotation  de  la  lame  peuvent 
faire  autour  des  pôles  de  son  étpiateur  <les  excursions 
dont  l’étendue,  lians  son  inaxiiiiiiin,  est  de  2' 36'. 

Nous  avons  rajiporté  jusfju’ici  les  mouvements 
de  l’écpiateiir  lunaire  à une  écliptique  fixe;  il  reste- 
rait, pour  compléter  la  théorie  de  la  libration  de  la 
Lune,  à considérer  les  mouvements  de  ce  j)lan  rela- 
tivement à Kécliptique  mobile.  IMais  il  est  aisé  de  se 
convaincre,  par  une  analyse  trés-sim|)le,  que  les  éipia- 
tions  qui  détc'rminent  la  position  de  l’équateur  lu- 
naire sont  absolument  de  même  forme,  soit  rpi’on  la 
lapporle  à l'écliptique  fixe'ou  à l écliptiipie  mobile, 
pourvu  <|u'on  rapporte  ah  même  plan  la  jiosition  d<* 
la  îaine  dans  .sou  orbite;  d’oii  l’on  peut  concinre  (|iie 
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les  lois  (les  plu'iiomènes  <|ni  dépeiidenl  des  inouve- 
uieiils  de  son  é(pi;ileiir,  sont  les  Du'ines  dans  les  deux 
cas.  Pour  se  rendre  raison  de  ce  r(■^sldlat,  il  faut  con- 
cevoir que  l’attraction  de  la  'l'erre  sur  le  splu'-roïtle 
Innaiie,  ramenant  sans  cesse  rt'‘fpiatenr  et  l'orbite  de 
la.I.une  an  in(!‘ine  degré  d'inclin.rison  sur  l'éclipli(pie 
vraie,  la  constance  de  l’inclinaison  inntnelle  de  ces 
deux  j)lans,  et  la  coïncidence  de  leurs  nœuds,  n’é- 
pronvenl  aucune  altcTation  des  déplac(*ments  sécu- 
laires de  l’é-clipticpie.  Enfin,  nous  n’avons  pas  tenu 
compte,  dans  la  théorie  |)récédente,  de  l’action  dn 
•Soleil  sur  le  sphéroïde  Innaiia',  parce  (pie  toutes  les 
recherches  cpi’on  a faites  à cet  égard,  ont  prouvé  que 
cette  ;icti(m  n'a  aucune  influence  sensible  sur  les  mon- 
\emenls  de  la  lame  autour  de  son  centre  de  gra\ité. 


aa. 
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niv  l.,\  KIGllRI'.  DES  C01U>S  CÉr.ESTE.S. 


Pour  clflcrmiitcr,  par  la  lliéori(‘,la  figure  des  coi  ps 
eélestes,  les  géoinelres  regardent  cliacun  de  ees  corps 
comme  une  masse  originairement  fluide,  douée  d’uii 
mouvement  de  rotation  autour  de  sou  centre  de  gra- 
vité, et  dont  toutes  les  parties  s’allirent  récipicxpie- 
ment  au  carré  de  la  distance;  la  question  consiste 
alors  à déterminer  la  figure  (jue  doit  prendre  une  pa- 
reille masse  lorstpi’elle  parvient  à l’état  d’écpiilibre. 
Pour  la  résoudre  dans  toute  sa  généralité,,  il  faudmit 
connaître  à ptiori  les  attractions  <pie  les  différentes 
parties  du  fluide  exercent  les  unes  sur  les  autres.  Ces 
attractions  dépendent -de  la  densité  des  molécules  qui 
le  composent,  et  de  leur  arrangement  mutuel,  c’est- 
à-dire  de  la  forme  même  du  corps.  On  est  doue  réduit 
a faire  ime  hy|)otliése  arbitraire  sur  la  figure  primi- 
tive des  coips  célestes;  on  détermine,  d’après  cette 
b\jiolbi-se,  les  actions  rpie  leurs  différentes  parties 
supposées  fluides  exercent  le.s  unes  sur  les  autres,  et 
réipiatiou  de  réipiilibre,  qui  ne  contient  plus  rien 
d’indéterminé,  fait  connaître  ensuite  la  forme  <le  ces 
corps,  et  la  loi  de  la  pesanteur  à leur  surface,  ensup- 
jiosanl  toutefois  ipie  leurs  molécules  oui  conservé,  en 
se  solidifiant,  la  même  disposition  qu’elles  avaieni  à 
l’état  fluide. 
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Nous  nous  occii|HTons  floue  il’abord,  dans  ce  li\  r(\ 
des  atlractioiis  des  spliéioïdes , et  s|)éeialemeut  de 
ceux  dont  la  ligure  <*sl  supposée  ddférer  très-peu  de 
la  s[)liére,  parce  cpie  cette  liypotlièso  est  celle  tpn  s’aji- 
|ili([ue  avec  le  plus  de  vraiscinhlance  aux  dilTérents 
corps  du  s\stéine  du  monde.  Nous  déterminerons  en- 
suite, |)ar  les  lois  «le  rilydro.stati(|ue,  la  figure  fies 
corps  célestes,  et  luuis  cfimparerons  eidin,  relative- 
ment à la  Terre  et  à .lupiter,  les  résultats  de  la  théorie 
et  fie  l’observation. 

La  partie  de  la  Mécanifpie  céleste  que  nous  allons 
aborder,  n’a  point  encore  atteint  le  haut  degré  de  |)cr- 
lection  auquel  sont  [larvenues  celles  dont  nous  nous 
sommes  occiqié  dans  les  livrt'S  précédents,  ('.'est  (pi’ici 
le  géomètre  a été  obligé  de  tout  emprunter  a son 
propre  génie,  l’expérience  et  l’ob.servalion  ne  lui  ont 
prêté  qu’un  faible  appui.  Pour  traiter  ces  ([uestions 
flélicates  et  d’une  nature  particuliéix',  il  lui  a fallu 
créer  une  branche  d’.Analy.se  nouvelle;  et  si  les  hy- 
jiothéses  arbitraires  sur  lescpielles  repose  cette  inijior- 
tantc  partie  de  la  théorie  analytique  du  système  du 
monde,  empêchent  les  résultats  qu’elle  produit  de 
|)orter  flans  les  esprits  tfiiite  la  conviction  désirable, 
on  peut  du  imjins  regarder  ces  résultats,  par  leur 
étendue  et  leur  simplicité,  comme  l’une  df‘s  j)lus  belles 
cffiiséquences  de  ra|)[)licatif)ii  tle  l’Analyse  aux  grands 
prf)l)lémes  de  la  IMiysicpie  céleste. 
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CHAPITRE  l’REMIER. 


lOItML'LF.S  GKJiKilALKS  l’OUIt  DETKUMIiNFU  l.ES  ATTnAC- 
riONS  UES  SI’ÜÉHOÏDES  DE  MGUllE  QUEI.(;O^QL•E. 


1.  Soit  dm  l’un  quelconque  clos  éléments  du  sj)lie- 


(tm 


roïde;  nommons  / sa  distance  an  point  attiré;  -y 


exprimera  l’action  qn’il  exerce  sur  ce  point,  et  en 
mnltipliant  cette  expression  par  les  cosinus  des  angles 
([ne  f(jrme  la  droit(^  J avec  chacun  des  axes  coordon- 
nés, on  aura  les  trois  composantes  de  cette  force,  res- 
pectivement parallèles  à ces  axes.  Soient  z,  h's 

coordonnées  de  l’élément  {hn,  rapportées  à trois  ax(?s 
rectangulaires  passant  ])ar  le  centre  du  sphéroïde,  et 
rt,  c les  coordonnées  dn  point  attiré  relatives  aux 
mêmes  axes,  on  aiti  a 


/ = a — a'  -t-  [h  — y-y  -t-  (f  — zf. 

On  peut  regarder  l’élément  r/m  comme  un  petit  paral- 
lélipipéde  i-ectangnlaire  dont  les  dinuMisions  sont  dx, 
dj,  dz]  en  nommant  donc  0 sa  densité,  p étant  une 
fonction  des  coordonnées  x,y,  z variable  suivant  une 
loi  quelconque,  on  aura 

dm  = p{fxdydz. 

Cela  po.sé,  désignons  par  A,  15,  C les  attractions  exei  - 
cées  par  le  s|)héroïde  parallèlement  aux  axes  des  a , 


Digitized  by  Goc^le 


DU  SYSTKMK  DU  MOM)!'..  343 

dos  J'  Cl  (les  Z,  el  dii  ij^ées  vers  l’origine  des  eoortloii- 
iiées,  on  ani  H 


a (il  — x)  ilxelriiz 

n — (t  — >■)’-+-  (c  — i)’J’ 

a ( h — y)  dxilydz 

a — [b  — >•)’+■  — î)’]’ 

P (c  — î ) dx dy  dz 

— ; 

î — (b  -yY^{c  —zyy 

les  triples  intégrales  se  rapportant  a\ix  variables  x, 
J-,  Z,  qui  fixent  la  position  de  dm,  et  devant  s’étendre 
à la  masse  entière  dn  sphéroïde. 

On  voit,  par  t es  formules,  tpie  si  l’on  désigne  par  V 
la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  éléments  dn 
spbéioïde,  divisés  respectivement  par  lenr-tlistance  an 
point  attiré,  en  sorte  qn’on  ait 


V = 


P dx  dy  dz 


)’+  {''  — v)’4-(r 


les  intégrales  devant  être  étendues  à la  masse  entier»* 
»ln  sphéroïde,  la  fonction  V aura  cette  propriété  re- 
marquable, (]iie  ses  trois  »litférences  partielles,  prises 
par  rappoi  t aux  coordonnées  r/,  f>,  c dn  point  attiré, 
donneront  immédiatement  les  valeurs  de  A,  b,  C.  Kn 
effet,  les  intégrati»)iis  n’étant  relatives  (pi’anx  coor- 
donn»*es  x,  jr,  z,  »)ii  a évidemiiienl 


d\ 

fia 


U = 


d\ 

7f7 


C = - 


d\ 

de 


Si  la  valeni'  de  V était  eonnne,  on  aurait  ilonc,  par 
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line  simple  dilTérentiation,  celles  de  A,  13,  C.  (’téné- 
ralenient,  pour  avoir  l’attraclion  (pi’exerce  le  sphé- 
roïde'sur  le  point  attiré  parallèlement  à une  droite 
quelconque,  il  suffira  de  regarder  V comme  fonction 
de  trois  coordonnées  rcctangnlaires  dont  I nné  soit 
parallèle  à cette  droite;  le  coefficient  de  la  différen- 
tielle de  V,  relative  à cette  coordonnée  et  prise  avec 
un  signe  contraire,  exprimera  l’action  qn’exerce  le 
Sphéroïde  parallèlement  à la  droite  donnée,  et  dirigée 
vers  l’origine  des  coordonnées. 


2.  La  fonction  V jouit  encore d'nne  propriété  impor- 
tante, c’est  que  si  on  la  diflérentie  une  seconde  fois, 
par  rapport  aux  coordonnées  a,  b,  c et  qu’on  ajoute, 
les  coefficients  de  ses  trois  différences  partielles,  cette 
somme  sei'a  constamment  égale  à zéro.  En  effet,  en 

représentant,  comme  précédemment,  par  y la  fonc- 

» 

lion  [(rt  — jcy  -f-  {h  + (c  — z)^]’,  on  aura 


=fff 


fl  ilx  (ly  (Iz 


l'intégration  devant  s’étendre  à la  masse  entière  dn 
sphéroïde.  Les  signes  / n’étant  relatifs  qu’aux  va- 
riables s,  il  est  évident  qu’on  aura 


f/'V  f/’V  ,l‘\ 


V/.>  \ 7/.,.-  + TTÂÎ  Tzrr 


\ 


lin''  ilh'  tic' 


Or,  en  ilifférenliant  deux  Ibis  la  valeur  de  yi  on 
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lroiiv(! 

/_  a(x  -ay-{j--by-{z-.y 

r/a’  ’ 

d’ - 

f _ — (j  — «)-—  — cj’ 

db'  ■ ‘ J:  - 

d’ - 

y 2 (z  — ■ c)’  — (x  — a)’  — [j-  — by>. 

t/c’  f’ 

d’où  l’on  tire 


t/a’  t/b’  de’ 


on  ;mra  donc,  par  conséquent, 
d’y  d’y  d’y 

da’  db’  de’ 

Cette  équation  remarquable  a été  découverte  par 
Laplace,  qui  en  a fait  la  base  de  sa  belle  théorie  de 
la  figure  des  corps  célestes.  Elle  a lieu  rigoureuse- 
ment toutes  les  fois  que  le  point  attiré  est  situé  au 
dehors  du  sphéroïde  ou  dans  rinlérieur  d’un  sphé- 
roïde creux  ; mais  elle  cesse  de  subsister  lorsque  Iji 
point  attiré  fait  partie  de  la  masse  du  sphéroïde, 
parce  que,  dans  ce  cas,  la  distance  f devenant  nulle 

entre  les  limites  de  l’intégralej^^  > la  somme  des 

trois  différences  partielles  de  ^ se  réduit  à la  forme 

de  et  elle  n’est  pins  nulle  par  conséquent  [)our 
foutes  les  valeurs  de  .r,  y,  c.  M.  Poisson  est  le  pre- 


= o.  (i) 
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iniiT  qui  ail  iTinarqué  co  cas  d’exception  de  l’iapia- 
lioii  ( ! ]. 

5.  l’oiir  déleriniiier  dans  ce  cas  la  valeur  de  la 

rrv  fl'\  , . ,, 

louction  -JP  -+-  -jpi  siqiposons  unespliere,  dé- 

crite de  l’origine  des  coordonnées  et  d’un  rayon  quel- 
coufpie,  qui  embrasse  le  point  attiré  et  soit  comprise 
tout  entière  dans  le  sphéroïde.  La  fonction  Y se 
|)arlagera  alors  en  deux  parties  L et  Ü',  la  première 
relative  à la  sphère,  la  seconde  à l’excès  du  sphé- 
roïde sur  la  sphère.  Le  point  attiré  se  trouvant  si- 
tué dans  rinlérieur  de  ce  sphéroïde,  la  fonction 

//■U'  tn\i'  <n\y  ni.  - ■ ■ ■ i 

— -H  -H  -jp-  sera  nulle,  d apres  ce  qui  précédé; 

on  aura  donc  simplement 

f/>v  ,t=\  \ ,tn\  //’ü 

tla'  tlh'  lie’  tla'  t/lj'  i/c- 
r/V  r/U  r/U 

( )r,  les  trois  ipianlites  — î prises  avec  un 

signe  contraire,  représentent  les  attractions  cpi’exerce 
la  .sphère  sur  le  |)oinl  dont  les  coordonnées  sont  rz, 
/>,  c,  et  (pii  est  iïitérieur  à sa  surface;  on  trouve,  dans 
ce  cas,  par  rintiïgration  directe,  n"  lî),  livre  l, 

</u 4 "f ''  __  4"?'' 

r/rr  3 <lh  3 r/c  3 

n désignant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
l imité,  et  p la  densité  du  s[)liéroïde.  lin  différentiaiit 
les  \aleurs  précédentes,  on  trouve  cpie  la  fonction 
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,/U 


tl^V 

ila^ 


</'U  , , 

^ <‘SM.gal.> 


//•V  ,1  \ 

ilb‘  ' tk- 


à — nu  aura  ilniic 

= — '(-,6.  (a) 


Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précctle  les])lié- 
roule  homogène;  mais  cette  équation  subsisterait  en- 
core pour  les  sphéroïdes  hétérogènes,  composés  de 
couches  très-minces  superposées  les  unes  aux  autres, 
pourvu  fpi’ou  Y sidéstitue  |K)ur  p la  valeur  de  la  den- 
sité cpii  convient  a la  portion  du  spliéroïde  où  se 
trouve  le  point  attiré.  En  ellet,  on  peut  alors  regar- 
der le  sphéroïde,  comme  composé  de  trois  parties,  la 
couche  qui  conqneud  le  point  attiré,  et  les  couches 
qui  l’enveloppent  ou  f[ui  sont  au-dessous  de  lui.  Ces 
deux  dernières  parties  du  s[)héroïde  u’influent  pas  sur 
le  second  membre  de  réquatiou  (2);  cette  équation 
subsiste  donc,  puisque  la  partie  restante  forme  un 
sphéroïde  homogène  dont  p représente  la  densité.  Le 
même  résultat  peut  aisément  s’étendre  à un  sphéroïde 
dans  lequel  la  densité  \ai  ierait  d’une  mauiéia'  conti- 
nne.  Concluons  donc  cpie  les  équations  (1)  t't  (a)  oui 
li('U  pour  des  s[)hérf)ïdes  de  lorine  (>t  de  densité  (piel- 
couc[ues  : la  première,  toutes  les  fois  cpie  le  point  attiré 
ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du  cor|)s;  la  seconde, 
dans  le  cas  contraire. 

i.  On  peut,  par  une  simple  transformation  des 
coordonnées  n,  f>,  c,  donner  à ces  éipiatious  d’autres 
formes  plus  commodes  dans  diverses  circonstances. 
.Supposons,  |)ar  exeinjile,  que  l’on  désigne  par  /■  le 
rayon  mené  de  l’origine  îles  coordonnées  au  |joint 
attiré,  par  5 l’angle  que  forme  ce  rayon  avec  l’un  des 
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axes  coordonnés,  avec  l’axe  des  x par  exein|)lc,  el 
par  0)  l’angle  que  forme  la  projection  de  /■  sur  le  j)lan 
des  J-,  Z avec  l'axe  des  t--;  on  aura 

a — rcmO,  A = /'sin5  cos  w,  c = rsin.5  sin  o).  (.i) 


Nommons  / 5',  w',  ce  qm?  deviennent  r,  6,  «,  par 

raj)port  à rélément  r//«;  on  aura  de  même 
x = r'cosO\  sin  cos 0)',  z = ; ' sinô' shio)' ; 

de  là  on  tire 

f=  — 2 r/  [cos0  cosO'  sinÔ  sin  0'  cos(w  — w')]  + r'’. 


On  "peut  d’ailleurs  considérer  dm  comme  un  petit 
parallélipipède  rectangulaire,  dont  les  trois  dimen- 
sions sont  dr' , r'dO',  / ' sin  Ô'r/w',  et  dont  la  <lcnsité 
«■St  (s;  l’expression  «le‘'A'  deviendra  donc  ainsi  : 


v_  rrr  

J J J — 2/"/-'  [cosO  rosG’-t-  siri9  siii9'  fos(t.>  — w' } 


l’intégrale  relative  à /•'  devant  être  prise  «lepuis  / '=o 
justpi  à la  valeur  de  r'  à la  surlàce  du  sphéro'ide;  l’in- 
tégrale relative  à 5,  depuis  5 = o jusqu’à  5 = rr,  et  l’in- 
tégrale relative  à «,  depuis  w = o jus(|u’à  &)  = 2~;  en 
représentant  toujours  par  t:  la  demi-circonférence 
dont  le  rayon  est  l’unité. 

Si  l’on  désigne  par  A,  J5,  G les  trois  composantes  de 
l’action  «lu  sphéroïde  sur  le  point  attiré  : la  première 
dirigée  suivant  le  rayon  r;  l’autre,  suivant  une  per- 
pendiculaire à te  rayon,  menée  «lans  le  plan  de  0 \ la 
troisième,  suivant  une  perjiendiculaire  à ce  plan;  d’a- 
près ce  que  nous  avons  dit  n”  I , on  aura 

^ ^ _ d\ ^ lî  _ _ 'IL,  r 

dr  nt<i  ' ;■  sin  (/(/'<> 
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Selon  que  clii|,(’iine  de  ces  forces  ser;i  |)osiliv<‘  on  né- 
fjalive,  elle  tendra  à diminuer  ou  à augmenfer  les  va- 
riables (|ui  lui  correspondent. 

Ces  diverses  fortmdes  sont  de  la  plus  grande  utilité 
dans  la  théorie  des  atti  actions  des  sj)héroïdes,  on  l’on 
est  sans  cesse  obligé  d’employer  les  cooidoiutées  po- 
laires pour  rendre  les  intégrations  praticables. 

Cela  posé,  des  é(piations  ( 3)  on  tire 


r = J -i-  c\  cos (i=  -- , tariL'M  = ^ f4) 

On  transformera,  au  moyeu  de  ces  valeurs,  les  dif- 

...  . ,,  d‘\  f/’V  il'\ 

terences  partielles  — — i en  dilterences  par- 

tielles relatives  aux  variables  /',  0,  w,  et  on  les  sub- 
stituera ensuite  dans  l’écpiation  (i'.  Pour  faciliter  cetle 
opération,  observons  que  si  l’on  regarde  \ comme 
fonction  des  variables  a,  b,  c,  et  ensuite  comme  fonc- 
tion des  variables  /•,  0 et  w,  on  aura 


(la  + 
lia 


it\ 


ilb 


'Il 

r/c 


tic  = — — tir 
tir 


el\ 

W) 


« 0 -I — J—  « w ; 
(l  CO 


équation  cpii  doit  devenir  identique,  en  y substituant 
pour  dt\  c/9,  c/«,  leurs  valeurs  tirées  des  éfjuations  (éj). 
Si,  après  avoir  opéré  cette  substitution,  on  compare 
les  coefficients  de  dn,  db,  de,  dans  les  deux  membres, 
on  tromera 

rlV  tlV  sin  0 f/V 

= COs9  — ,7  1 

lia  (Ir  r ilU 


itV  . , rfV 

-p-  = Slll  & COSM 
ilo  ilr 


rosO  coSwrfV 
r dô 


..'V  . . . i/v 

— = Slllï  Sinoj  —r 
l/c  tir 


CdsO  si  nu  il\ 
r dû 


sin  (.>  d\ 
r si  n 0 d m 
cos  M d\ 
/•sin  0 db> 
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On  <lifïï*n'ntieia  de  nuiiveau  ces  (ixpressions  par 
les  mêmes  |nocé(lés,  et  l’on  aura  ainsi  les  valeurs  de 

P'"  ^ > pi'ises  par 

rapport  aux  variables  r,  0,  w;  ensuite  en  mullipliaut 
|)ar  r®'  récpialion  (i),  ou  la  Irauslormera  aisément 
dans  la  suivante  : 


f/’V  cosO  t/V 
r/O'  ' sinO  f/0 


I f/’V 
sin'O  f/tü’ 


fl’rV 

+ r =ro  ou 

dr^ 


= — 4^TÛ7^  (5) 


selon  (pie  b'  point  attiré  fait  ou  non  partie  du  sphé- 
i-otde  attirant. 

L’équation  précédente  ri'snlte  d’ailleurs  directe- 
ment de  la  différentiation  de  la  valeur  de  V expriim'e 
en  fonction  des  variables  9,  w;  elle  est  souvent  em- 
plo\ée  dans  la  tbéoi  ie  des  attractions  des  spbéroïdes. 


Pour  eu  montrer  l’usage  dans  un  cas  ti  és-simple, 
supposons  (pie  le  corps  attirant  soit  une  sphère,  ou 
plus  généralement  un  sphéroïde  com|)osé  de  couches 
concentriques,  d’une  densité  variahle'suivant  une  loi 
(pielcoiupie  du  centre  à la  surface,  en  sorte  ipie  la 
densité  dépende  uniquement  de  la  distance  de  l’é 
lément  ffi/i  au  centre  de  la  couche.  Plaçons  l’origine 
des  coordoiiiKÏes  à c<‘  centre,  et  soit  / sa  distance  au 
point  attiré,  il  est  clair  cpie  V sera  uni'  l'onction  de  /• 
indépendante  des  angles  0 et  w;  l’iHpiation  (a)  se  ré- 
duira donc  à la  suivante  ; 


</’  / V rd  V 

f//’  dr- 


?.f/V 

— = O OU 
tir 


( ionsidérons  d'abord  le  cas  ou  le  point  attiré  ne 
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lait  pas  partie  <lii  corps  attiiant.  lùi  imiltipliaiit  par  r 
et  en  intégrant  l’éijnation  précédente,  on  aura 

f/\ 

A étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  observons  que  — — exprime, 

n"  !,  l’attraction  de  la  concbe  spliérirpie  sur  le  point 
attiré  ])arallèlement  an  rayon  c’est-à-ilirc  l’action 
totale  de  cette  couche.  Si  l’on  suppose  le  point  attiré 
extérieur  an  sphéroïde  et  situé  à une  distance  infinie 
de  son  tauilre,  l’attraction  de  la  concbe  sur  ce  point 
sera  évidemment  la  même  cpie  si  tonte  sa  masse  était 
réunie  a son  centre;  en  nommant  donc  M la  masse 
de  la  concbe,  on  aura  dans  ce  cas  = AI,  d’oiï  l'on 
conclura  généralement 

./V  _ M 
(Ir  /■’  ' 

c’est-à-dire  ipié  la  couche  sphérique  exerce  sur  les 
points  extérieurs  à sa  surface  la  même  action  ipie  si 
toute  la  masse  était  réunie  à son  centre. 

.Si  le  point  attiré  est  situé  dans  l’intcrienr  de  la 
couche,  l’attraction  doit  être  nulle  en  même  temps 
que  /■,  c’est-à-dire  lorstpie  le  j)oint  attiré  se  trouve  au 
centr*^  même  du  sphéroïde;  on  a donc  dans  ce  cas 

A = O,  et  l’on  en  conclnr.i  t»énéralement  — ^ = o, 

^ ‘ ftr 

quel  (pie  soit  r.  D’où  il  suit  qu’un  sphéroïde  composé 
de  couches  sphériques  homogènes  et  concenIi'i<pies, 
n’exerce  aucune  action  sur  les  points  intérieurs  à sa 
surface 
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Siij)|)osons  maintenant  le  point  attiré  compris  dans 
la  masse  de  la  sj>hère  dont  il  snbit  l’action;  l’équa- 
tion (5)  devient  alors 


rl\  2 

f/r^  /■  tir 


k~(J. 


Si  l’on  imdtiplic  les  deux  membres  par  on  aura 
, f/V 


d.r 


dr 


d’oii  l’on  tire,  en  intégrant, 

— B, 

dr  * I 

B étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  observons  que  s’il  s’agit  de 
connaître  l’attraction  d’une  couche  sphérique  sur  nu 
point  de  sa  masse,  les  intégrales  doivent  être  prises 
de])uis  la  valeur  de  r qui  répond  à la  surface  intérieure 
de  la  couche,  jnsqn’à  sa  valeur  relative  au  point  attiré, 
ür,  à la  ])remière  limite,  l’action  de’  la  couche  <'st 
nulle;  on  a donc  généralement  B = o,  et  par  consé- 
quent 

- = 4n/pr"r/r.  (6) 

Le  second  memhre  de  cette  équation,  les  intégrah's 
étant  prises  dans  les  limites  précédentes,  exprime  la 
masse  de  la  couche  sphérique  qui  agit  sur  le  point 
attiré.  En  désignant  donc  par  M'  la  portion  de  la  cou- 
che sphéi’ique  comprise  entre  la  surface  intérieure  et 
la  surface  sphérique  passant  par  le  point  attiré,  on  aura 

<iy  _ M' 

<lr  r'  ’ 
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valeur  qui  s’accorde  avec  celle  qui  se  rapporte  aux 
points  extérieurs,  lorsqu’on  suppose  le  point  attire 
situé  à la  surl'ace  de  la  couche. 

Si  le  sphéroïde  était  homogène,  l’équation  (G)  don- 
nerait, en  l’intégrant. 


C étant  une  constante  arbitraire. 

Supposons  le  point  attiré  placé  dans  l’intérieur  de 
la  sphère  dont  le  rayon  est  il  faudra,  pour  étendre 
l’intégration  à toute  la  niasse  du  corps  attirant, 
prendre  les  intégrales  précédentes  depuis  r = o jus- 
qu’à r — a.  Or,  à cette  dernière  limite,  la  valeur  de 
V est  égale  à la  masse  de  la  sphère  divisée  par  la  dis- 
tance du  point  attiré  à son  centre,  c’est-à-dire  à -y  ri*; 
on  aura  par  conséquent  alors 

L„.=  _ 

En  déterminant  donc,  au  moyen  de  cette  éqyation, 
la  valeur  deC,  on  aura,  relativement  à la  sphère  en- 
tière et  à un  point  placé  dans  son  intérieur. 

Ces  résultats  sont  conformes  à ceux  que  nous  avons 
trouvés  par  une  antre  voie,  dans  le  n”  10  du  livre  I. 


Il 


fi 
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CHAPITRE  II. 

ATTRACTIONS  DES  SPHÉROÏDES  TERMINÉS  PAR  DES 
SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 


(».  -Les  fonnulrs  (|ue  nous  avons  (lévcloj)jM*os  dans 
liîdiapiln'  précédent,  sont  générales,  et  s’appliquent  à 
toute  espèce  de  sphéroïdes,  quelles  que  soient  leur  na- 
ture et  leur  figure.  Nous  allons,  dans  celui-ci,  nous 
occuper  en  particulier  de  la  détermination  des  attrac- 
tions des  sphéroïdes  terminés  par  des  surfaces  ellip- 
tiipies. 

Siqiposons,  pour  simplifier,  que  le  corps  attirant 
soit  homogène,  et  que  sa  ilensité  .soit  égale  à l’imité; 
ou  aura  = i,  et  les  formules  (A),  n“  \,  deviendront 


A = 
lî  = 


(rt  — x)iLl  th  r/z 


J J .71  («-■'■)• -F  [b-yY  + {c-zYY 

{!{  — J')  (Ixtijrdz 


(«) 

-PV  ' ' 


J J J + + 

c.=  l'i'l- 

J J J K"  - + (/’  - rY  -h(x-  ^YV  ! 


les  intégrales  f se  rapportant  aux  trois  variables  jr, 
J',  Z,  et  di'vaiit  s’étendre  à la  masse  entière  du  sphé- 
roïde. 

Mais  l’intégration  des  e.\|)ressious  précédentes  est 
ahsohiment  impossible  sous  cette  (orme;  tout  ce  ipi’on 
peut  faire,  c’est  d’en  éliminer  l une  des  variables,  et 
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de  les  ramener  ainsi  à des  intégrales  donbles.  Kn  elïet, 
si  l’on  intègre  la  première  par  rapj)ort  à jt,  qu’on 
désigne  pai’  ± ,r,  la.donble  valeur  de  ,r,  tirée  de  l’é- 
cpiation  de  la  surface  qui  termine  le  sphéroïile,  et 
que,  |)üur  abréger,  on  lasse 

p'~  v('»  -+-  r -t-  (/■'  —jY + 

on  aura 

(4) 

En  intégrant  la  seconde  des  lormules  (fl) ‘par  rap- 
port îijr^  et  la  troisièiiK'  |)ar  rapport  à z,  on  trouve- 
rait, pour  B et  C,  des  expressions  semblables.  Mais 
on  tenterait  en  vain  de  pousser  ])lus  loin  les  intégra- 
tions, on  serait  .^irrèté  par  des  obstacles  insurmon- 
tables, même  dans  le  cas  le  plus  sim|)le,  celui  d’un 
sphéroïde  terminé  par  une  surface  sphérique. 

7.  Pour  éviter  cette  dilïicidté,  il  faut  transformel' 

» 

les  coordonnées  07,  zen  d’autres  variables  ([ui  fa- 
cilitent l’intégration  des  formules  (fl),  ou  permettent 
du  moins  de  la  ramener  à de  simples  quadratures,  (’.e 
qu’on  a imaginé  de  plus  commode  à cet  égard,  c’est 
de  transporter  au  point  attiré  l’origine  des  coordon- 
nées, et  de  prendre  pour  b-s  variables  rpii  déterminent 
la  position  der/m,  le  r.iyon  mené  du  point  attiré  à cet 
élément,  l’angb'  que  fait  ce  rayon  avec  l’un  dc;s  axes 
coordonnés,  et  l’angle  que  forme  sa  projection  sur  le 
plan  perpendiculaire'  à cet  axe  avec  l’un  îles  deux 
autres  axes  compris  dans  ce  plan.  .Soii'nt  donc  r ce 

7-3. 
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l’iivon,*  0 l’angle  qu’il  forme  a\et’  l’axe  des  .r,  <1  sr 
l’angle  compris  entre  sa  ])rojcclion  sur  le  plan  des 
J,  set  l'axe  des  on  aura 

X — n — rcOjsO,  X—^  — r»in0cost3,  « = <■  — r sin  0 sinrr. 

],'olément  dm  peut  être  considéré  comme  un  petit 
parallélipipède  rectangulaire,  dont  les  trois  dimen- 
sions sont  di\  rdO,  et  rsinôr/M;  on  aura  donc 
dm  — drdO dTS,  et  les  trois  t|uanlités  A,  15,  G 

deviendront,  par  cette  transformation, 

A = /// drdB  dw  sin  Q cos5, 
n =//jWrf/5r/wsin*ÔcossT, 

C =fffdrd9d(,i)  sin^  0 sinzs. 

L’intégration  de  ces  formules  relativement  à la  va- 
riable / s’exécute  sans  peine;  mais,  pour  étendre  l’in- 
tégrale à la  masse  entière  du  corps  attirant,  il  fatit 
distinguer  deux  cas,  selon  que  le  point  attiré  est  situé 
dans  l’intérieur  ou  au  dehors  de  ce  corps.  Dans  le 
premier  cas,  la  droite  qui  passe  par  le  point  attiré, 
et  qui  se  termine  à la  surface  du  sphéroïde,  est  divi- 
sée en  deux  parties  par  ce  point  : en  nommant  donc 
/■et  /•'  ces  parties,  elles  devront  être  prises  j)our  li- 
mites de  l’intégrale  définie,  qui  sera  égale  à la  somme 
des  deux  intégrales  particulières  qui  leur  correspon-i 
dent.  On  aura  donc  ainsi  : 

A =//(/■  -!  /■')  c/5 //®  sin  5 cos  5,  , 

15  = //(r -t- / ' ) c/5  c/c7  sin“  5 COS57,  (c)  . 

G = f f{r  -t-  r')  dû  drs  sin'‘  6 siim.  ! 

On  remplacera  dans  ces  expressions  ret  /■'  par  leilrs 
valeurs  tirées  de  l’équation  du  sphéroïde,  et  l’on  in- 
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Hcgi  era  ciistiilo  siiccessivciucnl  par  rapport  à 0 ol  à o), 
tU’puis  0 ri  w l'fiaux  à zéro,  jiisipi  à 0 et  sr  é*;aux  à 
deux  angles  ilroils. 

Dans  le  second  cas,  le  rayon  rpii  part  du  |)oinl 
attiré  et  qui  traverse  le  s[)liéroïde  rencontre  sa  surlace 
en  deux  points.  Soient  r ce  rayon  à son  entrée  dans 
le  sphéroïde,  et  /'ce  même  rayon  lorsqu’il  en  sort, 
l’intégrale  définie  sera  égale  à la  diriérence  des  deux 
intégrales  pai  ticnlieres  correspondantes  à ces  limites; 
on  aura  par  conséquent,  dans  ce  cas, 

A =//(/•' — /•)//5>/wsin  (J  cosÔ,  j 

B sin^^cosc,  > (<t) 

C ~ Jf[>  ' — r)dO  (Iti;  s\w^Q  ^.'iwTs.  ^ 


()i1  substituera  pour  /•  et  / ' leurs  valeurs  en  tonclion 
de  B et  o/,  et  l’on  prendra  pour  limites  des  intégrales 
relatives  à ces  angles  leurs  valeurs  correspondantes 
aux  points  où  l’on  a / ' — /•  = o,  c’est-à-dire  où  le 
rayon  r est  tangent  à la  surface  du  sphéroïde. 

Supposons  maintenant  que  A,  h\h"  soient  les  trois 
ilcmi-axes  respectivement  parallèles  aux  axes  des  x, 
des  J"  et  des  z de  l’ellipsoïde  dont  nous  considéions  les 
attractions.  L’équation  de  sa  surface,  ra|)portée  à son 
centre,  sera 


.r’  _ 

F"  ~ 


{m) 


et  sa  masse  sera  égale  à ^ Jih' h” , en  nommant  n le 

rapport  de  la  circonférence  au  iliametre. 

Trans|)orlons  l’origine  des  coordonnées  au  point 
attiré,  et  introduisons  dans  l’équation  (///)  h-s  variables 
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r,  6,  ® ; en  substituant  pour  z leurs  valeurs  don. 
nées  dans  le  numéro  précédent,  ou  aura  ' 


-.r(: 


[ cos’  9 

-t- 

sin’  9 cos’  CT 

-t- 

sin’ 9 sin’ci^ 

l A’ 

//'’ 

A"’  ) 

(a  côs  9 

b sin  9 cosn 

1 

c sinO  sinw\ 

rt’  b' 

r* 

V A» 

//  ' 

"T“ 

1?'"' 

~77~¥'~ 

vSi  l’on  résout  cette  équation  par  rapport  à r,  les  tleux 
valeurs  qui  en  résulteront  seront  celles  qu’il  faudra 
substituer  pour  r et  /■'  dans  les  formules  (c)et(^/): 
or,  si  l’on  fait,  pour  abréger, 

cos'O  sin’  ûcos’rj  sin''6  siii’ rr 


K = 


A’ 


//' 


h"' 


,,  rtcosO  /,isin9cosrj  rsinOsino 

+ _____ 


G = 1-"^  + K ( 


17' 


h' 

F’ 


on  trouvera,  pour  les  deu<  racines  de  l’équation  eu  /', 


F — y/G 


vG 


K K 

d’où  l’on  tire,  par  consécjuent. 


a F 

/•= 


r — r : 


a V G 
K 


les  formules  relatives  aux  points  intérieurs  au  spbé- 
ro’ide  seront  donc 

' im  (lu  siiiO  cos 9 F 

TT 

’f/O  f/o  sin’  0 cos  CI  F 

. 

'i/  9 (la  sin’  9 sin  a F 
K " ’ 


i^) 
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<*t  l’on  aura,  relativement  aux  points  extérieurs, 


■'-JJ 

O V' 

c = .fl 


(/  6 f/<3  sin  6 cos  6 y G 
K 


(10  (In  siii'O  cos  ra  \ G 

^ -jv 


, . ^ jr 

(10 (la  sin^6  siii  a y/G  \ 


K 


Les  premières  formules  sont  les  plus  sini|)les,  cl 
s’intégrent  sans  peine  par  Rapport  à la  variable  cr;  les 
secondes,  au  contraire,  présentent  de  grandes  diffi- 
cultés à cause  du  radical  qu’elles  renferment,  et  qui 
rend,  sous  cette  forme,  l’intégration  inqiossible  j)ar 
toutes  les  méthodes  connues.  Heureusement,  si  l’im- 
perfection  de  l’Analyse  n’a  pas  permis  jusqu’ici  de 
vaincre  cette  difliculté,  on  est  parvenu  à l’éluder,  et  à 
faire  dépendre  les  attractions  des  ellipsoïdes  relatives 
aux  points  extérieurs,  de  celles  cpi’ils  exercent  sur  les 
points  intérieurs  ou  sur  les  [)oints  de  leur  surface. 
Occupons-nous  donc-exclusivement  des  formules  qui 
.se  rapportent  au  cas  où  le  point  attiré  est  placé  dans 
l’intérieur  du  sphéroïde:  nous  su|)poserons  ensuite 
■ cpi’il  est  situé  <‘ii  dehors  de  sa  surface,  et  nous  ver- 
rons <[u’il  est  tonjours  possible  de  ramener  ce  second 
cas  au  premier. 

^ ' 8.  .Si,  dans  la  première  des  formules  (c),  on  sidjsti- 

tue  pour  F sa  valeur,  on  aura 


zn  r /'</0  </<»  siii  0 cos’O 


z/'  r A/6 r/w  siii’O cos  0 cosfti 

j J K 


2 c /■  i'(lO(l',>  biii’  0 cosO  sin  <■> 

■^ir^JJ K 
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Celle  expression  se  simplifie  en  observant,  rpie  l’in- 
légrale  relative  à 6 devant  être  prise  depuis  0 = o jns- 
(pi’à  0 — i8o°,  si  l’on  représente  par  P une  fonction 
rationnelle  quelconque  de  sinô  etcos“5,  on  aura  gé- 
néralement entre  ces  limites  fP  cosôr/ô  = o,  parce 
que  les  valeurs  de  ô devant  être  prises  à égale  distance 
au-dess»is  et  au-dessous  de  l’angle  droit,  la  valeur  de 
cette  intégrale  sera  composée  d’une  suite  d’éléments 
égaux  deux  à deux  et  de  signes  contraires.  Les  deux 
derniers  termes  de  l’éqnation  précédente  se  réduisent 
donc  à zéro  en  vertu  de  cette  remarque,  et  l’expres- 
sion de  A,  en  substituant  pour  R sa  valeur,  peut 
prendre  cette  forme, 


. /*  /*  //0(/oisin 

A _ a rt  / / - J,~- 

^ J -4- — sm’O  cos’o 


0 cos^O 


<0  4-  — sin*0  siri’  u 

fl  ^ 


On  trouverait  de  même 


f r 

J J 
/■/ 


C = a c 


sin^Ocos’fc) 

0 cos’oi  -4-  — cos’O  + 777-  sin’O  sin’  m 

A’  A ’ 

dOrlu  sin^O  sinU.i 

— jpr,  -/p— 

sm’O  sin’w  -1-  — cosC»Vt'  jt^  sin’O  cos’w 


On  |)<‘ut,  avant  même  d’intégrer  ces  expressions,  en 
déduire  plusieurs  propriétés  importantes  relativemenf  ^ 
aux  attractions  des  ellipsoïdes. 

Les  intégrations  inditjuées  étant  indépendantes  tles 
coordonnées  a,  />,  c du  point  attiré,  on  voit  que  l’at- 
traction qu’exerce  le  siiliéroïde  parallèlement  à l’axe 
des  X,  est  la  même  pour  tous  les  [toinls  situés  dans 
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tm  mcine  plan  perpeiuliculairc  à cet  axe.  Il  en  est  île 
inêine  relativement  aux  axes  des^  et  des  z;  d’on  l’on 
peut  conclure  généralement  qne  les  attractions  de 
l’ellipsoïde  sur  les  points  placés  sur  une  même  ligne 
droite,  passant  par  l’origine  des  coordonnées,  sont 
proportionnelles  à leur  éloignement  de  son  centre. 

Si  l’on  divise  respectivement  par  n,  c les  trois 
quantités  A,  B,  C,  et  qn’ensuite  on  les  ajoute,  on 
trouve 

— + ? = 9.  /'/' ciOdr.)  siii5, 

a h c - 


les  intégrales  devant  être  prises  depuis  5 = o jnsqn’à 
ô = 71,  et  depuis  u = o jnsqn’à  w = On  trome 
entre  ces  limites léw sinO  = an;  on  aura  donc 


On  a d’ailleurs,  n"  1 , 


et  d’après  la  forme  des  valeurs  de  A,  B,  C,  il  est  évi- 
dent qu’on  aura 

ei^y  _ A '/’V  _ n i/n'  _ c 

i/fl’  fl  ’ (Ih^  h ’ itc'  c 


l’équation  (g)  devient  donc  ainsi  : 
f/>V  i/»V  _ 

f/rt’  db^  de' 


équation  qui  vérifie  pour  les  ellipsoïdes  l’équation  (a) 
du  n”  5,  qui  s’ap|)liqne  généralement  à des  sphéroïdes 
quelconques. 
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Ou  peut  observer  encore  que  les  valeurs  de  A,  R,  C 
ne  contenant  que  leS  quantités  ^*,75  ces  valeurs  ne 

varieront  pas,  quels  que  soient  les  trois  axes  du  sphé- 
roïde, pourvu  qu’ils  aient  entre  eux  les  mêmes  raj)- 
ports.  Or  deux  ellipsoïdes  sont  semblables,  quand 
leurs  axes  correspondants  sont  entre  eux  dans  le  même 
rapport;  on  peut  donc  en  conclure  que  tous  les  ellip- 
soïdes semblables  exercent  sur  les  points  intérieurs 
des  attractions  égales.  Il  suit  de  là  ({ue  si  l’on  sup- 
pose le  sphéroïde  composé  d’une  suite  de  couches  con- 
ceutiïtpies  et  semblables,  l’action  des  couches  suj)é- 
rieures  au  point  attiré  sera  nulle;  d’où  résulte  le  théo- 
rème suivant,  qui  n’est  qu’une  extension  de  celui  que 
nous  avions  trouvé  n"  10,  livre  l'*',  relativement  à la 
si)bére  : TJn  point  place  nu  dedans  d’une  couche  ellip- 
li/jue,  dont  la  surface  intérieure  et  la  sinjacc  exté- 
rieure sont  semblables  et  semblablement  placées,  est 
également  attiré  de  toutes  parts. 

0.  Occupons-nous  maintenant  de  l’intégration  de 
la  valeur  de  A.  Si  l’on  intègre  d’aboid  par  rap|)ort 
à U depuis  w = o jusipi’à  « = 71,  et  (pi’on  supposi' 

//’ 

cos^  9 -t-  77- sin*5  = m,  cos^9-i-  7-,7- sin''“9  = //, 

ti  ‘ h ‘ 

on  aul'a 

, r r (I fi  il M imO  vos' 0 /V/O  siiiO  cOi’O 

\ = Ml  I I - - - = sa-  I 

^ J ///i'os^w  // sin*  f»>  J M/i 

lài  remettant  deme  |)oiir  m et  n leuis  valeurs,  on 
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aura 


Cette  dernière  intégrale  doit  s’étendre  depuis  Q = o 
jusqu'à  6 = TT,  ce  qui  re\  ient  à la  prendre  depuis  0=o 
jusqu'à  ^ = vTi,  et  à doubler  le  résultat.  Si  l’oii  sup- 
pose donc  cos  5 = x,  et  qu’on  nomme  M la  masse  de 

l’ellipsoïde,  ce  qui  donne  M = ^hh'h”,  et  par  cou- 
fivli'lt"  3M 

sequent  on  aura 


l’intégrale  relative  à x devant  être  prise  depuis  .r  = o 
jusqu’à  X = i. 

On  pourrait,  eu  intégrant  les  valeurs  de  b et  C, 
n°  8,  les  réduire  de  même  à de  simples  quadratures, 
mais  il  est  plus  simple  de  déduire  immétliatemenl 
leurs  valeurs  de  l’expression  précédente  de  A.  l’our 
cela,  il  suffit  de  remarquer  que  l’oii  peut  regarder 
comme  une  fonction  de  n et  des  trois  demi-axes  /;, 
h\  h"  de  l’ellipsoide;  15  sera  par  conséquent  une  fonc- 
tion semblable  de- b et  des  trois  demi-axes  h',  h,  //"; 
et  il  en  sera  de  même  de  C,  qui  sera  une  pareille 
fonction  de  c et  des  trois  demi-axes  h",  h',  h.  On  aura 
donc  les  expressions  de  15  et  C par  nue  sinqile  permu- 
tation des  lettres  a,  //,  //',  A"  dans  l’expression  de  A 
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Ou  li’(ni\e  ainsi  ; 


3/01 


j’  <lx 


3c  M n 


/(” 


y . 


ces  expressions  devant  être  prises,  coniine  celle  de  A, 
depuis  X = O,  jusqu’à  x = \ . 

On  j)eut  donner  aux  valeurs  de  A,  B,  C,  une  forme 
particidiéie  qu’il  est  bon  de  connaître.  Faisons,  pour 
abréger, 


. A'’—//’ 


A"’—  A> 


" " " " 'i'î 

A»  “ ■ A’  — ’ 

et  sn|)posons  ensuite  dans  la  valeur  de  B, 


X — 


et  dans  la  valeur  de  (i. 


A \J  I 4-  Vy'' 


X = 


A"  Z 


Av^i4-V'=z’ 

les  expressions  trouvées  pour  A,  B,  C,  deviendront 


_ 3^/M  r 


^ / V^i  -h  \/ 1 -f- 


_ 3AM  /• 


>■’  rlr 


O 


3r;il  r zV/; 

, ' \ I -f-  z’  !\ 


l\  -4-  ),'’z'^ 
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Li*s  intégrales  relatives  et  à z doivent  être  prises 
d;ins  les  mèmès  limites  que  les  intégrales  relatives 
a X,  puisqn’en  effet  la  supposition  de  x = o donne  à 
la  fois  = o et  Z = O,  et  que  la  s)q)j)osition  de  x = i 
donne^  = i et  z = i , ou  peut  donc  dans  H et  (i 
changer,  si  l’on  %eut,^'  et  z en  x,  d’on  il  suit  (pie,  si 
l’on  fait 

I. 

on  ;uira,  [)Our  déterminer  A,  15,  C,  ces  formules  tri's- 
simples  : 

, 3nM  , ,,  3 AM  (/.Al,  3rM  (/.a'I, 

A = ^ 1„  15  = — , (,  = _ . 

Ces  formules  s’étendent  aux  points  situés  sur  la  sur-, 
face  du  sphéroïde;  car  il  suffit,  pour  y avoir  égard, 
de  supposer  r = r'  dans  les  expressions  de  A,  15,  C, 
ce  qui  ne  change  rien  à leur  forme. 

10..  La  détermination  des  attractions  qu’exerce  un 
ellipsoïde  homogène  sur  les  points  intérieurs,  et  sur 
les  points  de  sa  surface,  ne  dépend  donc  plus  (pie  de 
la  valeur  de  la  fonction  L;  mais  l’intégration  qu’elle 
l'xige  ne  peut  être  obtenue  sous  forme  finie' par  les 
méthodes  connues,  (jue  dans  deux  cas  particuliers, 
celui  où  les  quantités  X et  X'  sont  égaU-s  entre  elles, 
et  celui  où  l’iiue  de  ces  quantitiAs  est  nulle:  dans  l’iin 
et  l’autre  cas,  deux  des  trois  demi-axes  /i,  //',  //",  sont 
('■gaux  entre  eux,  et  l’ellipsoïde  est  de  révolution  au- 
tour du  troisiciiie. 

Supposons  cpie  //  soit  le  |)his  petit  des  trois  demi- 


-h 


V/.r 


V'  I -H  -r'  ■ ■)- 
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;ixes  tiu  sphéroïfie,  cl  iaisons  d'abord  X = X',  ce  qui 
donne  h'=h".  Le  corps  attirant  est  alors  un  ellip- 
soïde aplati  \ers  les  pcMes,  dont  h est  le  denii-axe  de 
révolution;  on  aura  dans  ce  cas 


Si  l'on  «liffçrentie  par  rapport  à X la  valeur  de  Ij, 
11°  î),  et  qu'on  fasse  X = X'  après  la  différentiation, 
on  trouve 


</.).L  r x‘ ilx  I 

HV  ~ J (n- — âv 


arc  tang/ 


Ia's  attractions  de  l'ellipsoïde  de  révolntion,  aplati 
vers  les  pôles,  seront  donc  délenninécs  par  les  for- 
inub's  suivantes  : 


V 

b 

t; 


3 n M 
3/>M 


2 /t 

3cM 


(X  — arc  tangX), 


(A) 


(arc  tangX 

2 /t^  \ ^ I -I-  / 


Sup|)osons  maintenant  X'=  o,  ce  qui  donne  h"=  h. 
Dans  c(*  cas,  h'  est  le  demi-axe  de  révolution  du  sphé- 
roïde, et  l’on  a 


X‘  fl.r  1 r . , / - — 1 

= -fl  ['  V > + > ’-  If’g ( * + V ' 4-  /-D I ■ 

I jr'  2 A 


f/.Al,_  I 

>Ia  ~V' 

On  aura  donc  |)oui'  les  attractions  de  l’ellipsoïde  il(> 


log(> 


V ' 


+ >.’)■ 


-^1 

-t->’  • 
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3«M  - 


lo^  ().  1 + '/  ’)  ^ , 


. C = [ / v'  I + / ’ - log  (>  + v'  I + )] 


l+A’J  1 


(H) 


Si  les  conditions  précédentes  ne  sont  pas  remplies, 
il  est  impossible  d’obtenir  d’une  manière  rigoureuse 
les  valeurs  de  A,  b,  C;  mais  lorsque  l’ellipsoïde  s’é- 
loigne peu  de  la  figure  de  la  sphère,  \ et  X'  devien- 
nent lie  trcs-|ietites  quantités;  on  pourra  réduire  alors 
la  fonction  Leu  série  convergente,  dont  chaque  terme 
soit  intégrable,  et  l’on  déterminera  de  cette  manière 
les  attractions  du  sphéroïde,  avi>c  le  degré  de  préci- 
sion qu’on  jugera  convenable. 

II . Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  at- 
tiré est  extérieur  an  sphéroïde.  Nous  avons  vu  que 
le  radical  qui  entre  dans  les  expressions  dilTéren- 
tielles  {J)  de  ses  attractions,  opposait  alors  un  obs- 
tacle invincible  à leur  intégration  (*  ).  Plusieurs  grands 
géomètres  avaient  en  vain  épuisé  toutes  les  ressources 
de  l’Analyse  pour  surmonter  cette  difficulté,  lorsque 
la  découverte,  due  à M.  Ivory,  d’une  propriété  remar- 
quable des  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes  foyers,  l’a 
fait  enfin  entièrement  disparaître. 

Voici  l’énoncé  de  cette  propriété,  qu'on  jteut  re- 
garder comme  un  beau  théorème  de  Mécanique  : Si 
l’on  nomme  points  correspondants , les  points  pris  sur 


*)  roir  K'  siipiilrilirnt  an  livre  V. 
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la  surface  de  deux  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes 
fnj'crs,  de  manière  que  leurs  coordonnées , respecli- 
' veinent  parallèles  aux'  trois  axes  principaux  de.  ces 
corps,  soient  entre  elles  comme  ces  axeSj  les  attiac- 
tions  qu’exerceront,  parallèlement  à chaque  axe,  ces 
ellipsoïdes  sur  les  points  correspondants  de  leurs  sur- 
faces, seront  entre  elles  comme  les  produits  des  deux 
■ autres  axes. 

Eli  effet,  soient  M le  premier  ellipsoïde,  et  A 1 attrac- 
tion cpi’il  exerce  jiarallèlement  à 1 axe  des  x sui  le 
point”  dont  les  coordonnées  sont  a,  b,  c\  désignons 
par  M' le  second  sphéroïde,  et  par  A'  l’attraction  cpi’il 
exerce  dans  la  inême  direction  sur  le  point  dont  les 
coordonnées  sont  aè , h' , c';  on  aura,  n°  G, 

en  supposant,  pour  abregei’, 

P = y/(„-i:r,p+(y---3y’-f-(c-s)  p'  = W)>, 

P _ p;  z=fn’-^-x,y-h(b'-yy+{r'-êY, 

H-  X et  — x^,  désignant  les  valeurs  de  la  variable  x, 
(pii  se  rapportent  a la  surface  de  ^1,  et  -+-  X'^  et  x, 
l(\s  valeurs  do  la  variable  x'  relatives  à la  surface 
de  M’. 

Soit,  comme  précédi'inment. 


ré(|uation  de  la  première  de  ces  surfaces;  il  faudrait. 
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pour  achever- l’intégratioii  de  l’expression  de  A,  sub- 
stituer dans  et  p les  valeurs  de  x qui  résultent  de 
cette  équation;  mais  cette  opération  ne  nous  con- 
duirait à rien;  on  peut,  au  contraire,  par  une  trans- 
formation Ingénieuse  des  coordonnées,  arriver  très- 
simplement  au  théorème  que  nous  nous  proposons 
de  démontrer.  Pour  cela,  aux  trois  varialiles  x^j",  z, 
qui  sont  liées  entre  elles  par  l’équation  (h),  on  en 
substituera  doux  autres  indépendantes  entre  elles;  on 
fera,  par  exemple, 

x^  = fisiup,  jr  =z  fl' cos  P s\nq,  z = h"  cosp  cosq  •, 

et  l’on  voit  en  effet,  en  menant  ces  valeurs  à la  place 
de  x,j',  Z dans  l’équation  (//),  cju’il  n’en  résulte  au- 
• cune  équation  de  condition  entre  les  nouvelles  varia- 
bles P et  q. 

D’après  les  formules  connues  pour  la  transform;L- 
tioirdes  variables  dans  les  intégrales  doubles,  on  a 
généralement 

Les  valeurs  précédentes  de^  et  z-  donnent 


flj  (h  dy  dz  . 

TpT^~Tct%  = ^^  ''  sm/jcos/,. 

On  aura  donc,  en  vertu  de  la  formule  générale, 
dydz  — h'  h'  sin p cosp  dpdq, 
et  par  conséquent 

A.  = ft' fl" ff  dpdq  siop  cos  p (^~  — -j. 

( )n  étendra  les  intégrales  à la  masse  entière  du  sphé- 
II. 
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roïde  M,  en  prenant  celle  qui  se  rappoHe  à p depuis 
P = O jnsqu’à  p =~,  et  celle  qui  se  rapporte  à q 
depuis  q = o jusqu’à  q = n-,  car  il  est  évident  qn’en 
donnant  aux  angles  p et  q toutes  les  valeurs  comprises 
entre  o et  i8o°,  les  variables  et  r.  prendront  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  h'  et  — h'  d’une  paî  t, 
et  entre  -t-  h"  et  — h"  de  l’autre,  c’est-à-dire  tous  les 
coiqdes  de  valeurs  qui  correspondent  aux  différents 
points  de  l’ellipsoïde. 

Soient  maintenant  />,  A',  A"  les  trois  demi-axes  du 
second  ellipsoïde  M',  qui  se  rapportent  respective- 
ment aux  axes  des  x',  des  y'  et  des  z',  l’équation  de- 
sa  surface  sera 

x'^  /=  _ 

X’  X'>  X"’  “ ' ’ 

et  si  l’on  lait 

x'  = Asin/j,  = A' cos/jsiiK/,  z' = A" cos/jcosi/, 
on  aura,  par  l’analyse  précédente, 

A'  = A' A"// dpdq  sin p cosp  » 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  p — o jusqu’à  ‘ 
^ et  depuis  q = o jusqu'à  q = ~,  c’est-à-dire 
dans  les  mêmes  limites  que  celles  qui  se  rapportent  à 
là  valeur  de  A. 

Comparons  maintenant  les  attractions  exercées  par 
les  deux  sphéroïdes  M et  AI',  ce  qui  se  borne  à com- 
parer entre  elles  les  valeurs  de  p et  de  p'  et  celles  de 
(5,  et  p\ . Si  l’on  développe  les  deux  premières  quantités, 
et  qu’on  sidjstitue  pour  x^,  y,  z,  et  pour  .r, , y' . z\ 
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leurs  valeurs,  ou  aura 

p’  i’-l-c’  — ?. (rt/<  sin/;  + t/(' cosyj  sin <7  + r/("  cosy;  ros</ ) 

-4-  //’  sin'y'  + /(''cos’yj  sin’7  -1-  /("’cos’yj  rosVy, 

<■’’ — ?■  («'  * sin/i-4-i'/  ' rosp  sin//  +c'  h"  rnsy)  cns>/) 
-4-  /■’ sin’y»  -4-  /''ros’/j  sln’<y  -4-  /"’cos’/)  cos^r/. 

Si  l’on  rotrauclie  ces  deux  expressions  l'ime  de 
l’autre,  en  obsei  vaut  (|ue  les  points  déterminés  par 
les  coordonnées  n,  /;,  c et  et',  //,  c'  sont  des  points 
correspondants,  et  tpic,  d’après  la  déünition  (pie  nous 
avons  donnée,  on  a 

" — i L-  ï.  '1  — • 

7?~r  T'~  W'  r'  ~~  h"'\ 

ipie  l’on  remarque  en  onti  e que  les  deux  elli|)soïdes 
M et  I\r  ayant  mêmes  foyers,  si  l’on  nomme  e.  et  e' 
leurs  excentricités  communes,  on  a 

= k‘  = k^+cd, 

/;"*=  A=H- e'=, 

d’où  l’on  tire 

1d  - = ir-  - k'^  = //"-  - k"\ 

on  aura  simpU'jnent 


Si  l’on  suppose,  comme  nous  le  faisons,  (pie  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  n' , b’,  c',  est  situé  sur  l’el- 
lipsoïde M,  le  second  membre  de  cette  ('tpial ion  sera 
nul,  et  l’on  aura  identiquement  p ~ p',  indépendam- 
ment de  tonte  valeur  donnée  aux  angles  p et  q.  On 

?4. 
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trouveiait,  |)ar  la  ni('int>  aiialyso,  p,  = p'_  , ot  l’expros- 
sion  (le  A'  deviendra  par  conséfjuent 


A'  = k'  k" J f dj)  dqsmp  cos  P y ~ 

En  l’approchant  cette  expression  de  celle  de  A,  on  voit 
cpie,  quelle  que  soit  la  valeur  des  intégrales  indiquées, 
on  aura 


On  aurait  de  nuMiie,  relativement  aux  attractions 
(prexercent  M et  M'  suivant  les  axes  des  et  des  z, 


B 

et  par  conséquent 


h/i" 

H" 


B', 


A B _ 

Â'^x'r’  B' “ 

* 


r. 


XX'  ’ 


/l/l"  C 

xr’  (ÿ  ~ W 


Ces  t^uations  renferment  le  théorème  que  nous  avons 
énoneé,  et  dont  la  mécanique  céleste  est  redevable  à 
M.  Ivorv. 


12.  Il  est  important  d’observer  que  les  équations  [k) 
subsistent  rjuellcque  soit  la  fonction  dej  distances  qui 
exprime  la  loi  d’attraction.  En  eflét,  la  valeur  de  A, 
après  rinlégration  relative  à j:,  prendra  toujours  cette 
forme, 

\ =fjl{  ilydz  — f fW dj' dz, 

R étant  une  fonclign  donnée  de  la  quantité  p,  et  R' 
une  foneliom  semblable  de  p'.  Or,  l’analyse  du  numéro 
pr  écédent  ne  s’ap|)uie  que  sur  la  forme  des  quantités  p 
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Cl  p\  cl  elle  est  indépendante  de  celle  des  fonctions 
R et  R'.  U en  st'rait  de  même  des  quantités  B et  C. 

Le  beau  théorème  énoncé,  n"  11,  et  qui  établit  les 
relations  qui  existent  entre  les  attractions  qu’exercent 
les  ellipsoïdes  homogènes  sur  les  points  situés  à l’in- 
térieur  ou  à l’extérieur  de  leurs  surfaces,  a donc  lieu 
pour  toutes  les  lois  d’attraction  possibles.  Si  l’on  sup- 
pose que  les  deux  ellipsoïdes  se  réduisent  à des  sphères 
concentriques,  il  èn  résulte  que  \' attraction  de  la 
grande  sphère  sur  un  point  placé  à la  sutjace  de  la 
petite,  est  à V attraction  de  la  petite  sphère,  sur  un 
point  placé  à la  surface  de  la  grande,  comme  les 
carrés  des  rayons  de  ces  deux-  sphères,  ou  comme  la 
surface  de  la  sphère  extérieure  est  à la  surface  de  la 
sphère  intérieure.  Soient  donc  r et  /'  les  rayons  de 
ces  deux  sphères,  A et  A'  les  attractions  qu’elles  exer- 
cent respectivement  sur  les  points  de  leurs  surfaces, 
on  aura 


eqjiation  qui  donnera  l’attraction  tle  la  sphère  sur  un 
point  extérieur,  lorsque  l’attiticlion  sur  un  point  inté- 
rieur sera  connue,  et  réciproquement,  quelle  que  soit 
la  loi  d’attraction. 

Dans  le  cas  de  l’attrjction  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances.  A'  exprimant  l’action  de  la  sphère 
dont  le  rayon  r',  sur  un  point  extérieur,  on  a,n‘’î>. 


otJ  aura  donc  A — \ nr'  pour  l’action  de  la  grande 
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spluMf  siii-  les  points  intérieurs.  Cette  expression  étant 
iiRlépendanle  du  rayon  r de  cette  sphère,  on  en  peut 
conclure  «pie  les  points  jdacés  dans  l’intérieur  d’une 
couche  sphérique  sont  également  attirés  de  toutes 
parts.  Héciproqneiueul,  pour  (pie  cette  propriété  sub- 
siste, il  faut  que  A soit  une  lonction  indépeudante 
de  r;  on  a alors 


II  étant  une  constante  par  rapport  à r,  c'est-à-dire 
(pie,  dans  ce  cas,  l’attraction  de  la  sjihère  sur  les 
points  extérieurs  est  récipro(pie  au  carré  de  leurs  dis- 
tances à son  centre,  eu  qui  exige  nécessairement  que 
la  même  loi  s’observe  par  rapport  à chacun  de  ses 
éléments.  La  loi  de  la  nature  est  donc  la  seule  dans 
laquelle  une  couche  sphérique  n’aura  aucune  action 
sur  les  points  intérieurs , et  la  seule  aussi  dans  la- 
quelle cette  couche,  attire  les  points  extérieurs , comme 
si  toute  sa  masse  était  réunie  à son  centre. 

15.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  làiie 
.servir  le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer, 
n"  11,  a la  détermination  des  attractions  des  sphé- 
roïdes olliptiipies  sur  les  [loints  extérieurs  à leurs  sur- 
làces.  Soient  a,  h,  c les  coordonné(‘s  du  point  attiré, 
(pie  nous  supposons  situé  en  dehors  de  l’ellipsoïde  jM: 
imaginons  un  nouvel  ellijisoïde  M'  di-crit  des  mêmes 
loyers  (jucM,  et  dont  la  surface  passe  par  ce  jioint  : 
ces  conditions  snlïlront  pour  déterminer  le  second 
sphéroïde,  et  il  n’y  en  aura  (pi’nn  seul  (pii  pourra  v 
satisfaire.  En  effet,  soient  A',  /.',  A-",  les  trois  demi- 
axes  de  AI' respectivement  parallèles  aux  axes  des  .3', 
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des  J et  des  r;  cet  cllipsoïile  ayant  les  mêmes  foyers 
que  le  piemier,  si  l’on  nomme  e et  & les  excenti  icüés 
de  ses  sections  principales,  on  aura 

= + k"-=  k- -h  c'^,  (/) 

<-t  l’équation  de  la  surface  de  M'  sera 
■c’  r’  _ 

P p'IfT?  />-t-  c'^  ~ ' 

Puisque  le  point  attii'é  est  situé  sur  cette  snrlace,  les 
trois  coorilonnées  a,b,c  doivent  satisfaire  à l’équa- 
tion précédente;  on  a par  conséquent 

l)’’  c’  , , 

7TT— , -i-  TT— r,  = I ■ (n) 


(k'tte  équation  est  du  sixième  degré  par  rapport  à A'; 
mais  elle  s’abaisse  an  troisième  en  faisant  A*  = Elle 
a évidemment  une  racine  réelle  comprise’entre  zéro 
et  l’infini;  car,  en  supposant  A=o  et  A =-5,  on  trouve 
deux  résultats  de  signes  contraires;  elle  donnera  donc 
toujours  une  valeur  réelle  pour  A,  et  l’on  en  con- 
clura, au  moven  des  équations  (/),  des  valeurs  sem- 
blables pour  A'  et  A".  On  voit  d’ailleurs  ([ne  le  premier 
membre  de  l’équation  (n)  décroît  continuellement  à 
mesure  que  A augmente  de[)iiis  A = o jnsqn’à.A  = : 

d’où  il  suit  ([lie  cetti*  équation  n'a  ([n’une  seule  racine 
réelle.  . 

■ C’.ela  posé,  considérons  sur  l’ellipsoïde  M le  point 
dont  les  coordonnées  n\  h',  c'  sont  détermimïes  par 
les  équations 


■F’ 
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ce  point  étani  situé  dans  l’intérieur  de  l’ellipsoïde  M', 
si  l’on  suppose 

X'’—  _ A">—  /'  _ _ 

,<>  />  7"  ~ ’ 


L=  f 

J \'l  + )?x‘  \j  1 


-h  V’j;> 


on  aura,  pour  déterminer  les  attractions  qu’exerce 
sur  lui  ce  sphéroïde, 

, 3a'M'  Si'M'rfJL  3c'M' rf.VL 

^=-¥~dT'  ^=—Â^-;iw- 


Si  l’on  substitue  pour  a\  b\  c'  leurs  valeurs,  et  qu’on 
observe  que  M et  M'  étant  les  masses  des  deux  ellip- 
soïdes, on  a 

W = ^kk'k\ 

CPS  formules  donneront,  en  vertu  des  équations  (A), 
n”  1 1 , 

3rtM,  „ 3éM  rf.'/L  „ 3cM  rf.X'L  , , 

” = — -iT’  = 


Ce  sont  les  expressions  des  attractions  qu’exerce 
l’ellipsoïde  M sur  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
a,  h,  c,  la  quantité  k qu’elles  renferment  étant  don- 
née par  l’équation  (n)  qu’on  peut  mettre  sous  cette 
forme, 

— h'  — <•’ — f'’)  — /e)  — r’c'’] — rt’c’c'’=o. 

Les  formules  précédentes  serviront  à déterminer 
les  attractions  de  l’ellipsoïde  sur  les  points  extérieurs  : 
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on  voit  qu’il  suffit  d’y  changer  k en  h pour  les  étendre 
aux  points  de  la  surface,  et  même  aux  points  inté- 
rieui-s. 

Si  l’ellipsoïde  était  de  révolution  autour  de  l’axe  2 h, 
on  aurait  e = e'  ; l’équation  qui  détermine  k devien- 
drait, en  la  divisant  par  le  facteur  k -+-  e, 


k*  — A*  (a*  -f-  A*  + c*  — e*  ) — n*  e*  = o, 
et  les  formules  (A)  du  n°  10  donneraient 
A = ^ (X  - arc  tangX), 

Knfin,  dans  le  cas  de  l’ellipsoïde  de  révolution  allongé 
vers  les  pôles,  on  aura  e'  = o;  par  conséquent 


• k*  — k^{n^  + 6*-4-c*  — e*)  — (n*-t-  c“)e*  = o; 


et  les  formules  (B)  du  même  numéro  donneront 


^ + V I + X=)  - 

[X  - log  [x  + v'TiTr ) J . 


•1  i.  Il  résulte  des  formules  (p),  que  si  l’on  nomme 
M'  la  masse  d’un  nouvel  ellipsoïde  ayant  les  mêmes 
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excentricités  el  la  même  position  des  axes  (jne  l’ellip- 
soïdO  dont  la  masse  est  M,  il  sulïira,  pour  déterminer 
les  attractions  A',  IJ',  C'  fpi’exerce  ce  coips  sur  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  a,  c,  de  changer 
M en  M'  dans  les  é([uatious  (y^);  d’où  l’on  peut  con- 
clure cpi’on  aura 

A _ ^ Ü — 

A'~îvP’  li' ~ ÂT’  C “ ST’ 

c’est-à-dire  ([u’en  général  les  attractions  de  deux  ellip- 
soïdes (.lécrits  des  mêmes  loyers,  sur  un  même  point 
extérieur,  sont  entre  elles  comme  leurs  masses. 

Les  ti'ois  êciuations  (A),  n”  II,  donnent 

A _ h^/£  f£  B _ hh"  R'  t ^ Ç 

ÏT  ~ TT"  'T'  l ~ JT''  b'  r ~ /X'  ■ r ■ 


Si  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  on 
substitue  pour  a,  b,  c leurs  valeurs,  n”  II,  el  qu’on 
observe  «pie  le  j)oiut  dont  les  coordonnées  sont  n' , 
//,  c'  étant  intérieur  au  s[)béroïde  M',  on  a 


ou  trouvera 


A B ■ C , hh' h" 

- — [\n  -rTiTîi  ’ 

abc  hh'  h 


relation  analogue  à la  précédente  et  qui  doit  exister 
entre  les  attractions  rpi’exerce  un  ellipsoïde  homo- 
gène sur  les  points  extérieurs  à sa  surface. 

Si  le  cor|)s  attirant  n’êlait  pas  homogène,  mais 
.seulement  composé  de  couches  ellipti<jues  de  posi- 
tion, d’excentricité  et  de  ilensilés  variables,  suivant 
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une  loi  quelconque  du  centre  à la  surface,  on  déter- 
minerait, par  les  formules  précédentes,  les  attractions 
qu’exercent  sur  un  point  donné  les  deux  ellipsoïdes 
terminés  par  les  surfaces  intérieures  et  extérieures 
de  chacune  de  ces  couches;  la  différence  de  ces  deux 
attractions  sera  égale  à l'attriiction  de  la  couche  sur 
le  même  point,  et  l’on  aura  celle  qu’exerce  le  corps 
entier  en  |)renant  la  somme  «le  ces  attractions  par- 
tielles. 


I.”i,  On  jieut  donc  rt'garder,  comme  complète,  la 
théorie  des  attractions  des  s|)héroïdes  elliptiques.  lat 
seule  chose  qu’elle  laisse  encore  à désirer,  c’est  la  va- 
leur finie  «le  la  hmction  que  nous  avons  désignée 
par  L;  mais  l’intégration  dont  cette  valeur  «k-peiifl, 
«‘Si  non-s<‘ulcment  impossible,  comme  nous  l’avons 
dit,  dans  le  cas  général,  par  toutes  les  méthodes  con- 
nues; elle  l’est  encore  eu  elle-’mèine,  c’«‘st-à-dire  que 
la  valeur  «le  1,  11e  saïuait  être  exprimée  eu  termes 
finis  par  aucune  fbuctiou  composée  de  ejuantités  algé- 
briques, logarithmiques,  ou  circulaires. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  nous  occujierons 
(le  la  théorie  des  attractions  des  sphéroid«‘S  peu  «liffé- 
rentti  de  la  sphère.  Ce  problème  a d’abord  été  traité 
par  «l’Alembert,  et,  apres  lui,  par  jilusieurs  illustres 
g«‘omélres,  parmi  lesquels  il  faut  citer  Legendre  en 
première  ligne.  Ses  beaux  travaux  sur  les  attractions 
des  sphéroïdes  quelconques,  paraissent  avoir  ouvert 
à Laplace  la  route  nouvelle  «pii  Je  conduisit  à la  so- 
lution complète  «le  cette  «lifficile  c|uestiou.  L«‘s  ré- 
sultats auxfpiels  ce  grand  géomètre  est  parvenu,  par 
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leur  fécondité  et  par  leur  utilité  non-seulement  dans 
la  théorie  du  Système  du  monde,  mais  encore  dans 
une  foule  de  questions  physico-mathématiques,  telles 
que  la  théorie  des  fluides,  celle  de  la  chaleur,  de  l’é- 
lectricité et  du- magnétisme , doivent  faire  regarder, 
sans  doute,  ses  travaux  sur  ce  point  important  de  la 
mécanique  céleste,  comme  Tune  des  plus  belles  pro- 
ductions de  son  génie,  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que 
c’est  à l'esprit  laborieux  et  inventif  de  Legendre,  qu’il 
dut  la  première  idée  de  l’analyse  aussi  neuve  que  fé- 
conde qu’il  employa  dans  ces  recherches. 
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CHAPITRE  111. 

ATTRACTIONS  DES  SPHÉROÏDES  QUELCONQUES. 


16.  Nous  considérerons,  dans  ce  chlipitre,  les  at- 
tractions des  sphéroïdes  quelconques,  et  en  parti- 
culier celles  des  sphéroïdes  qui  s’écartent  peu  de  la 
figure  de  la  sphère.  Mais,  au  lieu  de  déterminer  im- 
médiatement les  attractions  q‘ue  ces  corps  exercent 
suivant  une  direction  donnée,  nous  commencerons 
par  chercher  la  valeur  de  la  fonction  qui  exprime  la 
somme  des  éléments  du  sphénoïde,  divisés  respecti- 
vement par  leur  distance  au  point  attiré,  et  que  nous 
avons  désignée  par  V,  parce. que  cette  fonction  a la 
jiropriété  de  donner,  par  sa  différentiation,  les  attrac- 
tions qu’exerce  le  sphéroïde  parallèlement  à^nle  droite 
donnée,  et  que  d’ailleurs  c’est  sous  cette  forme  que 
se  présentent,  dans  les  équations  de  son  équilibre, 
les  attractions  mutuelles  des  molécules  d’une  masse 
fluide  homogène,  douée  d’un  mouvement  de  rotation, 
comme  nous  le  verrons  dans  le  chapitre  suivant. 

Reprenons  donc  la  valeur  de  V,  n°  -i,  et,  pour  abré- 
ger, faisons  cos0  = fc,  cosô'=  p.',  on  aura 


r r r 

J J J \!  — 7.  rr'  ^ i — — u’’cos(w — 


r étant  le  rayon  mené  de  l’origine  au  point  attiré,  0 
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l'iinglc  compris  ciilro  ce  rayon  et  l’iiii  quelconque  des 
axes  coordonnés,  w l’angle  que  sa  projection  sur  le  plan 
des  deux  autres  axes  forme  avec  l’une  de  ces  droites, 
et  /•',  5',  m'  désignant  ce  <jue  deviennent  ces  trois  va- 
riables relativement  à l’élément  dm  du  sphéroïde. 

Pour  étendre  l’intégration  de  la  valeur  de  V à la 
masse  entière  du  coi'ps-altirant,  il  laiulra  intégrer  rela- 
tivement à r',  depuis  /■' = o jusqu’à  ;■' = 11,  R étant 
une  fonction*donnée  de  5'  et  de  &j'  qui  exprime  le 
rayon  vecteur  d’un  point  quelconque  de  la  surface  du 
spliéroïde.  Quant  aux  intégrales  relatives  à w'  et  ii', 
elles  devront  éln?  prises,  d’après  ce  que  nous  avons 
dit  n"  i-,  depuis  02'=  o jusqu’à  «'  égal  à la  circonfé- 
rence, et  depuis  p.'=  i jusqu’à  {J.'  — — i. 

En  substituant  de  même  p.  à la  place  decosô,  tlaus 
l’équation  (5),  même  ifnméro,  elle  preml  cette  forme 
plus  simple. 


./.(i-f.’) 


d\ 


du. 


<l‘  r\  _ 

t — fi’  i/u’  i/r’ 


(A) 


équation  de  condition  à laquelle  devra  toujours  satis- 
faire la  valeur  de  V,  lorsque  le  point  attiré  ne  fera  pas 
partie  de  la  masse  du  sphéroïde. 

Si  cette  équation  était  intégrable  par  les  méthodes 
counues^on  en  conclurait  immédiatement,  sous  forme 
finie,  la  valeur  de  la  fonction  V;  mais  quoique  cette  in- 
tégration soit  impossible  généralement,  l’équation  (.\) 
peut  être  extrêmement  utile  pour  faciliter  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  \ en  une  suite  récurrente  <pii 
|)ermettc  d’approcher  d’aussi  près  que  l’on  voudia 
de  sa  vérilaltle  valeur.  F.u  effet,  comme  il  est  impos- 
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„sil)le  «l’intrgrer  l'expression  de  d’mie  maniéré  gé- 
nérale, on  est  obligé,  pour  y parvenir,  de  recourir, 
aux  inétliodes  ordinaires  d’a])proximatiou.  On  ré- 
duit l’expression  de  V en  série  dont  chaque  terme 
est  intégrable,  et  l’on  obtient  ensuite  sa  valeur  avec 
le  degré  d’exactitude  qu’on  juge  convenable.  Pour 
développer  l’expression  de  V en  série  convergente, 
il  faut  distinguer  deux  cas,  celui  où  le  point  attiré 
est  extérieur  au  sphéroïde,  et  celui  oïi  il  est  situé 
dans  l’intérieur  de  ce  corps.  Dans  b'  premier  cas,  tui 
a /•  > r',  et  si  l’on  fait 

F = j /■' — irr'  [uu.'  4-  cos  — 0/  ) ] 4-  j ’ . 

On  réduira  P en  .série  convergente,  l'ii  ordonnant 
son  développement  par  rajjport  aux  |)uissances  des- 
cendantes de  r;  on  aura  ainsi 


F = P„i  + P/-  H P.,^---  4-  P~4-...,  (m) 

ef  il  est  clair,  d’après  la  valeur  de  P,  fpie  l’„,  P,,...,  P, 
.sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  a et  de 


y/ 1 — 11}  côs(o)  — &)').  F satisfait,  par  sa  nature,  à l’é- 
qu.'ijion 


'lï. 


llbl' 

1-fl’ 


il\rV  , . 


Si  l’on  remplace  F par  sa  valeur  eu  série,  et  qu’on 
égale  à zéro  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de 
r,'on  aura,  quel  ([iie  soit  /, 


f/u. 
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Si  l’on  substitue  à la  place  du  radical  que  nous  avons- 
représenté  par  F,  sa  valeur  dans  l’expression  de  V, 
elle  prendra  cette  forme, 


et  l’on  aura  généralement,  quel  que  soit  i, 

=fffp  d[J.’  d w', 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  r'  égal  à zéro 
jusqu’à  sa  valeur  à la  surbice  du  sphéroïde;  l’intégrale 
relative  à p.',  depuis  /x'  = i jusqu’à  p,'  = — i , et  l’inp'- 
grale  relative  à u',  depuis  «'=  o jusqu’à  u'=  ir.. 

Si  le  sphéroïde  est  homogène,  l’intégration  rela- 
tive à /•'  pourra  toujours  s’effectuer,  et  en  nommant  R 
la  valeur  de  r'  à la  surface,  on  aura 


Supposons  maintenant  le  point  attiré  dans  l’inté,- 
rienr  du  sphéroïde,  on  aura  r < r'  pour  tontes  h-s 
couches  du  sphéroïde  qui  enveloppent  le  point  attiré; 
et  pour  avoir  une  série  convergente,  on  réduira  F en 
une  suite  ascendante  par  rapport  à r;  on  aura  ainsi; 


— r*o  7 + I*.  p;  -F  Pa  ^ P.'  -F  • 


(«) 


Les  quantités  P„,  P,,  etc.,  étant  les  memes  que  ci- 
dessus,  l’expression  de  V,  en  y substituant  cette  va- 
leur, deviendra . 

V = e,  r-i-  . . ., 

et  l’on  aura,  pour  déterminer  généralement  e„  l’éqiia- 
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P P,v/r'  c/üL'rfw* 


l.es  intégrales  relatives  à r'  devant  être  prises  de- 
puis r = /•,  jusqu’à  la  valeur  de  r'  à la  surface  du  sphé- 
roïde, et  les  intégrales  relatives  à /jl'  et  à w'  dans  les 
mêmes  limites  que  précédemment. 

Si  l’on  suppose,  par  exemple,  le  sphéroïde  homo- 
gène, et  (pi’on  désigne  par  R et  R' les  valeurs  de  /■' 
correspondantes  à la  surface  du  sjdiéroïde  et  à la  cou- 
che qui  passe  par  le  point  attiré,  on  aura,  en  intégrant 
par  rapport  à /•', 


Connaissant  ainsi  la  partie  de  V relative  aux  cou- 
ches du  sphéroïde  qui  enveloppent  le  point  attiré,  on 
déterminera,  comme  précédemment,  la  partie  rela- 
tive aux  autres  couches,  par  rapport  auxquelles  le 
point  attiré  est  extérieur,  et  en  les  réunissjuit,  on  aura 
l’attraction  qu’exerce  sur  lui  le  sphéroïde. 

17.  Toute  la  difficulté  du  développement  de  V en 
série  se  réduit  donc  à former  la  valeur  générale  de  P,. 
C.ette  quantité  est,  comme  nous  l’avons  vu,  une  fonc- 
tion finie  du  degré  i de^j.  et  de  y'i  — /a*  cos(m  — u'). 
On  peut  supposer  par  conséquent  P,  développé  en 
série  de  cosinus  de  l’angle  &)  — w'  de  ses  multiples. 
Soit  R„  cos/i(w  — oj')  le  terme  de  cette  suite  qui  dé- 
peml  de  cos/«(ca  — ca'),  R„  étant  une  fonction  de  fj. 
indépendante  de  w,  qu’il  s’agit  de  déterminer.  Obser- 
vons d’abord  f|ue  le  terme  qui  dépend  de  cos/i(w  — g)') 
II.  2f> 


Digitized  by  Google 


38G 


TlIKOnii:  ANALYTIQUK 

dans  P,,  ne  peut  résulter  que  des  puissauecs  n,  n 2, 
72+4,  etc.,  de  cos(o)  — w')  ; or  cos(u  — w')  ayant  pour 
facieur\  I — [1?,  il  est  clair  cpie  cos"(w  — u')  aura  pour 

n 

facteur  (i  — D’ailleurs  F étant  symétrique  par  raj> 
port  à a et  à ij.',  ces  deux  quantités  doivent  entrer  de  la 
même  manière  dans  chacun  des  termes  de  son  déve- 
loppement, d’où  l’on  peut  conclure  que  K„  est  de 

n n 

Pétte  forme  (1  — p,*)’  (i  — H„;  on  aura  donc  ainsi 

(,_p'»p  H,  cos(6.-(,>')+(i-fi’P(i-(x'>)^H,cos2  (6,-u')+.. , 

En  sorte  que  le  t«rme  général  du  développement  de 

n n 

l*i  seia  (1  — (1  — cos/2 (m  — «'),  II„  dé- 

signant une  fonction  de  a dont  il  faut  connaître  la 
forme.  P,-  devant  satisfaire  à l’équation  aux  différences 
partielles  (C),  si  on  lui  substitue  sa  valeur  précé- 
dente, la  com|)araison  des  cosinus  qui  dépendent  des 
mêmes  multiples  de  w — w'  donnera  l’équation  aux 
différences  ordinaires, 

” H I» 

" f*  ” f* 


ou  bien,  en  multipliant  tous  les  termes  par  (1  — 


(/'  — «)  (/  + « + 1)  (l  — fi’)"  11„  = O. 


{/) 


D’ailleurs  il  est  facile  de  voir,  d’après  la  considération 
du  radical  cpie  nous  avons  représenté  |)ar  F,  que  U„ 
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Sr 


ost  de  cette  Ipnne, 


Il„=  A,ft— Ajp'-"-'.  . .4-  A,,u‘-'-  = ’-H 

En  effet,  si  l’on  suppose 

P = + y'  1 — a*  y/ 1 — /jl'^  cos(«  — w'\ 

et  qu’on  développe  F après  y avoir  substitué  cette 
valeur,  ou  trouvera  que  le  coefficient  de  7^»  dans  ce 
développement,  est  de  cette  forme, 

a„p‘  -h  n,  4-  -t-  • • . . 

Qu’on  remplace  maintenant  p par  sa  valeur,  et 
qu’on  substitue  aux  puissances  de  cos(u  — «')  leurs 
valeurs  en  cosinus  multiples  de  u — w',  ou  s’assurera 


sans  peine  que  le  coelficienl  de  (i  — cosu(u  — u') 

a la  forme  que  nous  lui  avons  sup|)Oséc. 

Si  l’on  substitue  la  valeur  de  dans  l’équation  {J), 
et  qu’ou  égale  à zéro  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  fz,  on  trouvera  généralement 


(;  — n — 2 J 4-  2)  (/  ■ 


2 .t  ( 2 J — 2 i 4-  1 ) 


2 J -t-  i)  . 

— A,_,. 


En  faisant  successivement  ^ = 1,  etc.,  on  aura 

par  cette  formule  les  valeurs  de  A,,  Aj,  etc.,  au  moyen 
de  la  valeur  de  Ag-  On  trouve  ainsi  : 


[i-n)  {i-ri- 1 ) ('■-")  - > ) ('-Il  -a;  (/-/>-3)  _ 

2(21 — l)  ^ 2.4.  (2  / — >)(2/  — 3)  ^ 


IJ„=A, 

(1 — n'j  (/ — « — I ) (1 — « — 2)  (/ — /I  — 3)(/ — « — 4)  (' — I' — 5) 


2. 4-6. (21  — l)(2»  — 3)(2  1 — 5) 


Ao  est  une  fonction  de  p'  indépendante  de  a;  or  p,  et 
fx'  doivent  entrer  de  la  même  manière  dans  l’expres- 

25. 
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sion  de  P,,  comme  nous  l’avons  vu  plus  haut;  on 
aura  donc 


''  I ‘ 2.(2»  — l)‘  2.4-(®'  “ 0(2  ' — 3)  ^ 

I )(,  — „ — 2)(,— 3)  (l— «— 4)  (i  — n—5) 
2.4tj.(2/' 0(2'  — 3){2<  — 5)  ^ 


et  par  conséquent 

r (' — ")('  — " — ')  I i 


XK 


2.(2/  I ) ^ 


....], I 


fin  étant  une  quantité  indépendante  de  ^u.  et  de  ix\  et 
(pii  par  cons(‘(pient  ne  peut  être  qu’un  coefficient 
numérique.  Il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  ce  coeffi- 
cient. 

Pour  y parvenir,  observons  que  si  / — n est  un 
nombre  |»air,  la  valeur  de  TI„  contiendra  un  terme 
indépendant  de  >j.  et  de  ix',  et  en  ne  considérant  que 
ce  terme,  on  aura 

If  _ ^„.[i.2.3...((  — n)]» 

" [2.4.  . •('■  — «)•  • -(2'  — 0-(2'  — 3).  . .(/  H-  //  -fl  J’ 

1 .3.5.  . .(/  — n — 0-  ' -3.5] 

- [T73:5:;.(2/-.)p 


.Si  i — n est  un  nombre  impair,  la  valeur  de  H„  con- 
tiendra un  terme  dépendant  des  premières  puissances 
de  O.  et  (J.',  et  en  n’ayant  égard  qu’à  ce  terme,  on  aura 


8„  up'[i  .2,3. . .(<  — ”)]’ 

" [2.4  • . ■('  — " 0'(2' l).(2  / — 3j. . .{/  -t-  « H-  2)]’ 

_ 8„ (iui'. [ I .3.5.  . . ( » — n).  1 . 3 . 5 . . . ( I -H  « } ]’ 

~ ' “'[i  ,3.5.  .~(2/ — i)"p 
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Coinparoiis  ces  valoms  à celles  (|ui  résultent  direc- 
tement du  développement  du  radical  F.  Fii  négli- 
geant les  carrés  et  l(‘s  puissances  supérieures  dt*  a et 
de  iL%  on  a 

-1  . - 
F = — 2/t'cos(« — ^ -h  rr' nji' [r’ — _2/r'cos(M — «')-{-/■'•]  ’ 

Le  premier  terme  de  cette  valeur  renferme  toute 
la  partie  de  F indépendante  de  fx  et  de  (i',  et  le  second 
toute  la  partie  <pii  ne  dépend  cpie  de  la  première 
puissance  de  ces  variables.  Développons  les  deux  ra- 
dicaux par  la  méthode  que  nous  avons  déjà  employée 
n"  îiO,  livre  II.  Si  l’on  nomme  c le  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  l’imité,  et  qu’on  sub- 
stitue pour  cos(«  — w')  sa  valeur  en  ex[)onentielles 

I 

imaginaires,  le  radical  [r® — a rr'  cos(w  — w')  -t-  r'^  ] 
pourra  être  mis  sous  cette  forme, 

I ^ 

Si  l’on  développe  les  deux  facteurs  de  cette  expres- 
sion, qu’on  multiplie  ensuite  l’une  par  l’autre  les  sé- 
ries résultantes,  on  trouvera  aisément  cpie  le  coeffi- 

/•"'  -f.  <•— \ 

cient  de  ^ ou  de 

cos/i(w  — u'),  est  égal  à 

1.3. 5..  ■('-+-  « — i)-'  '3.5.  ..(/  — n — r) 

2.4-6. . -F  • •('  — ") 

C’est  la  valeur  de  II„  dans  le  cas  où  / — ?i  est  pair, 
et  où  l’on  suppose  jx  = o et  p.'  = o;  en  la  comparant 
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à la  valeur  trouvée  plus  haut,  ou  a 


^ ti.3.5  ,.{7.i  — i)”!’  i{i  — i).  . .(f  — « -t-  l) 

J (M-i)  (i-t-2)...(i+w) 


Il  ue  faut  prendre  que  la  moitié  de  ce  coefficient,  dans 
le  cas  oii  « = o ; on  a alors 


■ .3.5...(2<— i)T 
1.2.3.../  J 


Ou  trouvera  de  la  même  manière  que  le  coefficient  de 
fjLo/cosH(u  — w')  dans  F,  est 

1 .3.5. . .(/  + «).  1.3.5. . .(/■  — «) 

^'2.4-ti.--{<-4-«  — i).2.4.6...[/  — n — i) 


C’est  la  valeur  de  H„,  quand  i — 72  est  impair,  et  qu’on 
néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  p. 
et  p'.  Si  on  la  compare  à celle  que  nous  avons  trouvée 
])lus  haut,  dans  le  même  cas,  ou  a 


fi  — O r ' 3.5. . .(2/— i)-i»  /•(/•— 

1.2.3.../  J (/ -t- 1)  {/■ -(- 2}. . .(/■  -h //} 

Ainsi  l’expre.ssion  de  /5„  est  la  même  dans  le  cas  de 
i — n pair  et  dans  le  cas  de  i — n impair.  Si  22  = o, 
on  aura,  comme  précédemment, 


i'5o 


,1.2.3.../'  J 


Eu  substituant  pour  sa  valeur  dans  l’équation  (A\ 
ou  aura  la  ^ aleur  générale  de  ll„. 


IH.  .Uant^l’aller  plus  loin,tnous  allons  démontrer 
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deux  propi  iétés  remarquables  des  fonctions  de  l’espèce 
de  celles  que  nous  avons  désignées  par  P,-,  et  qui  nous 
seront  utiles  dans  les  recherches  suivantes.  Soient 
Y,-  et  Z„  deux  fonctions  rationnelles  et  entières  de  p., 
V • — sin  w et  cosu,  qui  satisfont  à l’équa- 

tion (C),  on  aura  gétiéralemeut,  i étant  supposé  diffé- 
rent de 

//Y,Z„r/ar/u  = o, 


les  intégrales  étant  prises  depuis  = — i jusqu’à 
P = I , et  de|)uis  w = o jusqu’à  « = 2 

En  effet,  par  la  définition  même  des  fonctions  Y, 
et  Z„,  ou  aura 


— fi’) 


rfY,  Y, 


+ , Y.  = 0, 

au  I — fl’ 

r/Z„  d’Z„ 

-Zë 


(") 


-e : fl  [n  l)  Z„  — o. 

I — u' 


La  première  de  ces  équations,  en  la  multipliant  par 
Z„  f/p.r/w,  donnera 


La  seconde  des  équations  (o)  fournirait  une  équation 
semblable.  Si  l’on  retranche  l’une  de  l’autre  ces  deux 
équations,  qu’on  observe  qu’eu  intégrant  relative- 
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menl  à /a,  om  a 


quantité  qui  se  réduit  à zéro  lorst[uc  les  intégrales 
sont  prises  depuis  ij.  = — i jusfpi’à  a = i . 

Qu’on  observe  de  luéine  (pi’en  intégrant  relative- 
ment à U, on  a 


(lu 


V , 


quantité  qui  se  réduit  encore  à zéro  lorsque  les  inté- 
grales sont  prises  depuis  w = o jusqu’à  w = an,  parce 

que  les  valeurs  de  Y,,  Z„,  sont  les  mêmes  à 

fitti  (itji 

ces  deux  limites;  on  trouvera 

' ('  + = O. 

On  a donc  généralement,  si  n est  diirérent  de  /, 


/Y,Z„r/p.r/o)  = O. 

Siqiposons  maintenant  i = n.  La  seconde  propriété 
qu'il  s’agit  de  démontrer  consiste  en  ce  <[ue  si  l’on 
désigne  comme  plus  haut  par  Y„  une  fonction  <piel- 
compie,  entière  et  rationnelle  du  degré  u,  des  trois 
quantilés  u.,  v i sin  w,  et  y ' — fz^cosM  tpii  satis- 
lasse  à l’équalion  (G),  ([ue  l’on  nomme  l',-  une  fonction 
de  même  nalure  du  degré  /,  qui  enlre  dans  les  sé- 
ries [m)  et  {n),  nV  !(»,  et  «pi’on  donne  aux  intégrales 
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les  mêmes  limites  que  précédemment,  ou  oura  géiié- 
ralemenl 

eu  désignant  par  Y',  ce  que  devient  la  fonction  Y,-  quand 

on  y change  6 et  u en  0 ' et  u'. 

En  effet,  reprenons  la  valeur  de  P,  que  nous  avons 
trouvée  n°  17.  Si  l’on  remplace  les  coefficients  Il„, 
etc.,  par  leurs  valeurs,  que  l’on  fasse,  pour 
abréger, 


1. 3.5. ..(?./ 
1.2.3..; 


i.i  — 1 

2.21  — i 


p‘-'+ 


i.i — I./  — 2.1 — 3 
2.4.2» — I.2I  — 3^ 


et  qu’on  désigne  par  A^,  A,,  15,,  etc,,  des  coefficients 
indépendants  des  variables  w et  9,  on  pourra  lui  don- 
ner cette  forme, 


»/F, 


P,  = AoF,  -l-  (A,  cosu  + B,  sinu)  sinS  ^ 


t/'F,- 


■+-  ( Aj  cos  2 U -f-  Bj  sin  1 u)  sin’  9 

f/i  l?. 

+ (Aj  cos3  U -1-  B,  siii3u)  sin’5 
etc. 


les  constantes  Aq,  A,,  B,,  etc.,  représentant  des  quan- 
tités dont  les  valeurs  ont  été  déterminées  11°  17. 

En  multipliant  par  des  coefficients  arbitraires  cha- 
cun des  termes  de  la  valeur  précédente,  on  aura  l’ex- 
pression la  plus  générale  de  la  fonction  entière  et 
rationnelle  des  trois  quantités  cos0,  sin5  cosu,  et 
sinSsinu  du  degré/,  qui  satisfait  à l’é/juation  aux 
ilifférences  partielles  (C'.};  en  changeant  l’indice  i en  //, 
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oii  pourra  donc  supposer  généralement 


fi  F 


~ A')  l’’,,  + (A',  cosw  4-  1>'(  sino))  siu5  ' 

' d ^ 

4.-  (A'j  COS2  M + B'j  siu  2 w)  siii*  5 


r/4' 

d 


4-  ( A'  COS  3 « 4-  B,  siu  3 w ) sin“  S 

' ' r/fi' 

4-  etc., 


Aqi  a',,  b,,  etc.,  représentant  ici  des  constantes  abso- 
lument arbitraires. 

Si  l’on  multiplie  l’iine  par  l’autre  les  deux  expres- 
sions précédentes,  qu’on  substitue  pour  siu 5 sa  valeur 
V'i  — /X*,  et  qu’après  avoir  multiplié  le  produit  par 
d[j.dw^  on  effectue  l’intégration  relative  à u entre  les 
limites  w = o et  u = 27:,  il  est  aisé  de  s’assurer  qu’on 
aura  entre  ces  limites 


// Pf  ^„d[xd(o  = 2 TT  / d>j.  { Ao  A û F,  F„ 


4-i(A.A',+B.B’.){,-;x’):;^^^ 
-4l(A,A',4-B,B,)(.-p.*)»g^^;^ 
4-  etc. 


(-0 


On  voit  qu’il  n’entre  dans  cette  expression  que  des 
quantités  résultant  de  la  combinaison  des  termes  des 
séries  P,  et  Y„  qui  dépendent  des  mêmes  multiples  de 
COS77W  et  sin/iu,  tous  les  autres  termes  disparaissent 
d’eux-inèmes  par  l’intégration,  en  sorte  (jue  l’expres- 
sion précédente  sc  réduirait  d’elle-méme  à zéro,  s’il 
n’y  avait  dans  les  deux  séries  aucun  terme  semblable. 

On  peut  faire  prendre  à la  formule  (j)  une  forme 
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(t  r • 

plus  simple  en  faisant  disparaître  les  différences 
-r-^*  -rV’  etc.,  que  renferme  le  second  membre.  Pour 

rffi  rffi’  ’ * 

cela,  reprenons  réqiialion  (C),  n”  l(î,  en  substituant 
F,  à la  place  de  P,-,  on  aura 


/(/  + i)F,=  O.  (0 


Il  est  facile  de  conclure  de  cette  éqjiation,  par  la  diffé- 
rentiation, la  suivante  : 


/■/'"F- 


^ {i  — ,„  + ,)(,•  + m)  ( I - f.»)-'  = n. 

Si  l’on  multiplie  chacun  des  termes  de  cette  for- 
rf"  F 

mule  par qn’on  intègre  j)ar  parties  le  premier 

terme  de  l’équation  résultante,  et  qu’on  observe  que 
la  partie  hors  du  signe  / se  réduit  d’elle-méme  à zéro, 
lorsqu’on  y suppose  successivement  /jt,  = i et  fi=  — i , 
on  aura  l'équation  suivante  : 

/(•  - = + 

U.  fim~\  P 

Kn  faisant  tour  à tour  dans  cette  équation  /«  = i , 
m = a,  m ~ 3,  etc.,  par  des  substitutions  successives, 
on  trouvera  généralement  : 

— w-f- 1 . .(/-f  w\/'F,F„'/^.  (a) 
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Au  moyen  de  cette  équation,  la  formule  (i)  devient 
ffViY„dixdw  = an  I AoA'n^  |/(/  + i)  (A,  A',  ■+■  B,  B',  ) \ 

+ ■j( j — i)  /(«  + i)  (t  + 2)  (Aj  Aj  + BjBj) I (i>) 

+ etc.  j/F,  F„rf,u..  ) 

L’intégrale  proposée  est  donc  ramenée  à une  inté- 
grale sini|)le  relative  aux  quantités  F,  et  F„  qui  sont, 
comme  on  sait,  deux  fonctions  entières  et  rationnelles 
de  p.  ou  de  cos  5 dont  nous  avons  donné  plus  haut 
l’expression  générale. 

Cela  posé,  si  l’on  suppose  d'abord  i différent  de  n, 
d’après  le  théorème  général  démontré  précédemment, 
on  aura 

= o;  (p) 

on  aura  donc  aussi,  dans  ce  cas, 

/F,F„f/p,  = O. 


Il  est  facile  d’ailleurs  de  démontrer  directement 
cette  proposition  en  appliquant  à l’équation  (<),  et  à 
l’équation  semblable  qu’on  obtient  en  y changeant 
l’indice  i en  n,  l’analyse  dont  on  s’est  servi  pour  dé- 
montrer l’équation  (p). 

Supposons  maintenant  i égal  à n,  et  voyons  ce  que 
devient,  dans  ce  cas,  la  fonction /F,  F„<fp.  Si  l’on  fait 
i = n dans  l’équation  (a),  on  aura 


(i.2.3...2/)/F,F,rff..  {«) 


Or,  d’après  la  valeur  générale  de  F,-,  on  a 

/1.3.5...2» — 1\  / . i.i — 1 i.i—l.i — 7..i — 3 \ 

( — 5 ) (li' : — . • • J’ 

\ 1.2.3...»  / \ 2.2/— i'  2.4.2/— 1.2/  — 3 / 
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d’où,  011  didéreiitiant,  011  tire 

</'F,  „ . . 

-^=1.3.:,. ..O,-,. 

L’é(juatioii  (<i),  en  y substituant  cette  valeur,  donne 


=( 


1,2.3...?.; 


On  a d’ailleurs,  entre  les  limites  p.  = i'*el  |u,  = — 1 , 

/*(i  — • 

./V  r-/  r \i,3.5...2;  — i/?(-+-i 

On  aura  donc  simplement,  quel  que  soit  i, 


En  faisant  donc  i — n dans  la  formule  (e),  ce  qui  ne 
suppose  pas  que  les  fonctions  et  Y,  sont  égales, 
pui.sque  les  coefficients  A'p,  A',,  R’,  , etc.,  sont  arbi- 
traires, on  aura 

{-^0  + i)(A,  A',  -t-R,R',) 

-f- 1 {i  - i)i{i  -h  i)  (/  + + r,r;) 

-t-  etc.  !. 


.Substituons  maintenant  dans  cette  formule  à la 
pl.ace  de  A,,,  A, , B, , etc.,  les  valeurs  que  ces  lettres  re- 
présentent; d'après  l’expression  générale  de  P,  11"  17, 
en  désignant  par  E'  ce  que  devient  F,  quand  on  y 
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cliange  p.  en  p',  il  est  aisé  de  s’assurer  qu’on  aura 


, . 2 , . A, 

Ao-I'.,  SU.G 

O . , . 'IV, 

15/ =— -SIUW  S1U&  -r-T-î 

‘ '(<  + l) 


2 

I — 1 .1  -f-  I.(  + 2 

2 

i — I + I . I + 2 


cos2&/siu^5' 
siu2  w'  siu*6' 


r/’F; 
rfp'’  ’ 


A„=t 
H 


9. 


cos«u'siu"Ô'  ^ v ' 1 
cos  U u' si  n"  5' 


" i — «4- I . . .1.  . .« -4-n  — i.i-H/j 

etc., 

et,  par  suite, 

1 T i (l  F* 

/■p,  Y'.rffif/w  = — ; - ’ I A’,  F'  4- (A',  C(iSu'4-B',  sinw')siiiO'  — l 
2 / 4"  I ( (l  y. 

‘ , . . '/'f; 

4-  (A'i  cos  2 u' 4-  B',  sin2oi')  sin’6'---,^- 


4-  etc. 


Or,  la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  n’est 
autre  chose  que  le  déveloj)penieut  de  l.r  fonction  que 
nous  avons  désignée  par  A',-  dans  laquelle  on  change- 
rait simplement  5 et  w en  6'  et  en  désignant  donc 
par  Y,  celte  nouvelle  fonction,  on  aura  générale- 
ment 

ff]\\idp(loi  = , {{>') 

les  limites  des  intégrales  étant  les  mêmes  que  précé- 
ilemmenl. 
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C’est  le  second  théorème  qu’il  s’agissait  de  démon- 
trer; cette  nouvelle  propriété  dont  jouissent  les  fonc- 
tions du  genre  de  celles  que  nous  avons  désignées  par 
Y,,  Z,„  est  comme  la  première,  d’une  grande  impor- 
tance pour  l’usage  qu’on  l'ait  de  ces  quantités  dans  la 
théorie  des  attractions  des  sphéroïdes,  mais  elle  est 
plus  restreinte  que  celle-ci,  parce  (pie  dans  la  for- 
mule (p)  on  p('ut  snpjioser  aux  fonctions  Y,-  et  Z„ 
toute  la  généialité  dont  elles  sont  susceptibles,  tandis 
qu’ici  nous  supposons  à l’une  d’elles  la  forme  parti- 
culière des  fonctions  que  nous  avons  désignées  jiar  P,. 

Si  dans  r('(piation(p')  on  suppose  Y,  = P,-,  et  qu’on 
observe  que  lorsipi’on  change  u et  6 en  u'  et  5'  dans 
la  fonction  p ~ cos5  cos5'-H  siu9  sin5'  cos((j  — «') 
ipii  entre  dans  P,,  on  a p = i,  et,  par  suite,  P,  = i, 
il  est  clair  qu’on  aura  Y,  = i,  et  l’équation  (p')  de- 
viendra • 

//P,P,(/p.(/«  = ^. 

Les  fonctions  F,,,  F,,.  . . , F,-  sont  comprises  dans  la 
fonction  P,  comme  cas  particuliers;  leurs  valeurs  doi- 
vent donc  satisfaire  à l’équation  précédente,  et  en  effet 
si  l’on  substitue  F,  à la  jilace  de  P,  et  (pi’on  observe, 
(pie  cette  fonction  étant  indépendante  de  «'  l’inté- 
gration relative  à cette  variable  s’opère  d’elle-méme 
et  donne,  entre  les  limites  u = o et  01  = 2 ~,  l eipiation 
= 2 -/F, F; (/a,  on  trouve 


/F,-  F,  dp.  = 


formule  rcmanpiable  à hupiellc  nous  sommes  di*jà 
parvenus  précédemment  par  un  calcul  direct. 
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19  . Los  formules  des  l(î,  17  cl  18  s’applicjuent 
à des  spliéroides  (piclconques;  nous  allons  considérer 
maintenant  en  particulier  les  sphéroïdes  très-peu  dif- 
férents de  la  sphère,  et  déterminer  les  fonctions 
V,,  etc.,  Oo,  e,,  etc.,  relativement  à ces  sphéroïdes. 
.Supposons  que  le  sphéroïde  diffère  très-peu  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a-,  soit  /•'  le  rayon  mené  de 
l’origine  des  /’  à la  surface  du  sphéroïde  ; on  aura 
r'=a[i  + aj')^  a étant  un  très-petit  coefficient 
constant  dont  on  peut  négliger  le  carré  et  les  puis- 
sances supérieures,  et  y'  une  fonction  de  sinus  et  co- 
sinus de  0'  et  u',  qui  détermine  la  position  du  rayon 
r'  et  qui  dépend  de  la  nature  du  sphéroïde.  On  a gé- 
néralement pour  un  point  extérieur 

• V,-  = //  P.  f/^A'  w'. 

Lu  substituant  dans  cette  formule  pour  *'  sa  valeur 
précédente  et  négligeant  les  quantités  de  l’ordre  a*, 
on  aura 

On  a d’ailleurs  généralement,  par  ce  qui  a été  démon- 
tré n«  18,  i étant  différent  de  zéro, 

j — O ; 

on  aura  donc  simplement 

v,  = a jfVij-' dit.' d<^' 

T.orsqne  i — o,  on  a,  n"17,  P„  = i,  et  l’intégrale 
relative  à oi' devant  être  prise  depuis  w'=  o jusqu’à 
2-,  celle  f|iii  se  rapporte  à u.',  depuis  o.'=  i jus- 


Digitized  by  Google 


DL’  SYSTEM  B DU  MONDE.  4oi 

([ii’à  y.' = — I,  on  IroiiM* 

Vg  = 4-  a.  f fj  'tfij.'clw’, 

d’où  l’on  voit  que,  dans  l’expression  de  V,  la  quantité 
Vg  sera  égale  à ou  au  volume  de  la  sphère  dont  le 
rayon  est  a,  plus  à une  très-petite  quantité  de  l’ordre 
a,  et  toutes  les  autres  quantités  v,,  v,,  etc.,  seront 
très-petites  du  même  ordre. 

.Sup|)osons  généralement 


U,-, 


on  aura 


t-u’aLg,  v">=n'^>aU.. 


On  aura  donc,  pour  l’expression  de  V relative  a un 
point  extérieur, 


3 ^ r \ 


U.  ■ 


Considérons  maintenant  l’attraction  du  sphéroïde 
sur  les  points  intérieurs.-  On  a généralement,  dans  ce 
cas, 

~ J J J 

Supposons  que  V représente  l’attraction  de  la  couche 
dont  le  rayon  de  la  surface  extérieure  est  R',  et  dont  la 
surface  intérieure  est  celle  de  la  sphère  du  rayon  o,  en 
sorte  que  11'  — a est  l’épaisseur  de  celte  couche.  En  in- 
tégrant dans  ces  limites  la  valeur  précédente,  on  aura 

en  observant  que  l’on  a,  par  ce  (pii  précédé, 

i f Vidatl'j)'  ~ O. 


U. 


Jii 
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Si  l’on  substitue  dans  cette  expression  a(i  + a.j') 
à la  place  de  R',  et  qu’on  rejette  les  ternies  qui  s’éva- 
nouissent par  l’intégration,  ainsi  que  ceux  qui  sont 
du  second  ordre,  par  rapport  à a,  la  valeur  de  de- 
viendra 


op  aura  donc 

V = fl*«.(Uo4-  U,,  ^-t- U,. ^ + ...)• 

Telle  est  l’expression  de  l’attraction  de  la  couche  dont 
l’épaisseur  est  naj  ' sur  le  point  attiré;  en  y joignant 
la  valeur  de  V relative  à l’action  de  la  sphère  dont 
le  rayon  est  a sur  le  même  point,  on  aura  l’attrac- 
tion entière  qu’exerce  sur  lui  le  sphéroïde.  Or  le 
point  attiré  est,  par  hypothèse,  situé  dans  l’intérieur 
de  la  sphère  et  à une  distance  r de  son  centre;  on  aura 
donc,  n"  i>. 


et  en  réunissant  les  deux  parties  de  V,  on  aura  gé- 
néralement, relativement  aux  points  intérieurs  au 
sphéroïde, 

V = 27r«’  — --j—  4-  rt’a.  ^U,-E  — -1-...^  (b) 

Les  formules  [a)  et  [b)  renferment  toute  la  théorie 
des  attractions  des  sphéroïdes  homogènes  très-peu 
différents  de  la  sphère.  En  différentiant  la  première 
j)ar  rapport  à r,  on  aura 


<IV  fl' a 

dr  3 /■' 


^U„+2U,.^-h3U.. 


n’ 

7-^ 


(Vesl  raltracfion  (|u’exerce  suivant  le  rayon  r le 
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sphéroïde  sur  un  point  extérieur.  I.e  premier  terme 
de  celte  valeur  exprime,  comme  ou  voit,  l'attraction 
de  la  sphère  dont  le  ra\on  est  a;  les  termes  suivants 
sont  de  l’ordre  a.  I>es  deux  autres  composantes  de 
l’attraction  du  sphéroïde  seraient  du  même  ordre, 
en  sorte  qu’aux  quantités  près  de  l’ordre  du  carré  de 
a,  l’action  totale  du  corps  [sur  le  point  attiré  est  re- 

, ..  dv 

presentee  par —• 

Si  le  point  attiré  était  à la  surface  même  du  sphé- 
roïde, on  aurait  r = «{i  -t-  a/),  en  désignant  par  j 
ce  que  devient  j-'  quand  on  y change  [x'  et  w'  en  [x 
et  «.  On  aura  donc  alors,  en  négligeant  les  quantités 
de  l’ordre  a’, 

L-na}  . , 

' = -j—  • (i  — ».»■;  4-  «’a.(U,-t-  U, H-  U, 

Id\\  , 

— (-^1  =-^-  (i— 2a^)+o«.(U,+  2U,-t-3U,-+-...). 

20.  Ce  cas  mérite  une  attention  particulière,  parce 
qu’il  existe,  pour  les  points  jdacés  à la  surface  des 
sphéroïdes  peu  différents  de  la  sphère,  une  relation 
importante  entre  la  fonction  V et  sa  différentielle,  qui 
peut  souvent  fociliter  la  recherche  de  leurs  attrac- 
tions. Pour  démontrer  cette  propriété,  reprenons  l’ex- 
pression générale  de  V ; 

' r’’  dr'  dfi'  f/w' 

\ r’ — 2 /t'.  [fi li'-l- \/ 1 — fi'v' I — |i'’cüs(w  — o)')]-t-r'’ 

Supposons  que  le  sphéroïde  soit  très-peu  différent 
«le  la  sphère  dont  le  rayon  est  a,  et  qui  est  décrite 
(lu  même  centre;  soit  r'=  a{i  + le  rayon  mené  à 

2Ü. 
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la  surface  du  sphéroïde,  a étant  une  très-petite  quan- 
tité dont  on  néglige  le  carré  et  les  puissances  su- 
périeures. Il  est  clair  que  l’on  pourra  regarder  la 
fonction  V comme  composée  de  deux  parties  : l’une 

relative  à la  sphère  du  rayon  a,  et  (jui  est  égale  à ; 

l’autre  relative  à l’excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère, 
et  que  nous  désignerons  par  u.  On  aura  donc  ainsi 


-t-  «; 


et  l’action  qu’exerce  le  sphéroïde  sur  le  point  attiré, 
sera 

/ rfv\ 4 

\ rfr  y 3 r’  dr 

Si  l’on  multiplie  par  ar  cette  seconde  équation,  et 
qu’on  la  retranche  de  la  première,  on  aura 


rfV 

2/’ = 

dr 


du  , 


Maintenant  soit  dm'  une  des  molécules  de  l’excès 
du  sphéroïde  sur  la  sphère,  et / sa  distance  au  point 
attiré  ; on  aura 


on  aura  donc 


Si  le  point  attiré  est  à la  surface  du  sphéroïde,  on  a 
r = a(i  + a/)î  P»  désignant  par  y'  ce  que  devient^-' 
lorsque  /j.'  et  w'  deviennent  p.  et  «;  mais  comme 
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4oS 


du 


et  ^ sont  (le  l’ordre. a,  et  que  nous  négligeons  les 

(]uantités  de  l’ordre  a},  il  sufTira  de  faire  r = a dans 
ré(|uation  précédente;  on  aura  donc  à la  surface  du 
sphéroïde 


U 


Or,  on  a généralement  J = y'a*  — •lar'/  4-  en 
(h'signant  par  y le  cosinus  de  l’angle  que  forme  le 
rayon  r'  avec  la  droite  menée  du  centre  du  sphéroïde 
au  point  attiré,  ou,  ce  qui  revient  aiunéme,  en  faisant 

. y =t  IX[X'  4-  v'i  — !J-'‘  V • ~ cos(u  — w'). 


De  là  on  peut  conclure  aisément,  par  la  différentia 
tion, 


1 


En  observant  donc  que  dm'  désignant  l’un  des  élé- 
ments de  l’excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère,  on  a 

dm'  = ^ r'^dix'dw'  = n’  aj^'d[x'dw',  on  aura 


du  t 

U •+■  2 a — = a*  a 

dr 


rt’  ) y*  d^^  dut' 

~P 


(«) 


La  quantité  renfermée  sous  le  signe  intégral  devient 
nulle  lompie  l’on  suppose  r = (7,  c’est-à-dire  quand 
le  point  attiré  est  à la  surface  du  sphéroïde,  à moins 
cependant  que_/  ne  se  réduise  en  même  temps  à zéro. 
Or^  est  nul  lorsqu’on  y suppose  à la  fois  y=\  et 
r—a^  l’intégrale  précédente  devant  être  prise  entre 
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les  limites  7=1  et  7 = — i ; il  est  donc  nécessaire 
de  savoir  ce  qu’elle  devient  dans  le  premier  cas.  Si 
les  intégrations  étaient  effectuées,  le  facteur  commun 
au  numérateur  et  au  dénominateur  de  la  fonction 

disparaîtrait,  et  il  serait  facile  en- 

*/'  J 

suite  d’avoir  sa  vraie  valeur  correspondante  à l’iiy- 
pothèse  de  r=  n;  mais  comme  la  forme  de  la  fonc- 
tion^' est  généralement  inconnue,  il  faut  y parvenir 
indépendamment  de  cette  intégration.  Voici  pour 
cela  un  procédé  très-simple.  Supposons  en  général 
w');  il  est  clair  que  le  second  membre 
de  l’équation  (e)  devient  nul,  lorsque  r = n,  pour 
toutes  les  valeurs  de  jx'  et  de  u'  qui  diffèrent  sensi- 
blement de  p.  et  de  u.  Si  l’on  fait  donc  p.'  = p,  -f-  A, 
et  u'=u  -I-  A',  et  qu’on  substitue  ces  valeui*s  dans 
l’équation  (e),  on  pourra  y regarder  h et  A comme 
des  quantités  infiniment  petites.  Cela  posé,  on  aura 
généralement 

T'  Ç’ 

en  représentant  par  Ç une  très-petite  quantité  du 
même  ordre  que  h et  A.  Si  l’on  substitue  cette  valeur 
dans  l’équation  (e),  et  qu’on  néglige  la  partie  dépen- 
dant de  Ç,  qui  sera  toujours  infiniment  petite  relati- 
vement à la  première,  en  observant  que^‘  = u), 

puisque  j"  est  ce  qui  devient  j"'  lorsqu’on  y change 
[x'  et  u'  en  p et  co,  on  aura 


U 


du  ,, 
ia,  — = fl 
dr 


(ï  b 


Pour  faciliter  l’iiitégratiou,  prenons  pour  origine 
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de  i’angle  que  nous  avons  désigné  par  0^  le  rayon  /•, 
ce  qui  donne  p.  = i,  y'i  — = o-  Od  aura  siinple- 

inent  alors /*=  a*  — + r*,  et  en  intégrant  par 

rapport  à a',  depuis  «'  = o jusqu’à  a'  = 2 tt, 


r r du  dta  r du 

J i~p~  ""  '‘"J  T' 


Ou  a d’ailleurs 


J.  ‘LL 

cir'  f ‘' 


un  aura  doue  en  intégrant 

CLL  - L L 

}p-a/f 

C-ette  intégrale  devant  être  prise  depuis  — i 
jusqu’à  jx'=  4-1,  ce  qui  donne  f=r+a  et  f=r  — a, 
ou  aura,  pour  sa  valeur  complète, 


ar[r+a)  or[r — a)  r(r’ — «’)’ 


par  conséquent 
U 


du  ^■na^xY 

2rt  — = — -■ 

dr  r 


Si  l’on  suppose  maintenant  r = a dans  cette  équa- 
tion, on  trouve 

«-4- = - 4îta“aj.  (g) 

L’équation  (^/),  en  y substituant  a (t  -t-  olj  ) à la  place 

de  r,  et  en  observant  qu’aux  quantités  près  de  l’ordre 

dy  Lna  I 

a,  on  a -7-  = — donne 

dr  3 

Il  /I  . , 

\ -f-  2 rt  . — H 4 ~ rt  a/  -t-  « ■+•  2 rt  -J-  - 
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On  aura  donc,  on  vertu  de  réqualion  (y),  aux  quan- 
tités près  de  l’ordre  a*, 

-tr  ira' 

V+ar.j;  = -iy-  (A) 

Cette  équation,  extrêmement  remarquable,  s’étend 
à tous  les  sphéroïdes  peu  différents  de  la  sphère.  Elle 

fait  voir  que  dans  la  fonction  V + art  toutes  les  • 

quantités  de  l’ordre  a disparaissent,  en  sorte  que  cette 
fonction  est  la  même  par  rapport  à la  sphère  et  au 
sphéroïde  qui  en  diffère  très-peu,  quelle  que  soit 
d’ailleurs  la  position  du  point  attiré  à la  surface  de  ces 
deux  corps.  Cette  équation  a d’abord  été  trouvée  par 
Laplace;  mais  la  démonstration  qu’il  en  donne  dans 
le  second  volume  de  la  Mccaniijue  céleste,  et  qu’il  a 
reproduite  ensuite  dans  le  cinquième,  a été  l’objet 
d’une  controverse  fort  vive,  qui  a fait  même  lévo- 
quer  en  doute  par  plusieurs  géomètres  la  généralité 
du  théorème  qui  en  résulte.  Il  me  semble  que  la  dé- 
monstration qui  précède  est  à l’abri  de  toute  objec- 
tion sérieuse  (*). 

'/V 

21.  liCs  expressions  de  V et  — que  nous  avons 

trouvées,  n“  19,  relativement  aux  points  placés  à la 
surface  d’un  sphéroïde  très-peu  difïérent  de  la  si^hèro, 
doivent  -satisfaire  à l’équation  (//).  En  effet,  si  l’on 


(*)  y~oir,  sur  ce  sujet,  Lai;ran{je,  Journal  Je  l’École  Poly- 
tcehniijuc  , Ionie  VTIIjM.  Ivorv,  TransacUons  j)liilusophirjucs , 
Ionie  Cil;  M.  Poisson,  Connnismncc  Jes  Temps  ]iour  i83o. 
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substitue  tlaiis  cette  équation  pour  V et  leurs  va- 
leurs (c),  n“  19,  ou  trouvera 
4 = l'o  3 U , 5 Li  2 . . . -t-  ( U / + I ) U,  + . . . . 

La  fouction  j-  peut  doue  toujours  se  développer 
dans  une  série  de  cette  forme, 


les  quantités  Yo,  Y,,  etc.,  étant  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  p,  \ i — p,“.cosu,  y i — fJi®. siii &),  qui  sa- 
tisfont à l’équation  aux  difïérences  partielles  (C). 
Cette  réduction  est  indépendante  de  la  forme  de  la 
fonclioti  J",  et  doit  être  considérée  comme  une  pro- 
priété réstdfante  des  attractions  des  sphéroïdes  peu 
tlilférents  de  la  sphère. 

Si  l’on  compare  les  deux  valeurs  j)récédeiites  de 
en  observant  qu’oii  a,  n“  19,  lh=  on 

trouvera  générahmient 


(0 


Ou  a d’ailleurs,  en  rcpiéseiitaut  par  Y'j,,  Y',,  etc.,  ce 
<pie  deviennent  les  quantités  Y„,  Y,,  etc.,  lorsqu’on  y 
change  u.  et  u en  a'  et  o)', 

= Yj,  -t-  \ , -f-  \ 2 . . . -t-  Y,  -t-  . . ; 

en  observant  donc  qu’on  a généralement,  parle  n”  19, 

U étant  un  nombre  dilTérent  de  /,  l’écpiation  (/)  don- 
nera simplement,  les  intégrales  étant  prises  dans  les 
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mêmes  limites  que  précédemment, 

. > 

(m) 

équation  qui  est  toujours  satisfaite,  quel  que  soit  /,  en 
vertu  du  théorème  généralement  démontré  n®  18. 

La  propriété  remarquable,  dont  jouissent  les  fonc- 
tions de  la  nature  de  la  fonction  Y;,  et  qui  se  trouve 
énoncée  dans  l’équation  (m),  pourrait  se  déduire, 
comme  ou  voit,  de  la  condition  que  doit  remplir  la 
fonction  V relative  aux  attractions  des  sphéroïdes  peu 
différents  de  la  sphère,  de  satisfaire  à l’équation  {h), 
n°  20.  Mais  comme  elle  est  d’une  grande  importance 
dans  la  théorie  de  la  âgure  des  corps  célestes,  nous 
avons  cru  devoir  en  donner,  n°  18,  une  démonstra- 
tion directe,  purement  analytique  et  entièrement  in- 
dépendante de  toute  considération  relative  aux  pro- 
priétés attractives  des  sphéroïdes. 

La  première  conséquence  qui  résulte  de  l’équa- 
tion (m),  c’est  que  la  fonction  j ne  peut  admettre 
qu’un  seul  développement  delà  forme  Yu-t-Yj-i- Y, -f-.... 
Eu  effet,  supposons  que  j-  puisse  s’exprimer  par  les 
deux  séries  suivantes  : 

J'  — ^0  + Z,  Zi2  -t-  • • • ; 

si  l’on  y substitue  p,'  et  u'  à la  place  de  ju,  et  u,  et 
qu’on  multiplie  par  P,-  ces  deux  séries,  on  aura  géné- 
ralement 

' .0' T '(/p-'d <->'  = Y,  = Z,  ; 
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d’où  il  suit  que  les  deux  développements  précédents 
sont  identiques. 

On  peut  conclure  généralement  de  l’équation  (m) 
que  lorsque  le’ développement  de^  en  série  de  cette 
forme  Y„  + Y,  -t-  Y,  -l-  . . sera  connu,  on  aura, 
immédiatement  et  sans  intégration,  les  quantités  Uq, 

d\ 

U, , U,,  etc. , n"  19,  et  les  valeurs  de  V et  de  — de- 
viendront, pour  les  points  extérieurs. 


6r  r \ ôr  5r^ 


Y....+ 


(2  i -hi)r‘ 


Y, -4- 


■)’ 


,V/V\  ^ita'  ^lea'a 


2 a 

3 r 


Y.+ 


5r* 


Y,. 


(i  -hi)  a* 
r* 


On  aura  de  même,  pour  les  points  intérieurs. 


(") 


f=2  jrrt’ 


2irH 


+4-..(ï.+^ï.+  54i-Y,...  + ij^,,-T,+  ... 


r/V  âicr  , / * ir'-‘  \ 

-J-  = -5 “•  (7—  • T~~^, — Y, -4-. . • )• 

t/r  3 \3«  5n’  (2/-4-l)<J  / 


(p) 


Quand  le  point  est  situé  à la  surface  du  sphéroïde, 
ces  deux  dernières  formules  doivent  être  identiques 
avec  les  premières;  et  en  effet,  si  l’on  y suppose 
/’  = rt  (i  -4-  aj'),  et  qu’on  observe  que  l’on  a,  par  hy- 
pothèse, 

jr  r=  ^(,-4-  \ , -f-iTt  J...-4-  Y,- -4-..., 
on  trouvera 


Y 


tiv 


l^TUi' 

~T' 


équation  qui  doit  exister,  comme  nous  l’avons  dé- 
montré, pour  tous  les  points  de  la  surface. 
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I^s  forniiilos  (;i),  (/;)  sont  dues  à Laplace;  elles 
offrent,  sous  une  forme  très-simple,  les  expressions 
les  plus  générales  des  attractions  des  sphéroïdes  jîeu 
différents  de  la  sphère.  On  peut  les  simplifier  encore _ 
par  les  considérations  suivantes. 

Soit  M la  masse  du  sphéroïde  que  nous  suppose- 
rons homogène  ; on  aura 

M =/ r'^dr’  Jp'r/w'=  | / r'^  d [x.'  du’ -, 

ou  bien,  en  mettant  pour/'  sa  valeur rt(i  -4- 

M = 4-  a’ a fj  'd^.'du'. 

Si,  à la  place  de  on  substitue  son  développement 
Y'p  4-  Y',  4-...,  dans  cette  expression,  en  remarquant 
qu’on  a généralement  par  le  n”  18,  j"Y'  dy.'du'=  o, 
i étant  différent  de  zéro,  et  que  l’on  a,  en  vertu  de  la 
formule  (///),  pour  le  cas  où  i — o, 

/Y'„r/fx'r/M'=:4«Yo, 

on  trouvera 

M = ip'4-4n«’aY„. 

En  prenant  donc,  pour  la  valeur  de  a,  le  rayon  de  la 
sphère  égale  en  solidité  au  sphéroïde,  on  aura  Yq=  o, 
et  le  terme  Yq  di.sparaîtra  de  la  valeur  de  j-,  ainsi  que 
ceux  qui  eu  dépendent  dans  les  formules  (//)  et  (p). 

On  a généralement,  en  vertu  de  la  formule  (/), 

Si  l’on  suppose  i — i dans  cette  équation,  et  (ju’ou 
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suhsôtiK'  à la  place  de^  ' son  développement,  on  aura 

Y,  = ^ •//!>,  V; r/a' r/«'. 

D’après  la  valeur  générale  de  P,-,  il  est  aisé  de  voir 
qu’on  aura,  dans  le  cas  de  / = i, 

P,  = //  a'+  h'  s/ 1 — /jl'^  sinw'-t-  h"  y'i  — p.'"*  cosw', 

//,  //,  h"  étant  des  constantes.  On  aura  donc 


4 TT  ‘ 4 ' 


3/i' 


i/i" 


-4-  -2 — • fj  y'  \ • rf*s«'  '■/u'  il M . 

4)t  ‘ 

Si  l’on  désigne  [iar  dm  l’un  des  éléments  de  l’excès 
du  sphéroïde  sur  la  sphere,  on  aura 

din  = (da.ffj'diL'd'j>'-, 


on  peut  donc  écrire  ainsi  la  valeur  de  \ 

Y,=  lljan'.ilrn  -+•  H'/ a s/ 1 — sinw'.rfm  + H”  fa  v'i  — fx'*  rosw'.r//;/, 

H,  H',  n"  étant  trois  quantités  constantes. 

Si  l’on  désigne  par  x’,jr\  z'  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  de  la  molécule  dm,  on  aura,  aint  quan- 
tités près  de  l’ordre  a, 

x'z=af,  j'=  rt  — (i"  sinw',  z' = « y'i  — u’ cosw'. 

Si,  de  plus,  on  suppose  l’origine  des  coordonnées  au 
centre  de  gravité  du  sphéroïde,  on  a 

fx'  dm  — O,  ff  dm  = o,  fz'  dm  — o. 

On  aura  donc,  dans  ce  cas,  V , = o.  Iæ  terme  ch'- 
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ptMidant  de  Y,  disparaîtra  par  conséquent  dans  le 
dévelop[)ement  de  j"  et  dans  les  forniules  (/<)  et  (p), 
en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de 
gravité  du  sphéroïde.  Ce  irsullat  d’ailleurs  peut  aisé- 
ment s’étendre,  comme  nous  le  verrons,  à toute  espèce 
de  sphéroïdes. 


22.  Concevons  maintenant  le  point  attiré  situé  dans 
l’intérieur  d’une  couche  à très-peu  près  sphérique; 
plaçons  l’origine  des  coordonnées  au  centre,  et  sup- 
])osons  que  le  rayon  de  la  surface  intérieure  soit 

rt-t-ria.(Yj  + ^3-+-  Y*-!-...;, 

et  que  le  rayon  de  la  surfïice  extérieure  soit  de  la 
forme 

fl' u’ot.(Y  , + Yj-|-  Y 3~1“. . 

Si  l’on  désigne  par  AV  l’attraction  de  la  couche,  il  est 
clair  qu’on  aura  la  valeur  de  AV,  en  retranchant  la 
valeur  de  V relative  au  premier  sphéroïde,  de  la  va- 
leur de  V relative  au  second;  on  trouvera  ainsi 


AV  = — n’)  4 


fl  r 

T ■ 


V'.-f-5-(YV 


■Y,) 


Si  l’on  veut  que  le  point  placé  dans  l’intérieur  de  la 
couche  soit  également  attiré  de  toutes  parts,  il  faut 
(jue  AV  se  réduise  à une  fonction  indépendante  des 
variables  r,  6 et  u,  puisque  les  différences  partielles 
de  AV,  prises  par  rapport  à ces  quantités,  expriment 
les  attractions  de  la  couche  sur  le  point  attiré.  Cette 
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coodition  donne  Y',  = o,  et  généralement 


équation  qui  détermine  le  rayon  de  la  surface  exté- 
rieure lorsque  celui  de  la  surface  intérieure  est  donné. 
Si  la  surface  intérieure  est  elliptique,  on  a 

¥3  = 0,  V,  = o,  etc,, 
et  par  consécjueut 

Y'3=  O,  V^=o; 

les  rayons  des  surfaces  intérieure  et  extérieure  de  la 
couche  sont  donc 


o(i4-aYj  ],  a'(i -I- aY"j  ); 

d’où  l’on  voit  que  ces  surfaces  appartiennent  à deux 
ellipsoïdes  semblables  et  semblablement  placés,  ce 
(|ui  s’accorde  avec  le  résultat  trouvé  n“  8. 

Supposons  le  rayon  de  la  surface  intérieure  de  la 
forme  n (i  -t-  a^),  et  le  rayon  de  la  surface  extérieure 
«le  la  forme  a{i  -h  aj'  -haz),  z étant  une  fonction  de  p, 
et  de  « qu’on  pourra  développer  en  une  série  de  cette 
forme  : 

Z = Zq  + Z,  “h  Z J 


On  aura,  par  les  formules  (/«)  et  (p),  relativement 
aux  points  intérieurs  et  extérieurs, 


AV=: 
A'V  = 


4 i:«’  a 


rj  « rg  ” r* 

Z'o  + y;  • Z.,  4-  5^  • Zj 


■)’ 
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Kii  difféicnliant,  on  aura  pour  losatiraclipns  qu’oxerco 
la  conclu*  sur  les  j>oints  extérieurs  et  intérieurs,  sui- 
vant le  rayon  r, 


tir 


i ,,  2 a ,,  3 rt’  ,,  \ 

( /o  4- ^ 571-/.  -4-...) 


tir 


1.  r*  ,,  \ 


Si  l’on  suppose  donc  le  point  à la  surface,  qu’on  fasse 
r—  a dans  ces  formules  et  qu’on  les  compare  ensuite, 
on  aura 


r/.A'V  ,L  AV 
dr  tir 


- « ï.  . ( Z,  -t-  Zl  + Z;  -4-  . 


4 nax  ï. 


D’où  l’on  voit  (pie  si  deux  points  sont  situés  sur  le 
même  rayon,  l’un  à la  surface  extérieure,  l’autre  à la 
surface  inférieure  du  sphéroïde,  la  différence  de  l’ac- 
tion de  la  couche  sur  les  deux  points  sera  proportion- 
nelle à son  épaisseur,  et  la  même  que  si  la  couche  était 
sphérique. 


23.  Considérons  présentement  un  sphéroïde  hété  - 
rogène peu  différent  de  la  sphère,  et  composé  décou- 
ches homogènes  dont  la  figure  et  la  densité  varient 
suivant  une  loi  quelconque.  Soit  n(i  -h  aj)  le  rayon 
d’une  de  ces  couches;  si  l’on  développe  en  série 
Y„-+-  Y,  -I-  Yj  ■+■  etc.,  les  quantités  Yq,  Y,,  Y,,  etc., 
seront  des  fonctions  de  a variables  d’une  couche  à 
une  autre;  et  en  différentiant  par  rapport  à n la  pre- 
mière des  équations  (u),  on  aura  pour  la  valeur  de 
V relative  à la  couche  dont  l’épaisseur  (>st  (l(i+ 
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•t  donl  nous  représenterons  par  p la  densité, 


4 w 
3 


Si  l’on  regarde,  dans  cette  différentielle,  p comme  une 
fonction  de  rt,  et  qu’on  intègre  relativement  à cette 
variable,  on  aura  pour  la  valeur  de  V qui  se  rapporte 
au  sphéroïde  entier, 


T^es  intégrales  devront. être  étendues  depuis  a = o jus- 
(pi’à  a = a’,  en  nommant  rt'  la  valeur  de  a correspon- 
dante à la  surface. 

Pour  avoir  l’attraction  du  sphéroïde  hétérogène  sur 
un  point  intérieur  faisant  partie  de  la  couche  dont  le 
rayon  est  n(i-t-a^'),  on  emploiera  la  première  des 
formules  («)  depuis  a = o jusqu’à  la  valeur  dea  répon- 
dant à cette  couche,  et  la  première  des  formules  [p), 
depuis  cette  valeur  de  a jusqu’à  a = a',  cette  dernière 
valeur  se  rapportant  à la  surface.  Si,  après  avoir  ditfé- 
i*emié  ces  équations  par  rapport  à a,  on  les  multiplie 
ensuite  par  p,  et  (|u’on  intègre  leur  somme,  on  aura 


4-  7:n.fp.da^  -h  /\-nx.fp.r/.^(i'Y,+  y - Y, -H  ^ • Y--t-...j. 


Cette  valeur  représente  l’attraction  du  sphéroïde  hé- 
térogène sur  les  points  intérieurs.  Iæs  deux  premières 
intégrales  devront  être  prises  depuis  a = o jiis(|u’à 
a = a,  et  les  deux  flernières  depuis  a = a jusqit'à 


Digitized  by  Google 


/,i8  IH^ORIK  AiNAI-YTIQUE 

a = (i . Il  laudra  on  outre,  après  les  intégrations, 
substituer  a an  lieu  de  /•,  dans  les  ternies  uudti[)liés 

par  a,  et  ' an  lien  de^»  dans  les  termes  qui  sont 

indépendants  de  «. 

2i.  Nous  avons  supposé  jusqu’ici  l’aplatissement  du 
sphéroïde,  ou  le  coofGcient  a qui  en  dépend,  assez 
petit  pour  qu’on  put  négliger  les  puissances  de  cette 
(piantité  supérieures  à la  première;  mais,  pour  donner 
plus  de  généralité  aux  formules  précédentes,  il  con- 
vient de  les  étendre  an  cas  où  l’on  a égard  aux  termes 
dépendants  du  carré  et  des  [lûissances  siqiérieures  de 
l’aplatissement  du  sphéroïde  que  l’on  considère  et  qui 
sera  toujours  supposé  peu  différent  de  la  sphère. 

Supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  d’un  sphéroïde 
homogène,  dont  la  densité  sera  représentée  par  l’u- 
nité.  On  aura  généralement  dans  ce  cas,  n“  IC,  pour 
les  points  extérieurs. 


( -H  V»  ‘ “ 


et  pour  les  points  situés  dans  rintérieur  du  sphéroïde, 
y.  _ _ _! r rp.'V'rf’-' 

' • — ^ J J 


Soit,  comme  dans  le  n”  lî),  -huj'')  le  rayon 

mené  de  l’origine  des  coordonnées,  que  nous  place- 
rons an  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  à un  point 
quelconque  de  la  surface,  a étant  une  fraction  très- 
petite,  constante  et  positive,^'  une  fonction  donnée 
des  angles  ô'  et  u'  (pii  fixent  la  direction  du  rayon 
Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
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céïK'iites,  et  qu’on  développe  les  expressions  résul- 
tantes en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
de  a,  en  rejetant  les  termes  cpii  s'annulent  d’eux- 
mémes  par  l’intégration  en  vertu  des  propriétés  de  la 
fonction  P,,  on  aura 

\iz=a‘*‘ffPida.'  tiw  aV’+--)  ’ 


= ^//p-  (“/-  ” ••••)■ 

Désignons  par  ce  cpie  devient  j''  quand  on  y met 
ô et  U à la  place  de  6'  et  u',  c’est-à-dire  la  voleur  de 
J à l’endroit  où  le  rayon  r traverse  la  surface  du  sphé- 
roïde, nous  avons  vu,  n”2l,  que  la  fonction  que  y 
représente,  peut  toujours  se  développer  en  série  de  la 
forme 

Supposons  les  puissances  successivesy*,y“,  etc.,  île 
y,  développées  de  la  même  manière,  en  sorte  qu’on 
ait  généralement 

Kn  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  expres- 
sions de  V,,  et  observant  que,  d’après  les  propriétés 
connues  des  fonctions  P,  et  Y/,  on  a généralement 


/P, y'  (tuJ  <l  w'  = 
/’P,y’i/o.'  (('•)'—- 


4^V.’ 

ai-t-i,’ 


2 / -t-  1 


27.. 
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ou  trouvera 


^ , /-t-2  2./+I  \ 

= — +— TT— 

v; = Lv,-  'JZI  +.  -V 

/■  étant  un  nombre  entier  quelconque  différent  de 
zéro.  Pour  le  cas  particulier  de  i = o,  on  trouvera 

11”  19, 


4 


4 :r<l’ 


Y.+  a’Y;”+^a’Y<’'+...'|, 


v'  = 2Trn’—  + 4 JT'ï’  ^«Y,+  ^a’Y*'*y 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  la 
fonction  V,  n"  16,  on  aura  donc  généralement, 

+ W L y _ Y,  + îly  i±l  Y'." 

3r  r L ^21+1  r‘  2aU2i+l  r*  ‘ 

. 3K'’’  / ,r  V • '■'  X.  oc’  i 1 r*' 

\=2T:a' = |-47f"  “>  ^ — Y, > ^ Y'ï  ' 

3 ^ I ^21-1- 1 a'  2^21-hia'  * 

e yyi  — i.i  r‘ 

■^îTZTrTrT^‘.“^---j 


le  signe  dans  ces  deux  séries,  devant  être  étendu 
à toutes  les  valeurs  entières  de  i depuis  i = o jusqu’; 
/'  = 00  ; la  première  s’applique  aux  points  attirés  ex 
térieurs  au  sphéroïde,  et  la  seconde  aux  points  situé 
dans  l’intérienr. 

La  première  des  formules  précédentes  peut  svd’ 
line  importante  simpliüeation,  lorsqu’on  prend  po 
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la  quantité  a le  rayon  de  la  sphère  égale  en  solidité 
au  sphéroïde,  et*  qu’on  place  l’origine  des  coordon- 
nées au  centre  de  gravité  ; voyons  ce  que  deviennent, 
dans  ce  cas  général,  les  équations  de  condition  = o 
et  Y',  = O,  trouvées  n"21,  en  n’ayant  égard  qu’à  la 
première  puissance  de  a. 

En  faisant  i = o,  dans  l’expression  générale  de  v< 
relative  aux  points  extérieurs,  on  a 

'’o  =///'■'’ 


Le  second  membre  de  cette  équation  représente  le 
volume  entier  du  sphéroïde,  les  intégrales  étant  prises 
depuis  0'  = o et  u'=  o,  jusqu’à  6'  = ît  et  w'  = a En 
intégrant  par  rapport  à r'  et  en  substituant  à la  place 
de  r'®  sa  valeur  a*  (i  -4-  oLjr'Y,  on  aura  donc,  d’après  ce 
que  représente  la  quantité  fl. 


fl' 

1 


//(.'+  cf.f  Y fl fx' il 


Si,  après  avoir  dévèloppé  cette  équation,  on  substitue 
pour  y,  et  leurs  valeurs  en  séries,  qu’on  in-  , 
tègre  ensuite  entre  les  limites  précédentes  en  ayant 
égard  à l’équation  (m),  n”  21 , ou  trouvera 

Y„-haY^‘V^a®Y:’'=o.  (r) 

Désignons  par  z'  les  trois  coordonnées  rec- 

tangtdaires  de  la  molécule  rf/n,  rapportées  au  centre 
de  gravité  du  sphéroïde,  on  aura  par  les  propriétés 
de  ce  centre, 

jj.  ' ilm  = o.  (j  (hn  = o,  fz’  fini  = <i. 


■ Digitized  by  Google 


422  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Ces  équations,  en  substituant  pour  x',  s'  et  dm 
leurs  valeurs  n°  i,  donnent  les  trois  suivantes  ; 

fj'\  ‘ «j'  / = »> 

//{ 1 + u.y  Y V 1 — p."  cos  &)'  d p'  </u'  = O, 
//(  1 + \ I “ w'  = O- 

Si,  après  avoir  développé  les  premiei-s  ineiubres  de 
ces  équations,  ou  substitue  pour^',^  et^  '*  leurs 
valeurs  en  séries,  en  observant  que  les  trois  quantités 
lj.\  V > — cosw',  et  V I — sin  u'  peuvent  être  consi- 
dérées comme  des  valeui’s  particulières  de  la  fonction 
1*,,  dont  l’expression  générale  est,  n‘’2l, 

h ix'  + ft'  \J  t — p"  sin  &)'  ■+■  h"  v i — p'*  cosu', 

h,  Ji'  et  h"  étant  des  coefficients  couslauts,  on  trou- 
vera que  tous  les  termes  dans  lesquels  entrent  les 
fonctions  Y',  Y''*\  etc.,  avec  un  indice  différent 

de  I,  disjiaraissent  en  vertu  de  l’équation  (p),  n°  18, 
et  (jii’en  effectuant  les  intégrations  relatives  à p' et  w' 
dans  les  limites  ordinaires,  ces  trois  équations,  en 
vertu  de  l’équation  (//),  se  réduisent  à la  suivante  : 

Y,  -t-  I V.  aY|'’-+-  J a Y;'>=  o.  (,t) 

Les  deux  équations  (r)  et  [s)  établissent  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  quantités  Y„,  Y,, 
yfO^  Y['\  etc.,  de  manière  à satisfaire  aux  conditions 

données;  on  voit  que  dans  l'hypothcse  (|ue  nous 
considérons,  les  deux  premiers  teiines  Y„  et  Y,  du 
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développemont  de^,  sont  du  premier  ordre  par  rap- 
j)ort  à raplatisseincnt  du  sphéroïde,  en  sorte  qu’on 
jieut  supposer  Yq  = o et  Y,  = o lorsqu’on  prend  pour 
a le  rayon  de  la  sphère  égale  en  solidité  au  sphéroïde, 
jxmr  origine  des  rayons  r son  centre  de  gravité,  et 
qu’on  néglige  les  termes  de  l’ordre  du  carré  de  a.  Ces 
différents  résultats  s’accordent  d’ailleurs  avec  ceux  que 
nous  avons  obtenus  en  n’ayant  égard  qu’aux  termes 
du  premier  ordre  par  rapport  à a. 

Supposons  maintenant,  comme  dans  le  n“  25,  le 
sphéroïde  composé  de  couches  superposées  dont  la 
figure  et  la  densité  varient  suivant  une  loi  quelconque 
du  centre  à la  surface,  mais  en  s’écartant  toujours 
très-peu  de  la  figure  s|)hérique.  Représentons  par  p la 
densité  que  nous  supposerons  constante  dans  l’éten- 
due de  chaque  couche;  si,  après  avoir  multiplié  les 
expressions  précédentes  par  cette  quantité,  on  les  dif- 
férentie  par  rapport  à rt,  on  aura  la  valeur  de  Y rela- 
tive à une  couche  très-mince  dont  le  rayon  inté- 
rieur sera  et  l’épaisseur  la  difléreutielle 

Ha  4-  ad.ay.  .Si  l’on  intègre  eusuilc  les  expressions 
résultantes  en  regardant  p et  Y,-  comme  des  fonctions 
de  a,  et  que,  pour  abréger,  on  fasse 


or/.n'^Y'")  , 

— an. 


rla 


les  quantités  Q*"’  devant  être  considérées  comme  des 

fonctions  de  même  nature  que  Y,,  puisque  la  diffé- 
rentiation et  l’intégration  indiquées  ne  portent  que 
sur  les  coefficients  de  ces  dernières  fonctions.  Quant 


à l'inlégrale  d’ôù  dépend  la  valeur  de  elle  doit 
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être  étendue  depuis  a = o jusqu’à  a — a',  en  repré- 
sentant par  a'  la  valeur  de  a qui  répond  à la  sur- 
face. On  aura  ainsi,  pour  les  points  extérieurs, 


V = 


g»  Y q('>  ] V 

a ^{2  i-t- 1)/^ 2.3  ^(2  1 


Q. 


I -4-  l.i  -4-  I y-Ati)  , 


l’intégrale / dans  cette  valeur  devant  s’étendre,  comme 
dans  celle  de  Q,-,  depuis  <1  = 0 jusqu’à  a = et  les 
intégrales  finies  2 devant  s’étendre  à toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  de  /,  y compris  zéro. 

Si  le  point  attiré  est  situé  à l’intérieur  dit  corps,  et 
que  rt  (i  -t-  a. y)  soit  le  rayon  de  la  surface  inférieure 
de  la  couche  dont  il  fait  partie,  on  emploiera,  pour 
déterminer  les  attractions  qu’il  éprouve,  la  première 
des  équations  [q)  depuis  a = o jusqu’à  la  valeur  de  a 
qui  répond  à cette  couche,  et  la  seconde  depuis  cette 
valeur  de  a jusqu’à  celle  qui  se  rapporte  à la  surface 
extérieure.  En  désignant  par  p la  densité  de  chaque 
couche,  et  en  faisant,  pour  abréger. 


dé  manière  que  Q*"’  et  Q""'  soient  des  quantités  de 


la  même  nature  que  Y|"’,  011  aura 
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la  première  intégrale,  ainsi  que  celle  que  repré- 
sente Q|."\  devant  s’étendre  depuis  a=o  jusqu’à  a=a' 
et  la  seconde,  ainsi  que  l’intégrale  représentée  par 
depuis  a = a jusqu’à  a = a'. 

Les  différences  partielles  des  valeurs  précédentes 
de  V,  prises  par  rapport  aux  trois  variables  r,  0 et  u, 
feront  connaître  les  composantes  de  Tattraction  du 
sphéroïde  sur  un  point  extérieur  ou  sur  les  points  si- 
tués à l’intérieur  de  sa  surface;  en  faisant  r=a(i  +aj') 
dans  les  formules  résultantes,  ces  attractions  seront 
exprimées  en  fonction  de  n et  des  angles  oj  et  Q qui 
déterminent  la  position  du  point  attiré. 


25.  Il  nous  reste  à montrer  comment  on  peut  pai- 
venir  à développer  la  fonction  j = /(/a.,  o)  dans  une 
série  de  la  forme  Yq-I-  Y, Yj -f-...,  les  quantités 
Yfl,  Y,,  Yj,  etc.,  étant  déterminées  par  la  condition 
de  satisfaire  à l’équation 


d. 


du 


'ÜIj 

iIm'  . , . . , 

/(/ -t- i)à,=  o.  , 


Si  l’on  désigne  par  R„  le  coefficient  de  cosMu  dans 
la  valeur  de  Y„  on  aura 


I Ui  ‘ 


-f-  /(f  f |)K„=  O, 


et  la  valeur  la  plus  générale  de  R„  qui  satisfera  à cette 

n 

équation,  sera  l’expression  de  (i— du  n”  17, 
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en  la  multipliant  par  une  constante  arbitraire,  n"  18  ; 
:'est-à-dire  qu’on  aura 


n 

K,=A,(i-^f . 


i) 

2 { 2 ( — I ) 


M- 


On  aura  donc,  pour  la  partie  de  dépendante  <le 
l’angle  «w, 

1^  r ■ ^ — 0 1 / -X 

•|f‘‘  Ii„Slll«M), 


A„  et  lî„  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  l’on  fait  successivement  n = o,  «=  i , n=:'i...7i  = i 
dans  cette  expression,  et  qu’on  ajoute  entre  elles 
toutes  les  fonctions  qui  en  résulteront,  leur  .somme  sera 
l’expression  de  Y,,  qui  renfermera,  comme  on  voit, 
a J 4-  I arbitraires,  IÎq,  A,,  Iî,,  etc.  Si  l’on  suppose  en- 
suite i—o,  /=  1 , etc.,  on  aura  les  valeurs  des  fonctions 
Yo,  Y',,  etc.,  et  leur  somme  Y(,4-  Y',+  Yj...  + Y,  ren- 
fermera (j  + i)*  constantes  indéterminées. 

.Soit  maintenant  S une  fonction  donnée,  ration- 
nelle et  entière,  des  trois  coordonnées  rectangulaires 
•ar,  J-,  Z,  qu’il  s’agit  de  développer  en  série  de  la 
forme  Y^-f-  Y',  4-  Yj  + etc.  Voici  le  moyen  qu’on  em- 
ploiera pour  y parvenir.  Si  l’on  transforme  les  varia- 
bles X,  J',  Z en  trois  autres  r,  a,  u,  déterminées 
comme  dans  le  n“  4,  on  aura 

.r  = ru,  y = r \/ 1 — p’ . cos  w,  z = ;■.  y'  i — p’ . sin  a , 

en  substituant  ces  valeurs  dans  S,  cette  quantité 
deviendra  fonction  rationnelle  et  entière  de  jx, 
— p.’  cosu  et  V I — P-*  sin  &>,  et  l’on  pourra  là  dé- 
velopper en  fonction  des  sinus  et  des  cosinus  de  l’angle 
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w et  fie  ses  multiples.  Si  l’on  snpj)ose  donc  que  S soit 
la  (onction  la  plus  générale  de  l’ordre  s,  sin««  et  ' 
cosHw,  dans  ce  développement,  seront  multipliés 
par  des  fonctions  de  la  forme 

• H 

d’où  l’on  voit  que  la  partie  S dépendante  de  l'argu- 
ment nw  renfermera  — n-t-i)  arbitraires.  La  partie 
de  S qui  dépend  de  l’angle  w et  de  scs  multiples,  ren- 
fermera donc  s(s  + 1)  indéterminées;  la  partie  indé- 
pendante de  l’angle  « en  renfermera  ^-t-  1 ; la  fonction 
S contiendra  donc  (s  -h  1)*  constantes  indéterminées. 

La  fonction  Yo-t- Y,-;- Y,  renferme  pareille- 
ment (s-h- 1)’ aibilraires;  il  sera  donc  toujours  possible 
de  transformer  S dans  une  fonction  de  cette  forme. 

Pour  céladon  prendra  l’expression  la  plus  générale 
de  Y„  on  la  retranchera  de  S,  et  l’on  détorminera  les 
arbitraiies  de  maniéi’e  que  les  puissances  et  les  ju  o- 
duits  de  p.  et  de  y 1 — p*  de  l’ordre  s disparaissent  de 
la  dilTérenceS  — Y,,  qui  deviendra  ainsi  une  fonctifui 
de  l’ordre  J — i , que  l’on  désignera  par  S'.  On  prendi  a 
l’expression  la  plus  générale  de  et  on  la  retran- 
chera de  S';  on  déterminera  les  arbitraires  de  manière 
que  les  puissances  et  les  produits  de  /jl  et  de  y 1 — 
de  l’ordre  J — i disparaissent  de  la  différence  S' — 
et  ainsi  de  suite.  Ou  déterminera  succe.ssivement  de 
cette  manière  les  fonctions  Y,,  Y’ etc.,  dont 
la  somuM'  re|)résente  S. 
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CHAPITRE  IV.  , % 

lératri 

DE  LA  FIGURE  D’üNE  MASSE  FLUIDE  HOMOGÈNE  EN  niUt^ç 

ÉQUILIBRE,  ET  DOUÉE  D’ÙN  MOUVEMENT  DE  ROTA- 
TION. 


2G.  Après  avoir  développé,  dans  les  chapitres  qui  j,V 

précèdent,  les  formules  générales  des  attractions  des 
sphéroïdes,  nous  allons  les  faire  servir  à la  détermi-  <1^ 

nation  de  la  figure  d’uue  masse  fluide  tournant  autour  * 

d’un  axe  fixe,  et  sollicitée  par  les  attractions  de  toutes 
ses  parties  et  par  la  force  centrifuge  due  au  niouve- 
ment  de  rotation.  Nous  supposerons  d’abord  le  fluide  déleri 

homogène  : cette  question  est  alors  susceptible  d’une  jç  j, , 

solution  rigoureuse.  à iiid 

Soient  a,  b,  c le  trois  coordonnées  d’un  point  quel-  ' 

conque  de  la  surface  du  fluide,  P,  Q,  R les  forces  sati  f 

accélératrices  qui  agissent  sur  ce  point,  décomposées  ç, 

parallèlement  aux  axes  des  coordonnées;  prenons  i 

pour  axe  des  x l’axe,  même  de  rotation  ; désignons  j * 

par  n la  vitesse  angulaire  coinimine  à tous  les  points  y 

de  la  masse,  et  par  r = -l-  t-'  la  distance  à l’axe  de  ^Uav 

rotation  du  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  b,  c.  . ' 

I-kT  vitesse  absolue  de  ce  point  sera  m,  et  m*  sera  la 
force  centrifuge  qui  l’anime  : on  aura  donc,  n”  ."ÎO, 
livre  I",  pour  féquation  de  l’équilibre, 

Pf/f<  -t-  0(lb  -i-  R f/c  — n'‘  rdr  — o. 
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<*t  cette  équation  représentera  aussi  celle  de  la  surface 
extérieure  du  fluide. 

Supposons  maintenant  que  les  seules  forces  accé- 
lératrices qui  agissent  sur  lui,  soient  les  attractions 
mutuelles  de  ses  éléments;  on  aura 


P 


V désignant  la  même  fonction  que  dans  le  n°  1 . 
L’équation  de  l’équilibre  deviendra  donc 


‘^.da  + ~-db-^~.dc  + n^rdr=o.  (i) 

valeur  de  V dépend  de  la  nature  du  fluide  et  de 
la  disposition  de  ses  éléments.  On  ne  peut  donc  pas 
déterminer  a priori  la  surface  de  l’équilibre  au  moyen 
de  l’équation  précédente;  mais  cette  équation  servira 
à indiquer,  parmi  les  hypothèses  arbitraires  que  l’on 
peut  faire  sur  la  figure  de  la  masse  fluide,  celles  qui 
satisfont  aux  conditions  de  l’équilibre. 

Considérons  d’abord  une  masse  fluide  homogène  à 
Laquelle  nous  supposerons  la  figure  d’un  ellipsoïde 
dont  l’axe  des  x est  l’axe  même  de  rotation;  plaçons 
l’origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  masse;  l’é- 
({uation  de  la  surface  sera  alors 


Dans  les  ellipsoïdes  homogènes,  on  a,  n”9, 

itV 


<l\  r/V 


(ir 


= 7C. 
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a,  ê,  7 désignant  des  quantités  indépendantes  des 
trois  coordonnées  n,^  b,  c.  En  substituant  ces  valeurs 
dans  l’éqnation  ( i),  et  en  observant  que  la  valeur  de  r. 
donne  nir  = bdb  -t-  cr/c,  on  aura 

cf..nda  + (6  — n‘‘).b{lb  ■+•  (7  — n^).ctlc  = o. 

L’éqnation  de  l’ellipsoïde,  en  la  différentiant,  donne 
aJa  bdb  ede 

— O- 

f W • . • 

Pour  que  ces  deux  équations  coïncident,  il  faut  qn’on 
ail 

/(•  6 — a''  h'  y — «*’ 

d’on  l’on  tire 

' §b'^-yfi"‘  = rd  {h'^~  h"^). 

T.e  second  membre  de  cette  équation  est  indépen- 
dant du  troisième  axe  h de  l’ellipsoïde;  il  faut  donc 
que  le  premier  le  soit  pareillement.  Or,  il  est  aisé  de 
voir  que  l’on  satisfait  immédiatement  à celle  condi- 
rinn  en  supposant  h'  = b".  En  effet,  l’ellipsoïde  est 
alors  de  révolution  antour  de  l’axe  des  x-,  d’après  les 
valeurs  de  B et  C,  n“  10,  on  a dans  ce  cas  6 = 7,  et 
les  deux  équations  (u)  se  réduisent  à la  suivante  : 

a /i'’ 

e — «<  ~ Â’' 

Si  b est  le  pins  petit  des  trois  axes,  l’ellipsoïde  est 
aplati;  dans  le  cas  contraire,  il  est  allongé  vers  les 
pôles.  Supposons  d’abord  le  sphéroïde  aplati,  et 
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faisons,  coinnie  clans  le  n”î), . — y^—  = d’où  l’on 

» 

//î 

tire  — = I + ).’;  on  a d’ailleurs,  en  désignant  par 

M la  masse  de  l’ellipsoïde,  et  nommant  p la  densité, 
M = 5 nphh'^,  ou  bien  M = i r.p  (1  + X’)  ù’.  Lc-s  for- 
mules du  n"  10  donneront  donc  ainsi 

I _1^  *»  i , 

a = 4 ~p  ■ — • f X — arc  tangX), 

' t°  * ^ ^ \ 

5=3;ro.— — — (arclaiigX  — — — r-,  • 

' \ ® I -t-  a7 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  réipiation  [h),  et 
(jue,  pour  abréger,  on  fasse  = 7,  on  en  tire 

, q ) -+-  2 (/  a’  , , 

arc  tang  X = ■ ( 2 ) 

Cette  écpialion  étant  résolue  par  rapport  à X,  don- 
nera le  rapport  des  deux  axes  de  l’ellipsoïde.  Si  la 
valeur  de  cette  cpiantité  est  réelle,  il  y aura  tou- 
jours, pour  une  valeur  de  n donnée,  une  figure  ellip- 
tique qui  répondra  à l’état  d’équilibre;  si  elle  est  ima- 
ginaire, l’écpiilibre  de  la  masse  fluide  ne  pourra  point 
exister  avec  une  pareille  figure.  Enfin,  s’il  y a plu- 
sieurs valeurs  de  X qui  conviennent  à l’équation  (a), 
il  y aura  aussi  plusieurs  figures  d’équilibre  correspon- 
dantes à un  môme  mouvement  de  rotation. 

27.  Il  convient  donc  de  discutèr  avec  soin  l’équa- 
tion (a),  et  comme  elle  est  transcendante,  il  faut  pour 
cela  recourir  aux  considérations  géométriques,  cpii 
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sont  très-utiles  dans  ces  sortes  d’occasions.  Faisons 

donc 

et  regardons  ç comme  l’ordonnée  d’une  courbe  dont 
X représente  l’abscisse.  On  voit  d’abord  (jue  si  l’on 
change  le  signe  de  X,  l’ordonnée  9 conserve,  au  signe 
près,  la  même  valeur  : d’où  il  suit  que  la  courbe  que 
représente  l’équation  (3),  est  semblable  du  côté  desab- 
scisses positives  et  du  côté  des  abscisses  négatives  ; ses 
•deux  branches  couperont  donc  l’axe  des  abscisses  à des 
distances  égales  de  l’origine,  et  donneront  les  mêmes 
figures  de  l’équilibre.  Il  suffira,  par  conséquent,  de 
considérer  la  partie  qui  répond  aux  abscisses  positives. 
Cela  posé,  si  l’on  fait  croître  X depuis  X = o jusqu’à 
X = 00  , l’ordonnée  <p  commence  et  finit  par  être  po- 
sitive; d’où  il  suit  qu’entre  ces  deux  limites  la  courbe 
coupe  un  nombre  de  fois  pair  l’axe  des  abscisses,  et 
que  par  conséquent  il  y a toujours  au  moins  deux  va- 
leurs de  X qui  satisfont  à l’équilibre. 

En  différentiant  l’équation  (3),  on  trouve 

ffo  6V^[7V-^- {107  — 6)/.*-+- 9</] 

T>.~  (i  4- •/>)  (9 -f. 

et  la  supposition  de  = o donne 

</X*  -f-  (io<7  — 61 X’  -t-  gy  = o; 

<l’où  l’on  tire 

(.e  soni  les  valeurs  de  X“  qui  corre.spondeni  aux 


qvv 

(les 

C0| 

pu 

îi‘, 


leu 

po 

su 


il 

H' 

V; 

O] 

r 
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valeors  maxima  el  minima  de  l'ordonnée  f.  Comme 
ces  valeurs  ne  sont  qu’au  nombre  de  deirx,  il  est  clair 
que  f n’a  qu’un  maxUnum  et  un  minimum  'du  côté 
des  abscisses  positives,  ce  qui  exige  que  la  courbe  ne 
coupe  l’axe  des  abscisses  qu’en  trois  points,  en  y com- 
prenant l’origine.  Il  n’y  a donc  que  deux  valeurs  de 
X*  qui  répondent  à l’équilibre. 

L’équation  (5)  détermine  aussi  une  limite  des  va- 
leurs de  q,  au  delà  de  laquelle  l’équilibre  n’est  plus 
possible  avec  une  figure  elliptique.  En  effet,  si  l’on 
suppose 


il  est  clair  qu’en  donnant  à q une  valeur  plus  grande 
que  celle  qui  est  déterminée  par  cette  équation,  la 
valeur  de  X*  qui  en  résultera  sera  imaginaire;  les 
ordonnées  9 ne  seront  donc  susceptibles  ni  de  maxi- 
mum ni  de  minimum,  et  la  courbe  ne  coupera  jamais 
l’axe  des  abscisses.  L’équation  précédente  donne 

q = 0,3750,  d’où  l’on  tire  X = i ,73aa  ; 

mais  on  peut  assigner  à ces  deux  quantités  des  limites 
plus  approchées. 

Pour  cela,  j’observe  qu’il  peut  arriver  que  la  courbe 
soit  simplement  tangente  à l’axe  des  abscisses  sans  le 
couper;  on  a alors  à la  fois  r/ç  = o et  y = o. 

La  première  de  ces  équations  donne 



II. 
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et  cette  valeur,  substituée  dans  l’équation  (3),  donne 


arc.tang) 


« 

7 + 3o  -f-  27  ■>. 

(7^T>)(3  + i*)(9  + x>j 


7 9^ 


Cette  dernière  équation,  en  la  résolvant  par  ap- 
proximation, donne 

A = 3,5292,  d'où  l’on  tire  17  = 0,33701, 


le  rapport  de  l’axe  de  l’équateur  à l’axe  des  pôles 
étant  exprimé  par  la  quantité  \J\  -+-  X'^,  il  .est,  dans  ce 
cas,  égal  à 2,7197. 


Nous  avons  supposé  généralement  a = , — ; soit  T 

1 ^ P 

le  nombre  de  secondes  que  l’ellipsoïde  emploie  à faire 


une  révolution  autour  de  son  axe,  sera  la  vitesse 

dont  est  animée  la  molécule  située  à runilé  de  dis- 
tance de  l’axe  de  rotation,  et  la  force  centrifuge  de 

cette  molécule  sera  on  aura  donc 


11  suit  de  là  que,  pour  les  masses  de  mémo  densité, 
les  quantités  ij  sont  proportionnelles  à la  force  cen- 
trifuge correspondante  au  mouvement  de  rotation, 
ou  en  raison  inverse  du  carré  du  temps  de  la  rota- 
tion. La  valeur  de  7,  par  r.qiport  à la  Terre,  est  de 
0, 00344957,  et  la  durée  de  la  rotation  de  cette  pla- 
nète de  (é, 99727;  d’où  l’on  peut  conclure  que  pour 
une  masse  fluide  de  même  densité  que  la  Terre,  la  du- 
rée de  la  rotation  correspondante  à la  limite  0,33701 
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Je<j,  serait  (le  O*,  1 0090.  l^a  masse  fluide  De  pouna 
doue  pas  être  en  (’cpiilibre  avec  une  figure  ellipticpie 
de  révolution,  si  le  temps  de  sa  rotation  est  moindre 
que  01,10090;  et  s’il  surpasse  cette  limite,  il  y aura 
toujours  deux  figures  elliptiques,  mais  non  davantage, 
qui  satisferont  aux  conditions  d’ikpiilibre. 

Nous  avons  supposé  jusqu’ici  l’ellipsoïde  aplati 
aux  pôlesj  voyons  maintenant  si  l’équilibre  pourrait 
exister  avec  une  figure  eHi|)tique  allongé'c  vers  les 
pôles.  Il  faut,  dans  ce  cas,  fiire  X’  négatif;  soit  doue 
X*  = — X'^,  la  quantité  X'*  étant  supposée  positive  et 
plus  petite  (pie  l’imité,  jiarce  (pie  sans  cela  v 1 -t-  X'* 
devenant  imaginaire,  rellipsoïde  se  changerait  en  un 
liyperboloïde.  Si  à la  place  de  X on  substitue  sa  valeur 
±.X' — 1 dans  l’équation  (4),  ou  trouve 

' / — : fi V»  [(■->'•)  (9 ->'■)? + 6).'-] 

rfV  ' (,_V>)(9  — 3V>)> 

et  pour  (pie  l’ordonnée  ip  soit  un  maximum,  il  faudra 
supposer 

(i-X'»)(9  -X”)7  h-6X'“=  O. 

Or  il  est  évident  (pie  tous  les  termes  de  celte  équa- 
tion étant  positifs  lor.s(pi’on  donne  à X'*  une  valeur 
comprise  entre  X'*  = o et  X'*  = 1,  cette  i*quatiou  est 
alors  im|)ossiblc  : la  courbe  ne  coupe  donc  jamais 
l’axe  des  abscisses  entre  ces  limites;  il  n’y'  a doue  pas 
d’é(piilibre  possible  avec  une  figure  ellipticpie  allon- 
gée vers  les  piâles. 

28.  Nous  n’avons  considéré  dans  ce  (pii  précédé 
que  l’ellipsoïde  de  révolution,  parce  que  ce  cas  est  en 

23. 
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effet  le  seul  qui  puisse  convenir  à la  figure  des  corps 
planétaires,  mais  il  est  curieux  d’examiner  si  l’équi- 
libre pourrait  encore  subsister  dans  le  cas  général  d’un 
ellipsoïde  quelconque. 

Pour  cela,  reprenons  l’équation 

g /j'«  _ y 

B C 

Si  l’on  substitue  pour  6 et  -y  ou  ^ et  - leurs  valeurs, 
n”  9,  en  faisant,  pour  abréger, 

ou  trouvera 


3 M r r A ’ x’  r/x 

~l?lj  U(n-Vx>) 


A"’xV/x 
H(i+ Vx^) 


Les  deux  intégrales  qui  entrent  dans  cette  expres- 
sion, ayant  les  mêmes  limites,  on  peut  les  réduire  en 
une  seule,  et  en  vertu  des  valeurs  de  X’  et  X'*,  n®  9, 
l’équation  précédente  deviendra 

(fr-  - 4-)  (4’>  - 

On  voit  donc  que  l’on  peut  satisfaire  à cette  équation 
on  faisant  A' = h",  ce  qui  est  le  cas  de  l’ellipsoïde  de 
révolution  que  nous  venons  de  considérer  u“*  2(î 
et  27,  ou  bien  h'  et  h"  ayant  des  valeurs  quelconques, 
en  supposant 

/x’  r/x  ( 1 — x’ ) n- 

“ Tm  ■ 

Cette. é(ptation  donnera  le  rapport  qui  doit  exister 
entre  les  trois  axes  de  l’ellipsoïde  pour  que  l’écpiilibre 
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soit  possible  avec  une  vitesse  de  rotation  donnée. 

Si  des  deux  équations  (a),  n"2G,  on  climine  n*  en 
observant  que  l’on  a 

— = i + et  5jT  = ï + ^ 
on  trouvera  la  suivante: 


a = (S-y). 


(i  + V)(i-H  V) 
V’— X' 


Eu  substituant  pour  a,  § et  y leurs  valeurs,  on  aura 


ou  bien,  en  réduisant, 


" x’fix(i  •—  x’)  (i  — X*X'’x’)  _ 

iü  ~ 


. Cette  équation  détermine  le  rapport  qui  doit  exister 
entre  X et  X'  pour  que  l’équilibre  .soit  possible,  en  sorte 
que  l'une  de  ces  deux  quantités  étant  donnée,  on  en 
conclura  aussitôt  la  seconde.  On  voit,  par  cette  équa- 
tion, que  si  X étant  quelconque,  on  suppose  X'=  o,  la 
valeur  de  l’intégrale  sera  positive;  si  l’on  suppose 
ensuite  cette  valeur  égale  à oo  , la  valeurde  l’intégrale 
sera  négative;  il  y aura  donc  toujours  entre  zéro  ét  l’in- 
fini nue  valeur  réelle  de  X',  qui  rendra  nul  le  premier 
membre  de  l’équation  précédente,  et  qui,  par  consé- 
quent, satisfera  à l’équilibre. 

Pour  que  l’équation  précédente  puisse  subsister,  il 
faut  supposer  X’ X'*  > i,  car  sans  cela  tous  les  élé- 
ments de  l’intégrale  du  premier  membre,  prise  etilre 
les  limites  zéro  et  l’unité,  étant  positifs,  leur  somme 
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ne  poinrail  jamuis  devenir  nnlle.  Or,  la  condition 
précédente  peut  s’écrire  ainsi  : X’  > " et  les  va- 
leurs de  X*  et  X'*,  n°  9,  donnent 

^ — A’  ’ I -H  V’ ~ A"’’ 
il  faut  donc,  pour  l’équilibre,  supposer 

I l I 

Âî  ^ F’  F>‘ 

Or  celte  condition  établit  entre  les  trois  axes  de  l’el-, 
lipsoïde  une  disproportion  beaucoup  trop  grande 
pour  que  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  puisse 
être  d’aucune  application  dan%  la  théorie  des  corps 
célestes. 

Il-résulte,  de  ce  qui  précède,  que,  bien  que  les  con- 
ditions d’équilibre  d’une  masse  fluide,  douée  d’un  . 
mouvement  de  rotation,  puissent  subsister  à la  ri- 
gueur avec  un  ellipsoïde  à trois  axes  inégaux,  on 
peut  continuer,  comme  les  géomètres  l’ont  fait  jus- 
qu’ici, à sujiposer,  dans  la  question  qui  nous  occupe, 
à la  masse  fluide  une  figure  de  révolution;  le  pro- 
blème est  aldrs  susceptible  d’une  solution  complète, 
parce  que  les  attractions  de  la  masse  fluide  s’obtien- 
nent dans  ce  cas  sons  forme  finie. 

29.  Considérons  maintenant  les  variations  de  la  pe- 
santeur à la  surface  de  l’ellipsoïde.  La  pesanteur  est  l.â 
résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  un  point 
matériel  placé  à cette  surface.  .Soit  p celte  résultante; 
en  désignant  comme  précédemment  par  ira,  A6,  cy  les 
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attractions  de  l’ellipsoïde,  par  n sa  vitesse  de  rota- 
tion, on  aura 

P ^'”{7  — ''■*)• 


Il  résulte  d’abord  de  cette  équation,  que  la  pesan- 
teur aux  différents  points  d’un  rayon  du  sphéroïde 
est  proportionnelle  à leurs  distances  du  centre;  en 
sorte  que  si  l’on  connaît  la  pesanteur  à la  surface, 
on  aura  immédialeinent  celle  qui  s’exerce  dans  l’in- 
térieur de  l’ellipsoïde. 

Considérons  en  particulier  l’ellipsoïde  de  révolu- 
tion :'on  a,  dans  ce  cas, 

’) 

P = y -H  <-•“)  (ê  — W*)’, 

t 

d’oïl,  eu  vertu  de  l’équation  (6),  ou  tire 


On  a d’ailleurs,  par  l’équation  de  l’ellipsoïde, 


i’  -1-  c’  «' 

~ “ F ’ • 

par  conséquent, 

et 

A l’équateur,  ou  a u = o,  et,  par  suite,  p = — ; aux 

pôles,  on  a rt  = A et  P = a/i;  la  pesanteur  aux  pôles 
est  donc  à la  pesanteur  à l’équateur,  comme  le  dia- 
mètre de  l’équateur  est  à l’axe  des  pôles. 


30.  Déterminons  la  relation  qui  existe  en  général 
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à la  surface  de  l’ellipsoïde  entre  la  pesanteur  et  la  la- 
titude. Si  l’on  nomme  t la  normale  à l’ellipsoïde  pro- 
longée jusqu’à  la  rencontre  de  l’axe  de  révolution,  et 
qu’on  prenne  pour  plan  des  x,  le  méridien  pas- 
sant par  le  point  de  l’ellipsoïde  que  l’on  considère, 
on  aura,  en  nommant  a et  b les  coordonnées  de  ce 
point, 

On  aura  donc 

A'  at 
P i 


d’où  il  suit  que  la  pesanteur  est  proportionnelle  à là 
normale  de  l’ellipsoïde  prolongée  jusqu’à  Taxe  de  ré- 
volution. 

Nommons  le  complément  de  l’angle  compris 
' entre  la  normale  et  l’axe  de  révolution  ; tj;  sera  la  la- 
titude du  point  de  l’elUpsoïde  que  l’on  considère  ; on 
aura  ainsi  b = /cosvj;.  Si  l’on  substitue  cette  valeur 
dans  l’équation  de  l’ellipse,  et  qu’ensuite  on  élimine, 
à l’aide  de  l’équation  résultante,  a de  la  valeur  pré- 
cédente de  t,  on  trouvera 


/ /i'>— 

• V ' '1' 

on  aura  donc 


y/.-t- 


4'»-  A’ 


COS’i|( 


Si,  dans  cette  équation,  on  substitue  pour  a sa  \alenr, 
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P = 


4irpA  (i  -t-  X’)  (X  — arc  tangX) 
X’  + X’ cos*'^ 


On  aura,  au  moyen  de  cette  équation,  la  pesan- 
teur correspondante  à une  latitude  donnée;  il>  ne 
s’agit  plus,  pour  en  faire  usage,  que  de  déterminer 
les  constantes  qu’elle  renferme. 

En  nommant  T le  nombre  de  secondes  que  l’ellip- 
soïde emploie  à faire  une  révolution  autour  de  son 

ijil 

T* 

axe^  nous  avons  trouvé,  n®  27 . q=  -, — ; on  tire  de  là 

, 12  jr’ 

'i'P=7ïr' 

Soit  c la  longueur  d’un  degré  du  méridien,  mesuré 
à la  latitude  i|^  ; le  rayon  osculatcur  de  ce  méridien 

est,  par  la  nature  de  l’ellipse,  — On  aura 

(i-HX*cos’i|()’ 

par  conséquent 

— -,  = i8oc;  (G) 

(i-t-  X’  cos’ij»)’ 

et  celle  équation,  combinée  avec  .la  précédenlc,  don- 
nera 

= i8o  c (i  X*  eos» 

V'i“hA’cos*^  7^ 

La  valeur  de  />  deviendra  ainsi 

O f ^2  J , xX  — arc.langX  17.  T 
/I  = I 8o  C ( I -4-  }?  COS=  <\>  ) , 
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éqiinlion  qui  ne  renferme  plus  que  </  d’inconnu.  Si 
l’on  nomme  l la  longueur  du  pendule  simple  qui  fait 
ses  oscillations  dans  une  seconde  de  temps,  on  aura, 
n“  17,  livre  ir,  p = n*/.  En  substituant  pour  p cette 
valeur,  l’équation  précédente  donnera,  pour  déter- 
miner (/, 

• 9. 1 6o.c.( I cos’ — arctanp).) 

9 — TtVit’ 

Cette  équation,  combinée  avec  l’équation  (3)  du 
n"27,  fera  connaître  la  valeur  de  q,  et  celle  de  X, 
au  moyen  de  la  longueur  du  jiendule  à secondes  et  . 
de  la  grandeur  du  degré,  observées  l’une  et  l’autre  à 
la  latitude  tj;. 

Supposons  = 45°  et  q une  très-petite  quantité, 
comme  cela  a lieu  pour  la  Terre  ; ces  équations  don- 
neront, en  les  développant, 


On  a trouvé,  par  la  mesure  de  l’arc  du  méridien 
terrestre,  et  par  l’observation  du  pendule  qui  bal  les 
secondes  sous  leq)aralléle  de  45“, 

c=iniii™,  Z = o™,993452. 

On  a de  plus  T = 86164";  on  conclura  de  là 
ly  = 0,0034496;  X*=  0,0086877. 

Cette  dernière  valeur  donne  y'  i -t-  X“  = t ,oo43344  ; 
c’est  le  rapport  de  l’axe  de  l’équateur  à celui  du  pôle; 
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ces  deux  axes  sont  à très-peu  près  entre  eux  comme 
a3i,7  est  à a3o,7,  et  les  pesanteurs  aux  pôles  et  à 
l’équateur  sont,  comme  on  l’a  vu  n“  29,  dans  le 
même  rapport. 


Lîi  quantité  exprime  aux  quantités  près  du  se- 
cond ordre  Vaplatissement  du  sphéroïde,  c’est-à-dire 
l’excès  de  l’axe  de  l’équateur  sur  l’axe  du  pôle  di- 
visé par  le  premier  de  ces  axes  : on  a,  j)ar  ce  qui  pré- 
cède, aux  quantités  près  du  même  ordre,  AX®  = ^ç. 
Cette  équation  établit  un  rapport  qui  doit  toujours 
exister,  j)our  les  sphéroïdes  homogènes  très-peu  diffé- 
rents de  la  sphère,  entre  l’aplatissement  du  sphéroïde 
et  la  quantité  (ji  qui  ex|)rime  dans  cette  hypothèse  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à la  pesanteur  sous.l’é- 
quateur.  En  effet,  nous  avons  supposé  généralement 

q = , — le  rayon  de  l’équateur,  h'  //*  exprimera 


la  force  centrifuge  d’un  point  situé  sous  l’équateur, 
et  ^rrp//  l’attraction  que  le  sphéroïde  exerce  sur  ce 
même  point.  Le  rapport  de  ces  deux  forces  aura  donc 


«’v^i  -H  . , . . , 

pour  expression  — -, — - — > quantité  qui  coïncide  avec 


la  valeur  supposée  à q lorsqu’on  néglige  les  quantités 
de  l’ordre  X’.  Par  conséquent,  lorsqu’un  fluide  ho- 
mogène tourne  autour  d’un  axe  flxtv,  son  aplatisse- 
ment est  égal  à cinq  fois  la  force  centrifuge  à l’équateur 
divi.sée  par  tpiatre  fois  l’altr.ictioii  à la  surface.  Nous, 
avons  vu,  d’ailleurs,  que  dans  ce  cas  la  pesanteur  au 
pôle  est  à la  pesanteur  à l’équateur  comme  l’axe  de 
l’éipiateur  est  à l’axe  du  pôle:  d’où  l’on  peut  conclure 
que  l'excès  de  la  pesanteur  au  [lôle  sur  la  pe.santeur  à 
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l’équateur,  divisé  par  la  première  de  ces  quantités,  est 
précisément  égal  à l’excès  de  l’axe  de  l’équateur  sur 
l’axe  du  pôle  divisé  par  le  premier  de  ces  deux  axes, 
ou  à X aplatissement  du  sphéroïde;  la  somme  de  ces 
deux  quantités  est  donc  égale  au  double  du  rapport 
précédent,  c’est-à-dire  que  l’on  a 


Nous  verrons  que  cette  équation  subsiste  encore 
dans  le  cas  où  l’on  suppose  le  sphéroïde  compqsé  de 
couches  superposées  dont  la  densité  décroît  dû  centre 
à la  surface;  mais  dans  ce  cas  les  deux  termes  du  pre- 
mier membre  ne  sont  plus  égaux  entre  eux  comme 
dans  le  cas  d’un  fluide  homogène  ; il  suffit,  en  effet, 
pour  que  l’équation  (o)  soit  satisfaite,  que  leurs  va- 
leurs varient  en  sens  contraire,  de  manière  que  leur 
somme  soit  une  quantité  constante  et  égale  à | c’est- 
à-dire  à cinq  fois  la  moitié  du  rapport  de  la  force  cen- 
trifuge à la  pesanteur  scAis  l’équateur. 

On  peut  encore  déterminer  le  demi-grand  axe  h du 
pôle  au  moyen  de  l’équation  (6).  En  effet,  en  faisant 
ij;  = 45"^  on  en  tire 

U = (r-  XX* 

7r(n-  a’)  »r  ' ♦ ’ 


d’où  il  résulte,  en  réduisant  cette  formule  en  nombres, 

h — 63Sa534“- 

Il  est  à remarquer  que  la  limite  que  nous  avons 
trouvée  pour  <jr,  n"  27,  n’est  pas,  comme  on  aurait 
pu  l’imaginei’,  celle  où  le  fluide  commencerait  à se 
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dissiper  en  vertu  d’un  mouvement  de  rotation  trop 
rapide.  En  efiet,  on  a vu,  n°  29,  cpic  la  pesanteur  aux 
pôles  est  a la  pesanteur  à l’équateur  dans  le  même 
rapport  que  le  diamètre  de  l’équateur  est  à l’axe  des 
pôles:  rapport  qui, dans  ce  cas,  est  celui  de  i 
d’où  il  faut  conclure  que  si,  au  delà  de  la  limite 
0,33701  de  <ji,  l’équilibre  ne  peut  subsister  avec  une 
figure  elliptique,  c’est  qu’il  est  alors  impossible  de  don- 
ner à la  masse  fluide  une  figuré  elliptique  telle,  que  la 
résultante  de  ses  attractions  et  de  la  force  centrifuge 
soit  perpendiculaire  à sa  surface. 

51.  Nous  venons 'de  voir,  n"  27,  que,  pour  un 
mouvement  de  rotation  donné,  il  sera' toujours  pos- 
sible d’assigner  deux  figures  elliptiques  de  révolution  . 
qui  satisferont  aux  conditions  d’équilibre;  mais  il 
n’eu  faut  pas  conclure  que  ces  deux  états  d’équilibre 
correspondent  à la  même  force  d’impulsion  primitive, 
parce  que  le  mouvement  de  rotation,  que  prend  la 
masse  fluide,  dépend  non-seulement  de  l’intensité  de 
cette  force,  mais  encore  de  la  manière  dont  elle  lui  est 
appliquée. 

En  effet,  considérons  une  masse  fluide  agitée  pri- 
mitivement par  des  forces  d’impulsion  quelconques, 
et  ensuite  abandonnée  à elle-même  et  à l’attraction 
mutuelle  de  toutes  ses  parties.  Par  le  centre  de  gra- 
vité de  la  masse,  concevons  un  plan  qui  soit  celui 
par  rapport  auquel  la  somme  des  aires  tracées  par 
chacune  des  molécides  du  fluide,  multipliées  par  leurs 
masses,  est  un  maximum  ; ce  plan  consc^^  era  sans 
cesse  cette  propriété,  et  lorscpie,  après  diverses  oscil- 
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iations  du  fluide,  sou  mouvement  deviendra  un  mou- 
vement uniforme  de  rotation  autour  d’un  axe  fixe, 
l’équatenr  de  la  masse  se  confondra  avec  le  plan 
maximum  des  aires,  et  l’axe  de  rotation  seia  per- 
pendiculaire à ce  plan.  Soit  donc  Mdt  la  somme  des 
aires  décrites  pendant  l’instant///,  à l'époqne  où  la 
masse  commenjce  à s’agiter,  par  les  projections  de 
chacune  des  molécules  fluides  sur  ce  plan,  multipliées 
par  Jes  masses  de  ces  molécules;  celle  somme  res- 
tera constamment  la  même  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement.  Or  si  l’on  désigne,  comme'nous  l’a- 
vons fait,  par  n,  la  vitesse  angidaire  de  rotation  com- 
mune à toutes  les  molécules  de  la  masse,  et  par 
la  distance  de  la  molécide  dm  à l’axe  de  ro- 
* talion,  l’aire  décrite  par  cet  élément,  projetée  sur  le 
plan  de  l’écpiateur  et  mnltipliée  ]>ar  sa  masse,  au  bout 

du  temps  dt,  sera  -(-  c*)  dm.  On  aura  donc 

^ S . (ù*  -I-  c®  ) dm  = H, 

riiilégralc  S devant  s’étendre  à la  masse  entière  du 
fluide. 

Or,  S . est  le  moment  d’inertie  delà 

masse  relative  ù l’axe  de  révolution.  I*ar  la  nature  des 

ellipsoïdes,  ce  moment  est  égal  à ■ ù*.  (i -l- X*  )*. 

On  aura  donc 

IVailleiirs,  en  désignant  par  M la  mas.se  du  fluide. 
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on  a 

h\{i  + )})  = U. 


Au  nioyc'ii  de  cos  deux  équations,  on  trouve 


M 


Nous  avons  représenté  par  ty  cette  quantité,  dans 

1 

le  11°  2G;  en  faisant  donc  iy'=  , 


on  aura 


M 


q =<y'(i-f-X-)  *,  et  l’étpiation  (a)  du  même  numéro 
deviend  ra 

^ I 

qX  4-  2f/'X’  (i-i-X’)  • . 

^ arc  taiiü  A = o. 

q 4-  i 


On  détérniiiiera  X au  moyen  de  cette  équation,  et 
en  substituant  sa  valeur  dans  l’expression  de  M,  on 
en  déduira  la  valeur  de  h. 

Nommons  tp  la  fonction  que  représente  le'premier 
membre  de  l’équation  précédente;  cette  fonction  doit 
être  éfîale  à zéro,  pour  satisfaire  aux  conditions  d’é- 
quilibre; elle  commence  par  être  positive  si  l’on  stqi- 
jiose  très-petite  la  valeur  de  X,  et  elle  devient  négative 
lorscpi’on  suppose  X Vnfini.  Il  y a donc  toujours  entre 
ces  deux  limites  une  valeur  de  X qui  satisfait  à l’équa- 
tion ç = O.  Par  conséquent,  quel  que  soit  ç>',  il  y a 
toujours  une  figure  elliptique  qui  convient  à l’équi- 
libre de  la  masse  fluide. 
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En  différcnti;int  la  valeur  de  tp,  on  trouve 

.1,  |^+'8v'-[*-7:+«8(.  + V)ï]j 

La  valeur  de  X,  qui  correspond  à tp  =’o,  rond  négative 
la  fonction 

2^+,8<7'-[X*7'-+- i8(n-X’)*J. 

Cette  fonction  conserve  ensuite  toujours  le  même 
signe  à mesure  qu'on  fait  croître  la  valeur  de  X,  parce 

que  la  partie  positi  ve^  + 189'  diminue  sans  cesse, 

f 

tandis  que  la  partie  négative  — [X*<y'-4-  i’  (i  -t-  X*)'] 
augmente.  La  courbe  dont  tp  représente  l’ordonnée, 
ne  peut  donc  couper  une  seconde  fois  l’axe  des  ab- 
scisses, et,  par  conséquent,  il  n’y  a qu’une  seule  valeur 
de  X qui  satisfasse  aux  conditions  de  l’équilibre. 

Concluons  donc  de  ce  qui  précède  : 1°  qu’«ne 
masse Jlui</e  homogène,  douée  d un  mouvement  de  rota- 
tion autour  d'un  axe  fixe,  peut  toujours  être  en  équi- 
libre avec  deux figures  elliptiques  différentes  ,•  2”  que 
pour  nue  même  force  d impulsion  primitive,  il  rij  a 
qu'une  seule  figure  elliptique  qui  satisfasse  h l’équi- 
libre. 

I.e  premier  de  ces  résultats  suppose  que  la  durée 
de  la  rotation  de  la  ma.ssc  fluide  n’est  pas  au-dessous 
de  la  limite  (pie  nous  lui  avons  assignée  n"  27  ; mais 
(jiiand  bien  même  cette  condition  ne  sinait  pas  rem- 
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plie  à l'origine  du  inouvemeul,  il  n'en  linKlrail  pas 
concinrc  que  l’équilibre  sera  à jamais  impossible  avec 
une  figure  elliptique.  On  conçoit,  en  eflet,  tpic  la 
ma.sse  fluide,  après  diverses  oscillations,  peut  s’aplatir 
do  pins  en  pins  sans  cesser  d’être  continue,  en  \ertn 
de  la  ténacité  de  ses  parties.  La  durée  de  la  rotation 
augmente  ainsi  progressivement,  et  elle  finit  par  at- 
teindre la  limite  qui  convient  à l’équilibre.  La  masse 
fluide  prend  alors  la  figure  d’un  ellipsoïde;  et  l’on 
voit,  en  elfet,  par  le  second  des  théorèmes  précédents, 
qui  a tonte  l’étendue  possible,  que,  quelles  quesoieiit 
les  forces  primitivement  imprimées  A ce  fluide,  on 
peut  toujours  assigner  une  figure  elliptique  qui  satis- 
fasse à son  équilibre.  En  général,  cette  figure  est  uni- 
que, et  elle  est  déterminée  par  la  natui-e  dt's  forces  ipii 
ont  produit  le  mouvement.  L’axe  de  rotation  est  celui 
des  axes  passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  niasse, 
par  ra|)port  auquel  la  somme  des  monieiüs  des  forces 
primitives  du  système  était  un  maximum. 
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CHAPITRE  V. 

DE  LA  FIGURE  QUI  CONVIENT  A L’ÉQUILIRRE  d’UNE 
MASSE  FI.UIDE  HOMOGÈNE  OU  HÉTÉROGÈNE,  DOUÉE 
d’un  mouvement  de  rotation,  et  DONT  LA  FI- 
GURE PRIMITIVE  EST  SUPPOSÉE  TRÈS-PEU  DIFFÉ- 
, RENTE  DR  LA  SPHÈRE. 


52.  Nous  venons  de  démontrer  que  l’ellipsoïde  de 
révolution  satisfait  aux  conditions  d’équilibre  d’une 
masse  fluide  homogène  douée  d’un  mouvement  de 
rotation  autour  d’un  axe  fixe,  et  nous  avons  déve- 
loppé les  lois  que  suit  la  pesanteur  et  la  diminution 
des  degrés  du  méridien  à la  surface  d’un  semblable 
sphéroïde.  Il  nous  reste  à examiner  maintenant  si  la 
surface  elli|)tique  est  la  seule  qui  remplisse  les  con- 
tlitions  précédentes,  et  s’il  existe  plusieurs  figures  de 
difléi-enfes  natures  qui  conviennent  à l’équilibre.  Cette- 
question,  dans  toute  sa  généralité,  surpasse  les  forces 
de  l’Analyse;  mais  on  parvient  à la  résoudre  en  la 
l'estreignaut  et  eu  supposant  la  figure  de  la  masse 
fluide  très-peu  dilïéiente  de  la  sphère.  Cette  hypo- 
thèse est  d’ailleurs  conforme  à la  nature,  puisque  . 
tous  les  corps  célestes  ont,  à très-peu  près,  la  forme 
sphérique,  et  ([u’on  peut  présumer  que  leurs  molé- 
cules, en  se  rapprochant  par  la  condensation,  ont  con- 
servé entre  elles  la  même  disposition  qu’elles  avaient 
à l’état  fluide. 
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• Reprenons  l'équation  de  l'équilibre  d’une  nuissc- 
'fluide  homogène  trouvée,  n"  38,  livre  1",  et  donnons- 
lui  celte  forme 

V -f-  N = const.,  {n) 

N représentant  généralement  l’intégrale  de  toutes  les 
forces  étrangères  aux  attractions  du  sphéroïde  qui 
agissent  sur  les  points  de  sa  surface.  Si  l’on  suppose, 
comme  cela  a lieu  pour  la  Terre,  la  Lune,  Jupiter  et 
tous  les  corps  célestc's,  Saturne  excepté,  ([ue  la  seule 
force  étrangère  c[ui  agit  sur  la  masse  fluide  est  la  force 
centrifuge  provenant  du  mouvement  de  rotation,  on 
aura 

N = 

O,  b et  c désignant  les  coordonnées  rectangulaires 
d’un  point  quelconque  de  la  surface,  et  g la  force  cen- 
trifuge du  j)oint  situé  à ruuité  de  distance  de  l’axe 
de  rotation,  g étant  d’ailleurs  une  très-petite  quantité, 
parce  que  la  supposition  que  la  masse  fluide  diffère 
peu  de  la  forme  sphérique,  exige  que  les  .forces  qui 
l’en  écartent  soient  elles-mêmes  très-petites. 

Plaçons  l’origine  des  coordonnées  au  centre  de  gra- 
vité de  la  masse;  soient  / le  rayon  vecteur  mené  de 
ce  centre  à la  surface,  6 l’angle  qu’il  forme  avec  l’axe 
de  rotation,  et  u l’angle  que  forme  le  plan  qui  passe 
par  le  rayou  ret  par  Taxe  de  rotation,  avec  le  plan 
des  X,  .7^  ; on  aura 

/7  = rcosô,  é = / sinô  Costa,  c = / sin0 sin u. 

La  valeur  de  N deviendra  ainsi, 

N = i g/  * sin»  3 = i gr^  - t gj  (cos>  3 - i), 

. ’!)• 
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Pt  en  la  substituant  dans  l’equatiou  d’équilibre,  ou 
aura  ' ■ ' 

V + {gr^  — l-gr’  (cos’5  — -J)  = coust.  (A) 

On  verra  bientôt  pour  quelle  raison  nous  avons  donné 
à N la  forme  précédente. 

Supposons  maintenant,  conformément  à l’hypo- 
thèse, la  figure  de  la  masse  fluide  peu  difléreute  de 
la  sphère  ; on  aura  dans  ce  caSj  n”  21 , 


3r  '‘I.  3v 


5r^ 


]• 


On  peut  faire  disparaître  de  cette  valeur  les  termes 
en  Yq  et  Y,  en  prenant  pour  a le  rayon  de  la  sphère 
égale  en  solidité  au  sphéroïde,  et  en  plaçant  l’origine 
des  rayons  r à son  centre  de  gravité.  Si  l’on  substitue 
ensuite  cette  valeur  dans  l’équation  (/;),  on  aura 


4îra<j'  r, 

'v 


Y,-i-  — . Y,-t-  ...  N-  ; gr^—  4 gr\{cos^0—  J ) 


(O 


= ronst., 


et  tous  les  termes  de  cette  équation  jouiront  de  la 
propriété  de  satisfaire  à l’équation  aux  différences  par- 
tielles 


. >10 
siiiOr/6 


1 </-Y, 

sin'O 


>l\rYi 

dr> 


Y,  étant  une  fonction  rationnelle  et  entièi-e  des 
trois  quantités  /ji,  • — p.*cosw,  y i — sinw  ou 
cos9,  .sin9  cosoo  et  sinô  siuw,  du  degré  i. 

Il  est  aisé  de  voir,  en  effet,  que  celte  équation 
est  satisfaite  lorsqu’on  y substitue  chacun  des  deux 
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termes igr®  et  — |gr*(cos*ô  — |)  à la  place  de  Y,, 
ce  qui  résulte  de  la  forme  particulière  que  l’on  a fait 
prendre  à la  fonction  N. 

Cela  posé,  on  a à la  .sut'facedusphéroïde  r=a  (i  + a/); 
en  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (c),  et  en 
négligeant  les  termes  du  second  ordre  en  a,  ainsi  que 
ceux  qui  sont  multipliés  par  ag  à cause  de  la  j)eli- 
tcsse  des  deux  facteurs,  on  aura 

(i  — ; Y, I, ça’ (cos’ fl  — -1) 

= const. 

Comme  la  constante  du  second  membre  est  arbitraire, 
on  peut  la  supposer  déterminée  par  l’équation 

Il 

h const.. 


et  l’équation  précédente  donnera  ainsi 


Or,  nous  avons  trouvé,  n®21,  pour  l’expression  gé- 
nérale de  jy  dans  les  sphéroïdes  peu  différents  de  la 
sphère,  l’origine  des  coordonnées  étant  au  centre  de 
gravité  du  sphéroïde, 

^ ^ J -4- Y, -t- Yi -i- . . . , 


Y,,  Y,,  Y«,  etc.,  représentant  dans  cette  expression 
les  mêmes  fonctions  que  celles  qu'elles  désignent  dans 
la  valeur  de  V. 

En  comparant  ces  deux  valeurs  de  y,  on  voit 
qu  elles  ne  sauraient  avoir  lieu  en  même  temps. 
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à moins  (|u’oii  n’ati  sépamnetil, 


Y — ^ 
1 2 6 


Yï  — - (cos»(5 


4 

3 ’ 


y r a 

Y3=o,  Y*  = o,  Y5=o,  etc. 
Do  la  première  de  ces  équations  on  tire 

(cob=  5 - {]. 


Y — A 

1 2 4 


Jy 

V aff 


Substituons  cette  valeur  dans  l’expression  de  jet 
faisons  pour  abréger-^  — <}-,q  désignant  comme  pré- 
cédemment, n"  30,  le  rapport  de  la  force  centriiuge 
à .la  pesanteur  sous  l’équateur,  et  devant  être  sup- 
posé une  très-petite  quantité  du  même  ordre  que  a, 
on  aura 

ay  = - ~ 

on  a d’ailleurs  . . 

r = n(i  -t-  aj). 

J/expression  du  rayon  de  la  surface  des  sphéroïdes 
ilevietidra  donc 

/■  = [ I - ^ 7 (cos“ 5 - ^î)  J.  [d] 

Cette  équation  appartient  à un  ellipsoïde  de  révo 

• / 1 . S <7 

lotion  dont  l'aplatissement  est  tres-petit  et  égal  a 

l’origine  des  coordonnées  étant  au  centre  du  spli 
roïde. 

Nous  voici  donc  parvenu  à démontrer  que  la  ligu 
elliptique  est  la  seule  qui  convienne;!  l’équilibre  vV  u 
masse  fluide  homogène,  douée  «l’un  mouveurt'iit 
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rotalion,  en  supposant  la  figure  primitive  de  C(ïUe' 
masse  peu  différeiUe  de  celle  de  la  sphère.  Nous  avons 
démontré,  dans  len“2l,  que  l’expressiou  de  y ne 
peut  se  développer  que  d’une  seule  manière,  en  série 
de  la  forme 

\ J + Yj  -I-  Y4, ...  ; 

on  peut  en  conclure  encore,  par  ce  qui  précède,  (jiic 
la  figure  elliptique  qui  satisfait  à l’équilibre  est  unique. 
.Si  l’on  suppose  9=0,  dans  l’équation  (r/),  on  a r=n\ 
d’où  il  suit  que  la  sphère  est  la  seule  figure  que  puisse 
prendre  dans  l’état  d’équilibre  u’ne  masse  fluide  ho- 
mogène et  immobile. 

53.  Nous  n’avons  en  égard,  dans  ce  qui  précède, 
fpi’aux  quantités  du  premier  ordre  par  rapjrort  à a, 
que  nous  avons  supposé  un  très-petit  coefficient  de 
l’ordre  de  l’aplatissement  dn  sphéroïde.  Quoique 
cette  approximation  suffise  ordinairement  à la  compa- 
raison de  la  théorie  à la  figure  des  corps  célestes,  il 
ne  sera  pas  inutile,  pour  donner  une  application  des 
fonnides  du  n"2i,  de  j)orter  l’approximation  jus- 
qu’aux termes  de  l’ordre  du  carré  de  a. 

Pour  cela,  il  nous  suffira  de  substituer  dans  l’équa- 
tion (ù),  n°  32,  à la  place  de  V,  sa  valeur  exacte  jus- 
c|u’aux  quantités  du  même  ordre.  En  supposant  à la 
surface  du  sphéroüle,  l’<‘xpression  du  rayon  vecteur 
de  cette  forme  r = a [i-+-  y.y  + a*  z),  et  faisant  comme 
dans  le  n"  2i, 

^ = ^0  -t  -.-, 

;■»=  Yj’’-»-.  . ., 

Z = Zq  -+■  Z,  -t-  Zj  -+-  Zj  -i- , ... 
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Zq,  Z|,  Zj,  etc.,  représentant  des  fonctions  de  mèm 
nature  que  celles  que  nous  avons  désignées  pai*  Yo 
^ n etc.,  il  est  aisé  de  voir  que  pour  avoir  égart 
aux  quantités  qui  résultent  de  l’introduction  du  ternit 
a? Z dans  l’expression  de  il  suffira  d’augmenter  res- 
pectivement chacune  des  quantités  Y„,  Y,,  Y'a,  etc., 
des  quiintités, correspondantes  a Zp,  aZ,,  aZ,,  etc., 
dans  les  expressions  (</)  de  Y du  n''2i;  on  trouvera 
ainsi,  relativement  aux  points  extérieurs,  en  négli- 
geant les  termes  de  l’ordre  a*, 


4 ^ 4 ^ * 

“ 3r  7~ 


Y.4- 

li' 

5 r’ 


-H  f (Y.-t-  ’ »Y[‘'-4-  *Z,)  " (Y,+  a«Y|’>-4-  aZ,) 


H 3 ( Y , 

7 /•’  ' 


:«Y 


A>) 


■ -4- ^ ( Y. -I- 3 a Y;’’-(- aZ.)-^...  ^ 


(Jn  fera  disparaître  de  cette  valeur  les  termes  en  Y,,, 
Y^'\  Zp  en  prenant  pour  a le  rayon  de  la  sphère  égale 

en  solidité  au  sphéroïde,  et  les  termes  en  Y,,  YJ'^  et  Z, 
en  plaçant  l’origine  des  rayons  r à son  centre  de  gra- 
vité. On  aura  ainsi  les  di'ux  équations  de  condition 
suivant(‘s  : 

Yo-t-  aY‘‘*-t-  cf.Z„  = o, 

V,  H-|aY|''-l-aZ,=  o. 


La  première  servira  à déterminer  la  quantité  Z„,  et 
la  seconde  la  quantité  Z,,  les  quatre  autres  quantités 

\y,  Yj,'  , Y,  et  Y*'*  étant  su|)posées  déterminées  par  la 
première  approximation. 
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En  substituant  t'iisuite  la  valeur  de  V dans  1 équa- 
tion (ft),  on  aura 


”3 


al  Y,  + a « Y'')  4-  « Z:  -H  ( Y.-t-  I a y;' V aZ. 

;•  5 "j  r 


5 a’’ 
9''" 


(Y.-f- 3aY;‘’-|- «Z, )-+••.. 


(A) 


-+-  iiî'’’—  i — J)  = const. 


Si  dans  cette  équation  ou  substitue  pour  r sa  valeur 
a (i  4- 4- a*2),  ■ qu’on  observe  qu’eu  supposant 

cofluue  précédenunent  = on  a par  la  première 

I ^ 

approximation  aYj=  — ^q[cos^0  — ^)  et  Yj=o, 
Y,  = o,  Y,=o,  etc.  Qu’on  fasse  pour  abréger  e=  —j(j 
et  qu’ou  néglige  les  termes  de  l’ordre  a’  et  a* <7,  ou 
trouvera 

* \ 

^ r*  { (.-3aj)(Y,4-2aY*;’4-aZ.)  J 

4-  ;-a(‘Y‘’>4-Z,)4-  ;a(3YU!-fZ,)-+-..  } 

— -+-2“r)  4-  ’.^-^(i4-aar)“Y,=const. 

ÎJous  pouvons  supposer  la  constante  du  second 
membre,  qui  est  arbitraire,  déterminée  par  l’équation 

(t  — |e)  — ^-y-  a*Zo  = cousf. 


J'-ii  com|)arant  ensuite  les  termes  affectés  de  la  pre- 
mière puissance  de  ot,  on  aura  d’abord  j'  = Y-,  comme 
cela  résidte  d’ailleurs  de  la  prcMuiére  approximation 
La  compaiaison  des  termes  multipliés  para’  doniieia 
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lie  niêiju! 


«’ î =a> , r Y,  -4-  I (a  y;''+  Z,)  + y;”  -h  Z,) 


v(') 


+ J a>i'3  Y;'*+  Z,)  + . . . - ï -4-  ; a VY,  -t-  a’  Z.,. 


]>a  fonction  ne  contenant  que  le  carré  de  cos^,  il 
i n résulte  évidemment  que  les  puissances  successives 
7"’,  j ’,  etc.,  de  cette  quantité  ne  renfermeront  que 
(les  [puissances  paires  de  ce  même  cosinus,  et  que,  par 

conséquent,  toutes  les  fonctions  Y['’,  Y[’’,  Yj'\etc., 
dont  l’indice  est  impair,  disparaîtront  de  leurs  expres- 
sions, on  aura  donc 


Y[‘’=o,  Y'’’=o,  Y|"=:o,  etc. 


la  seconde  des  équations  (/)  donnera  ainsi  Z,  = o,  et 
l’équation  précédente,  en  y substituant  pour  y sa  va- 
leur Y J,  deviendra  simplement 

a=*r.  = |a*{aY;''+ZO-l--'f 

-t- ^a»(3Y;"-f-Z.)  - |eaY,-4- a*Z„.  ’ 


Cette  équation,  jointe  à la  première  des  équations 
de  condition  ( /),  suffit  pour  déterminer  complètement  . 
l’expression  de  z.  En  effet,  si  l’on  y substitue  pour  z 
sa  valeur  Z„  -4-  Z,  -t-  Z,  -+-  etc.,  et  qu’on  compare  en- 
suite dans  les  deux  membres  les  fonctions  affectées 
des  mêmes  indices,  on  voit  d’abord  que  comme  les 
quantités  Y|'\  Y,'"’  ne  renferment  ipie  des  multiples 
pairs  de  cos5,  il  faudra  qu’on  ait  nécessairemeiil 

Zj  = O,  Zj  = ü,  Z,  = o,  etc.. 
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d’où  l’on  peut  conclure  d’abord  que  l’expi'ession  du 
rayon  vecteur  ne  conl,ient  que  des  fonctions  paires  de 
la  nature  des  fonctions  Y„,  et  que  par  conséquent  le 
sphéroïde  qui  satisfait  à l’équilibre  de  la  niasse  fluide, 
est  un  sphéroïde  symétrique  des  deux  côtés  de  son 
équateur.  Les  puissances  les  plus  élevées  de  cos6  qui 
renferment  la  quantité  y',  étant  du  quatrième  ordre, 
il  est  évident  encore  que  la  comparaison  des  termes 
semblables  dans  les  deux  membres,  après  qu’on  aura 
substitué  pour  s sa  valeur,  donnera 

Z,  = o,  Z,  = O,  etc. 

L’exprassion  de  o?  z se  réduit  donc  finalement  à la 

> 

suivante  : 


Iæs  fonctions  Y^’’,  Y*'*  sont,  par  leur  nature,  indé- 
pendantes de  l’angle  u comme  L>  fonction  Y,  dont 
elles  dérivent,  fa  fonction  s en  sera  donc  pareillement 
indépendante,  et,  par  conséquent,  le  sphéroïde  qui  sa- 
tisfait à l’équilibre,  est  un  sphéroïde  de  révolution. Sub- 
stituons maintenant  pourYj,  Y*'*  et  Y,"^  leurs  valeurs 

dans  l’équation  précédente,  en  faisant,  comme  dans  le 
n”  18, 


On  troiivera  aisément,  par  le  procédé  du  n” 

et  en  observant  que  d’après  la  valeur  de  Y 2,  donné*' 
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parla  première  approximation,  on  a Yj=  eKa,  oi 
aura 


Nous  avons  supposé  précédemment 

en  comparant  ces  deux  expressions,  on  aura  donc 


a’Y^‘'=;e=F„  a>Y;‘’=  F... 


Si  l’on  substitue  ces  deux  dernières  valeurs  ainsi 
que  celle  de  z dans  l’équation  (g),  qu’on  compare 
ensuite  les  termes  qui  contiennent  des  fonctions  sem- 
blables dans  les  deux  membres,  on  en  conclura  aisé- 
ment 


Les  deux  fonctions  Zj  et  Z,  qui  entrent  dans  la  va- 
leur de  2,  se  trouveront  ainsi  déterminées;  quant  à la 
fonction  Zg,  elle  est  déterminée  par  là  première  des 
équations  (/),  et  comme  on  a par  la  première  approxi- 
mation Y(,=  O,  on  en  conclut  simplement: 


a*Z„=-a’Yr’=-ie*. 

L’expression  de  a’ s devient  ainsi  : 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  l’expression  du 
rayon  vecteur  r = « (i  -+-  e l’j  -t-  a*  2),  on  aura 

ou  bien,  en  remetlani  pour  Fj  et  F^  leurs  valctiix,  et 


. r..,ogle 
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substituant  — au  lieu  de  e, 

• -==  I — 1 17  — ïi  9’"^  1 7 sin’O  -+-^ïV'/’(  ^3  — 63  cos’0)siti’0, 

équation  qui  est  celle  d’uu  ellipsoïde  de  révolution 
dont  l’aplat isseiueut  serait  égal  à j7  + -jt*  î’-  bu  effet, 
eu  uommant  ah  cet  aplatisst-uient,  ou  aura 

«A  = 

et  eu  iutroduisaut  cette  valeur  dans  l'expression  pré- 
cédente, ou  aura 

- (i  — ‘7  — tÎ'  '/’)('  •+■  sin’O  — ’ a’/i’  sin’S  ros’O', 

valeur  qui  s’accorde-,  jusque  dans  les  termes  du  st'coiul 
ordre,  avec  celle  du  rayon  vecteur  d’un  ellipsoïde  de 
révolution  dont  l’axe  des  pôles  serait  ' 

a«'(i  -i'/ 

l’aplatissement  ah,  et  l’équation  ligoureuse 

. a’(i — *7  — irr?’)  (2  a A 4- a’ A’)  sin’O 

4 I ■+•  2 a/i  -H  <x’ A’ 

Sans  qu’il  soit  besoin  de  pousser  plus  loin  ce  calcul, 
il  est  aisé  de  voir,  par  l’analyse  précédente,  que  par 
une  suite  d’approximations  successives,  on  obtiendra, 
au  moyen  des  équations  ( A)  et  (B),  une  valeur  de  r 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  a et  de  la  forme 

-t-  a’  / .^  -1-  a’  /'a  -H  . . . , 

dont  tous  les  coefficients  r, , Cj,  etc.,  seront  entiè- 
rement déterminés:  le  premier  ne  contenant  que  des 
quantités  constantes,  le  second  ne  contenant  qu’un 
terme  de  la  nature  des  fonctions  Y„,  celle  qui  répond 
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à rrndice  « = 2 ; le  troisième,  deux  fonctions  du  même 
ij;enrf  répondant  «nx  indices  n = 2,  n = l\,  et  ainsi 
«le  suite.  On  voit  de  plus,  par  la  manière  dont  sc  for- 
ment les  coefficients  r,,  que  les  autres  coefficients 
/•j,  etc.,  ne  contiendront  également  que  des  nom- 
bres finis  des  quantités  Y„  répondant  à d«>s  indices 
paii-s,  ce  qui  fait  qu’ils  ne  renfermeront  que  des  puis- 
sances paires  de  cosô  ; on  conçoit  enfin  «pie  l’angle  w 
disparaîtra  entièrement  de  ces  valeurs. 

On  peut  donc  conclure  généralement,  que  la  figure 
qui  convient  à l’équilibre  de  la  masse  fluide  homo- 
gène, quand  on  la  suppose  très-peu  différeute  d’une 
sphère,  est  celle  d’un  sphéroïde  de  révolution  symé- 
trique des  deux  ct)tés  de  son  équateur  et  dont  l’axe 
de  figure  coïncide  avec  l’axe  de  rotation.  Il  ne  résulte 
pas  de  là,  il  est  vrai,  que  ce  sphéroïde  soit  nécessaire- 
ment un  ellipsoïde,  mais  on  a vu,  n°32,  que  l’ellip- 
soïde très-peu  aplati,  satisfait  rigoureusement  à l’équa- 
tion de  l’équilibre  d’un  fluide  homogène  tournant 
autour  d’un  axe  fixe  avec  une  vitesse  comprise  entre 
«les  limites  déterminées  : il  s’ensuit  donc  «pie  la  valeur 
précédente  de  r«[ui,  par  hypothèse,  satisfait  à l'équa- 
tion de  l’écpiilibre,  et  «pii  ne  peut  se  réduire  que  d’une 
seide  manière  à la  forme  que  nous  lui  avons  supposée, 
doit  coïncider  avec  le  rayon  de  l’ellipsoïde  développée 
suivant  les  puissances  de  l’aplatissement,  et  c’est  ce 
«pie  nous  venons  de  vérifier,  en  effet,  pour  les  termes 
«lépendants  de  la  première  et  de  la  seconde  approxi- 
mation. 


34.  Considérons  maintenant  les  variations  de  la 
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psanteur  à la  surface  du  sphéroïde.  I.’é<juatiou  (•r^) 
qui  détermine  la  /igure  de  l’équilibre  de  la  masse' 
fluide,  offre  encore  l’avautage  de  donner  par  une  sim- 
ple différentiation  la  loi  de  la  pesanteur  à la  surface. 
En  effet,  le  premier  membre  de  cette  équation  rej)ré- 
seute  généralement  l’intégrale  de  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  chacune  des  molécules  de  cette  surface, 
multipliées  respectivement  par  l’élément  de  leurs  di- 
rections. En  différeiitiant  donc  l’équation  (n)  par  rap- 
port à r,  on  aura,  n^l,  la  résultante  de  toutes  les 
foi  •ces  qui  animent  le  point  de  la  surface  que  l’on  con- 
sidère, décomposées  parallèlement  au  rayon  r,  c’est-à- 
dire,  n“29,  l’expression  de  la  pesanteur  en  ce  point. 

L’équation  (c),  d’après  ce  qui  précède,  devient 


V + ^ + -i- • ^ 


Si  l’on  dififéi'entie  cette  équation  par  rapport  à r,  qu’on 
divise  sa  différentielle  par  — dr  et  qu’on  y substitue 
à la  place  de  rsa  valeur  « (i  -f-  aj)  après  la  différen- 
tiation, on  trouve 


/)  = |7rn(i  — |aY'="  — (/sin’ô);  («)  ' 


et  comhie  on  a,  II®  52, 

a z=  — ^q.  (cos-  0 — J;), 
cette  équation  devient 

/i  = |7rn[i -|7-+-|7(cos’ô-  t*)].  [c) 

La  quantité  p que  nous  venons  de  déterminer,  ne 
représente  pas  exactement  la  pesanteur,  c’est  seule- 
ment la  partie  de  cette  force  dirigée  vers  le  centre 
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du  sphéroïdo.  En  elf’et,  on  peut  regarder  la  |>esan- 
leur  à sa  surlace  comme  décomposée  en  deux  autres 
forces,  l’une  p dirigée  suivant  le  rayon  r,  et  l’autre 
perpendiculaire  à ce  rayon.  Mais  il  est  aisé  de  voir 
que  cette  dernière  est  de  l’ordre  a,  en  sorte  qu’en  la 
désignant  par  ap\  la  pesanteur  totale  sera  égale  à 
\ p^-\-a} p'"^  ; on  peut  donc,  quand  on  néglige  les  quan- 
tités de  l’ordre  a*,  regarder  p comme  l’expression  de 
la  pesanteur  à la  surface  du  sphéroïde. 

En  réunissant  les  équations  (e)  et  (r/),  on  aura 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  la  figuia* 
d’équilibre  d’une  masse  fluide  homogène  douée  d’un 
mouvement  de  rotation  et  les  lois  de  la  pesanteur  à 
la  surface,  lorsqu’on  suppose  que  la  forme  primitive 
de  la  masse  est  peu  différente  de  la  sphère.  On  aura 
ainsi 

^ r = rt[i-ÿ(cos=‘Ô-|)|, 

p = ^7îu[i-|</-+-f7{cos*Ô  -^)]. 

Ces  deux  équations  font  voir  d’abord  que  la  dimi- 
nution des  rayons  et  les  accroissements  de  la  pesan- 
teur, en  allant  de  l’équateur  au  pôle,  sont  propor- 
tionnels à cos’ 6 ; d’où  il  suit  que  ces  deux  quantités 
varient  à très-peu  près  comme  le  carré  du  sinus  «hî 
la  latitude,  parce  que  cosô  est,  aux  quantités  près  de 
l’ordre  a,  égal  à ce  sinus. 

C’est  par  l’observation  des  longueurs  du  pendule 
à secondes  qu’on  a déterminé  les  variations  de  la 
pesanteur  à la  surface  de  la  Terre.  Cette  longueur, 
comme  ou  l’a  vu  n°  .">(),  est  proportionnelle  à la  pe- 
santeur. Soit  donc  I la  longueur  du  pendule  à se- 
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c'oiuk'j*  sous  uii  parallèle  (|iiolcotique,  1/  < e (jiie  de- 
vient  /,  et  P'  ce  que  devient  p sous  lequaleur,  ou  lors- 
que 6 = qo",  on  aura 

- n7); 

|)ar  conséquent 

P = P -t-  JP<y  con^Ô, 

et,  par  suite, 

/ = L' + ^L'7  cos’7. 

Nommons  L la  longueur  du  pendule  au  pôle,  on  aura 
L — L'  5 y 

- L'  -T' 

Si  l’on  nomme  dtj,  même  R et  R'  ce  que  devient  le 
rayon  r de  la  surface  de  l’ellipsoïde,  au  pôle  et  à l’é- 
quateur, on  trouve 

R_— _ _ 5y 

« ~ ~ T’ 

ou  aura  donc,  relativement  aux  ellipsoïdes  de  révo- 
lution, entre  les  demi-grands  axes  et  les  longueurs 
du  pendule  qui  répondent  respectivement  au  pôle  et 
à l’équateur,  cette  relation  très-simple, 

L — 1/  _ R'-  R 
L'  ~ n ' 

Il  est  intéressant  de  s’assurer  que  cette  relation 
remarquable  subsiste  encore  lorsqu’on  a égard  aux 
quantités  de  l’ordre  du  carré  de  raplatissement  du 
sphéroïde,  que  nous  avons  négligées  dans  nue  pre- 
mière approximation.  Pour  le  faire  voir,  désignons 
comme  précédemment,  par  V l’intégrale  de  toutes  le.s 
forces  qui  agissent  sur  chacune  des  molécides  du 
sphéroïde,  multipliées  respectivement  par  l’élément 
de  leurs  directions,  ou  le  premier  membre  de  l’équ  i 

3o  ■ ‘ 
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tioii  (e).  Oii  aura,  on  vertiï  des  résultats  trouvés  plus  ' 
haut, 


\ = 


'âr' 


4 ira«' 
ITr' 


Y,-|-aY;  + ?,«Y‘ 


+ :7(y’.+3y;-') 


r’sin’O. 


Si  Tou  différontic  cotte  valeur  par  rapport  à /■,  et  qu’on 
substitue  après  la  difTérontiation  à la  place  de  r sa 
valeur  a[\  + ay  + a?  z)  on  négligeant  les  termes  de 
l’ordre  a’,  on  trouvera  aisément 


'11. 

tîr 


^ I ■ - ; a Y,-a>(,  Z.+  ; z.+  ; Z.- 


^ y('). 


-8Y''’-(- 


(i  + a Y,)sin’6. 


lin  substituant  pour  Yj,  YJ,  Z„,  etc.,  leurs  valeurs 
précédentes,  et  taisant,  pour  al>réger,  e=  — fy,  cette 
expression,  après  les  réductions  convenables,  devient 


(/V 

Tr 


Cette  valeur  ex|)rime  l'attraction  que  le  sphéroïde 
exerce  sur  un  point  de  sa  surface  dans  la  direction  du 
rayon  vecteur  /•;  pour  en  déduire  l’expressiou  de  la 
pesanteur,  il  faut  diviser  la  quantité  précédente  par 
le  cosinus  de  l’angle  (jue  forme  ce  rayon  avec  la  direc- 
tion de  la  normale  au  point  que  l’on  considère.  I^a 

tangente  de  cet  angle  est  égale  à on  a,  d’ailleurs, 

dans  l’ellipsoïde  de  révolution  ^ = i -t-  aAsiu^Ô,  en 

nommant  ah  l’aplatissement  du  sphéroïde  et  en  négli- 
geant les  quantités  de  l’ordre  «*,  d’où  il  est  facile  de 
conclure  que  le  cosinus  du  même  angle  sera,  aux  quan- 
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tités  près  du  troisième  ordre  par  rapport  à a,  égal  à 
I — a a*  /i*  sin*5  cos*5,  ou  bien  i — sin*Ô  cos* ô, eu 
remplaçant  ah  par  sa  valeur  — | e,  u"^.»;  en  appelant 
P la  pesanteur  à la  surface  et  désignant,  pour  abréger, 
par  M la  masse  du  sphéroïde,  on  aura  donc 

/;  = ^{n--Uc  — îc+-^c>)cos>0—  Je’cos'9)| 
X (1  + * e=  sin'O  cos’6)-, 

OU  bien,  en  réduisant, 

Z' = ? I ' ^ ^ ^ - T cos' 0 } . 

En  désignant  par  1^  la  pesanteur  à l'équateur,  on  aura, 
en  faisant  0 = 90“  dans  l’expression  précédente. 


M 


et  la  valeur  générale  de  p pourra  prendre  cette' forme, 

P = P'  { 1 + (—  ^ e + e*)  cos*  6 — c”  Cos^  0 }. 

Au  pôle  on  a 6 = o,  et  en  nommant  P la  pesanteur 
en  ce  point,  on  aura 

P = P'(.-.|c  + -U^e*), 

ou  bien,  en  substituant  pour  e sa  valeur  — |</, 

P = P'(r  + |7  + .t|^V*)- 

Or  nous  avons  trouvé  plus  haut,  pour  l’aplatissement 
ah  du  sphéroïde, 

«A  = |f/  9*, 

on  aura  donc  P = P'(i  a//),  ou  bien 

P — P'_R'— R 
P'  ~ R ’ 
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comme  nous  l’avions  trouvé  plus  haut;  c’est-à-dire 
cpie  la  relation  qui  existe  entre  les  expressions  de  la 
pesanteur  aux  pôles  et  à l’équateur,  lorequ’on  n’a  égard 
qu’à  la  première  puissance  de  a,  subsiste  encore  lors- 
qu’on porte  l’approximation  jusqu’aux  quantités  du 
second  ordre  par  rapport  à cette  quantité;  ce  qui  est 
conforme,  d’ailleurs,  au  théorème  démontré  n"  28, 
où  nous  avons  vu  que  cette  relation  est  rigoureuse 
pour  les  sphéroïdes  homogènes  et  de  figure  elliptique, 
ou,  en  d’autres  termes,  que  pour  ces  sphéroïdes, 
la  pesanteur  au  pôle  est  à la  pesanteur  à l’cquateur 
comme  le  diamètre  de  l’équateur  est  à l’axe  du  pôle. 

3o.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu’ici  que  des 
fluides  homogènes;  nous  allons  considérer  mainte- 
nant l’état  d’équilibre  d’une  masse  fluide  hétérogène 
douée  d’un  mouvement  de  rotation  autour  d’un  axe 
fixe;  mais,  pour  simplifier  cette  question,  nous  suppo- 
serons celte  masse  composée  de  couches  semblables, 
et  la  densité  décroissante  suivant  une  loi  quelconque 
du  centre  à la  surface,  hypothèse  qui  d’ailleurs  paraît 
conforme  à la  nature  des  corps  célestes.  On  conçoit, 
en  effet,  que  si,  loi-s  de  la  formation  de  ces  corps, 
leurs  molécules  ne  s’étaient  pas  disposées  de  manière 
que  les  plus  denses  soient  en  même  temps  les  plus  voi- 
sines du  centre,  elles  se  seraient  pénétrées  comme  nn 
corps  solide  s’enfonce  dans  un  fluide,  et  l’équilibre 
n’aurait  pu  exister  dans  une  pareille  masse.  L’équation 
générale  de  ré(piilibre  des  différentes  couches  sera, 
11°  38,  livre  I", 
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, OU  bien,  en  remplaçant  V par  sa  valeur,  n“2.‘>, 

f d.a'+^  r„..y.-+-  !L'’.  Y.-f-  ^ . Y.+  — • Y,+ . . .1 

+ N.  • 

l.es  différentielles  et  les  intégrales  dans  cette  équation 
se  rapportent  à la  variable  a ; les  deux  premières  inté- 
grales du  second  membre  devant  être  prisesdepii  is  « = u , 
en  désignant  par  a la  valeur  de  a relative  à la  couche  que 
l’on  considère,  jusqu’à  la  valeur  de  a qui  correspond 
à la  surface  du  fluide,  et  que  nous  supposerons  égale  à 
l’unité,  les  deux  dernières  intégrales  de  la  même  équa- 
tion devant  s’étendre  depuis  a = o jusqu’à  a = a. 

A la  surface  de  la  couche,  on  a r = u(r  -t-  a^)  : 
en  substituant  donc  cette  valeur  dans  les  termes  de 
l’équation  précédente  qui  sont  indépendants  de  a,  et 
faisant  simplement  r = a dans  les  autres,  on  aura 

4- N. 

la;  second  membre  de  cette  équation  doit  se  réduire 
à une  constante,  n°  58,  livre  I".  Si  l’on  substitue  donc 
pour  J-  son  développement  Y„  + Y,  -i-  Y,  -+-  . . , et 
pour  N sa  valeur  | \ (cos^3  — ÿj,  et  que 

l’on  compare  ensuite  les  fonctions  semblables  de  5 et 
de  U,  on  aura 

y — -h  Y„-f- 


(/) 
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les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  de- 
vant être  prises  de|>uis  a — a jusqu’à  n = i,  et  les 
trois  dernières  depuis  n — o jusqu’à  a — a.  Cette 
équation  déterminant  simplement  le  rapjïOrt  qui  doit 
exister  entre  et  a,  il  s’ensuit  qu’on  peut  donner 
à Yp  une  valeur  arbitraire.  On  aura  ensuite,  i étant 
égal  à a, 

■/  . ((4) 

+ - I)  = o;j 


enfin,  i étant  un  nombre  quelconque  égal  ou  supé- 
rieur à l’nnité, 


n‘  \ A TT  * , kiT 

— • //}  fl.—;—,  — • V, ./p.f/.n'-l-  ; r — ^ • J ad.a‘*^'ï  =o. 


Cette  équation  donnera  la  valeur  de  Y,,  relative  à 
chaque  couche  du  fluide,  lorsque  la  densité  p sera 
connue,  mais  elle  ne  suffirait  plus  pour  la  déterminer 
si  la  loi  des  densités  était  inconnue,  il  faut  alors,  pour 
rendre  cette  détermination  possible,  ajouter  aux  con- 
ditions du  problème  une  hypothèse  sur  la  figure  des 
couches  de  niveau,  et  c’est  ce  qu’on  fait  en  les  sup- 
posant semblables. 

\ la  surface  du  fluide  on  a = o,  puisque 

les  surfaces  intérieures  et  extérieures  de  la  couche  se 
confondent  : l’équation  précédente  devient  donc,  en 
observant  (jue  nous  supposons  u = i à la  surface. 


-fp.r/.n'^^  Y,  = o. 


Dans  le  cas  particulier  jpie  nous  considérons,  les 
Cc^uehes  de  niveau  étant  sii|)posées  semblables,  il 
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s’ensuit  que  la  valeur  de  Y,  est  pour  cliacpie  eondie 
la  inèiiie  qu’à  la  surlaee;  elle  est  donc  iiidé|)endanfe 
de  a,  et  l’on  a 


2(  I / 


. pa^  lia 


O. 


Or,  / étant  égal  on  supérieur  à 3,  la  louclion 
I — 2^^  positive;  l’intégrale  que  ren- 

ferme l’équation  précédente,  ne  peut  donc  être  égale  à 
zéro;  on  doit  donc  avoir  alors  Y,-=  o.  D’ailleurs,  si 
l’on  suppose  / = i,  on  pourra  toujours  faiie  dispa- 
raître le  terme  en  Y,  de  l’équation  (g)  en  plaçant 
l’origine  des  coordonnées  au  centre  de  gravité  du 
sphéroïde;  on  aura  donc  généralement  Y;=  o,  / étant 
un  nombre  entier  quelconque  différent  de  2. 

Dans  le  cas  de  / = 2,  l’équation  (//)  donne 

4 aTrY2./(i  — a^).pa'^(/a  -h  {g.{cns^6  — =0. 

Soit,  comme  précédemment,  q le  rapport  de  la 
force  centrifuge  à la  pesanteur  à l’équateur,  l’expres-. 
sion  de  la  pesanteur  étant,  aux  quatitités  prés  de 
l’ordre  a,  la  même  que  celle  qui  aurait  lieu  à Ja 
surface  de  la  sphère  du  rayon  a,  c’est-à-dire  égale  à ' 
\n.fp.(l.n},  ou  aura  g = l\nq.f  p.a^  ila\  par  consé- 
quent 

_ Z (cos’o  — 


rayon  du  sphéroïde  à la  surface  sera  dr)iic 


I -f- 


aY 


^ • ( cos’  0 — ^ ) J P a'^rlil 
/ (l  — ii’^i  -.p  tr  i/fi 
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Ce  rayon  est  celui  d’un  ellipsoïde  de  révolution  : 
ainsi  donc,  dans  ce  cas  général,  comnïe  dans  celui 
de  l’homogénéité,  la  surface  libre  du  fluide,  et,  par 
conséquent,  celle  de  chaque  -couche  de  niveau,  ont 
la  figure  elliptique. 

->  Si,  pour  abréger,  on  fait 

^ • ffa^da 
, 1 

ah=  .Y ' 

/ ( I — <!*)  da 

rexpression  du  rayon  de  chaque  couche  sera  de  celle 
forme  : 

[i  -T-  aY„  — a/i(cos’6  — ^)]. 

Yq  étant  arbitraire,  si  l’on  fait  Y„=  — -J  A,  l’ex- 
pression précédente  devient  a ( i — ah  cos* 9)  et  ak 
leprésenlc  alors  l’ellipticité  de  la  couche.  A la  siu’- 
face  du  sphéroïde,  on  a a = i,  et  le  rayon  devient 
I — «A  cos*  S.  La  diminution  des  rayons,  en  allant 
de  l’équateur  au  pôle,  est  donc  encore  proportion- 
nelle à cos*  9,  et,  par  conséquent,  au  carré  du  sinus 
de  la  latitude. 

Le  rayon  osculateur  du  méridien  dont  le  rayon  est 
de  la  forme  i — «A cos* 6,  a pour  expression 

1— -aaA(i  — |cos*6). 

Désignons  par  c la  longueur  d’un  degré  mesuré  sur 
le  cercle  dont  le  rayon  est  i — 2 «A,  l’expression  du 
degré  du  méridien  du  sphéroïde  sera 

f -+- 3 aArcos*  5. 

ç représente  donc  la  grandeur  du  degré  sous  l’équa- 
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leur,  et  les  degrés  du  méridien  croissent  de  l’équa- 
teur au  pôle,  proportionnellement  au  carré  du  sinus 
<lc  la  latitude,  taudis  que  les  rayons  menés  du  centre 
à la  surface  du  sphéroïde  diminuent  suivant  la  même 
loi. 

Si  Ton  applique  à la  Terre  les  résultats  précédents, 
et  qu’on  la  considère  simplement  comme  un  sphé- 
roïde composé  de  couches  elliptiques  de  densité  et 
d’elliplicité  variables,  en  substituant  pour  Y,  sa  va- 
leur dans  l’équation  (g),  et  en  observant  que  l’inté- 
grale f p . dh  est  nuHe  à la  surface,  on  aura 

6 J pd.a'  A -4-  .5  II  — a A j .fpd.a^  = o.  (A) 

Cette  équation  détermine  la  relation  qui  doit  exister 
pour  l’équilibre  entre  la  densité  p et  l’elhpticité  ah 
de  chaque  couche  du  sphéroïde.  Elle  donnera,  en 
l’intégrant,  la  valeur  de  cette  ellipticité,  lorsque  la  loi 
des  densités  sera  connue. 

Iæs  densités  étant  supposées  aller  en  diminuant  du 
centre  à la  surface,  il  résulte  de  cette  équation  que 
l’ellipticité  de  la  Terre  est  moindre  que  dans  le  cas 
de  l’homogénéité,  à moins  qu’on  ne  suppose  que  les 
ellipticités  croissent  de  la  surface  au  centre  dans  un 
plus  grand  rapport  que  la  raison  inverse  du  carré  des 

distances  à ce  centre.  En  effet,  soit  A = ^ on  aura 

a' 

jp.d.a”  h = Jp.d.a*  u = uf  p.d.a^  -4-  fdu.f  a* .dp. 

Si  les  accroissements  des  ellipticités  sont  entre  eux 
dans  un  rapport  moindre  que  n augmentera  du 
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centre  à la  sui-fitce;  r/«  sera  par  coiiséqtient  nue  quan- 
tité positive,  et  comme  dp  est  négatif,  puisqu’on  sup- 
pose que  les  densités  diminnent  du  centre  à la  surface, 
fdnfa^.dp  sera  aussi  une  quantité  négative,  et  en 
faisant  à la  surface 

' f p.d.a^  h = {/i —J)  f p.d.a^. 


y sera  une  quantité  positive.  L’équation  (A),  en  y sub- 
stituant cette  valeur,  devient 

6 (A  — f)f  p.d.a^  -f-  5 fp.d.n^  = o, 

d’où  l’on  tire 


/i  = 


5'i-G/ 


4 


L’ellipticité  a A du  sphéroïde  sera  donc  moindre  que 
elle  sera  plus  jielite  par  conséquent  que  dans  le 
cas  de  l’homogénéité,  où  dp  étant  nul,  y est  égal  à 


zei’o. 


On  peut  conclure  de  là  que  l’aplatissement  de  la 
Terre,  dans  l’hypothèse  la  j)lus  vraisemblable  qu’on 
puisse  faire  sur  sa  cousiitutiou  intérieure,  est  plus 


grand  que  valeur  qui  répond  au  cas  où  toute  sa 
niasse  serait  réunie  à son  centre,  et  moindre  que 

4 

valeur  qui  répond  au  cas  où  cette  masse  serait  homo- 
gène, Kn  effet,  il  est  naturel  de  croire  que  la  densité 
des  couches  du  sphéroïde  terrestre  augmente  en  ap- 
procliant  du  ci'iilre,  et  cette  supposition  est  uiéine 
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indispensable  à. l’égard  de  tous  les  corps  célestes  s’ils 
ont  été  originairement  fluides;  il  est  probable  aussi 
que  les  ellipticités  diminuent  dans  un  rapport  moindre 

que  puisque  cette  hypothèse  donnerait  une  ellip- 
ticité inûnie  aux  couches  infiniment  voisines  du  centre, 
ce  qui  est  absurde. 

D’après  les  observations  du  pendule,  le  rapport  de 
la  force  centrifuge  à la  pesanteur  à l’équateur  est  en- 
viron -j^,  c’est  la  valeur  de  la  quantité  ç.  Si  la  Terre 
était  une  masse  fluide  homogène,  son  aplatissement 
serait  donc  égal  à la  fraction  yj-j-»  quelle  que  soit  sa 
constitution  intérieure,  son  aplatissement  doit  être 
plus  petit  que  cette  quantité  et  plus  grand  que  la  Irac- 
tion  yfg-.  La  valeur yfj  qui  résulte  des  observations 
du  pendule,  est  comprise  entre  les  deux  limites  don- 
nées par  la  théorie. 

36.  Considérons  les  variations  de  la  pesanteur  à 
la  surface  du  sjihéroïde  que  nous  supposons  comjiosé 
de  couches  elliptiques  d’une  densité  variable  du  centre 
à la  surface. 

La  direction  de  la  pesanteur  de  la  surface  au  centre 
n’est  plus  alors  une  ligne  droite,  elle  forme  une  courbe 
dont  chaque  élément  est  perpendiculaire  à la  couche 
de  niveau  qu’il  traverse.  L’équation  (_/),  en  remar- 
quant (pie  par  ce  qui  précède,  on  a Y,  =o,  ¥3  = 0,  etc., 
donne  à la  surface  où  les  couches  intérieures  et  exté- 
rieures se  confondent. 


- i)- 
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On  aura  l’expression  de  la  pesanteur  la  surface  tlu 
sphéroïde,  d’après  ce  qui  a été  dit  n°  5-4,  en  chan- 
geant le  signe  de  la  différentielle  du  second  membre 
de  cette  équation  prise  par  rapport  à r et  divisée  par 
(ir.  En  nommant  donc  p cette  force,  on  aura 

P = .fp.d.  («-.Y.  + • V.)  • 

ou  bien,  en  observant  qu’à  la  surface  on  a 
/•=  1 -f-  aYo-+-  aYj, 

et  que  nous  négligeons  les  quantités  de  l’ordre  a* 
et  ag, 

P = ^ ./p.r/.a’  - . ( Y„  + Y,).fp.d.a^ 

+ [\an.Jp.d.  (rt*.Y„-t-  ■ Y,^  _|.g+g(cos»e-^). 

•On  peut  faire  disparaître  les  intégrales  de  cette  ex- 
pression, en  observant  que  l’équation  (//)  donne  à la 
surface 

Y-i./p.-'/.n’-f-  fg(cos’5  -i). 


En  faisant,  pour  abréger, 

P=  ./p.r/.rt»  - Y„./p.r/.n»  +/, ar:/pr/.«»  Y„.  - \ g, 

et  observant  que  g =~  - (/f  p.d.n^,  on  aura 
P = 1*  -t-  l’.(|7  — a/t).(cos*6  — ^), 
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ou  bien,  en  faisant 

P'=P-iI*.(-|7-a/j), 

et  négligeant  les  quantités  de  l’ordre  a*,, 

/>  = P',  [i  4-  (I7  — aA).cos*6J. 

Si  l’on  Suppose  Q = 90”,  on  a p = P';  il  suit  donc  de 
cette  écpiation  que  P'  est  l’expression  de  la  pesanteur 
à l’équateur,  et  que  la  pesanteur  croit  de  l’cquateur 
au  pôle  proporfionnellenient  au  carré  du  sinus  de  la 
latitude. 

Si  l’on  nomme  / et  1/  les  longueurs  du  pendide  cor- 
respondantes k P et  P',  on  aura 

/ = L'.  [i -t- (I7  — a//).cos'&]. 

1/  est  donc  la  longueur  du  pendule  à l’équateur,  t‘t 
ses  accroissements  de  l’équateur  au  pôle  sont  encore 
proportionnels  au  carré  du  sinus  de  la  latitude. 

Si  l’on  désigne  par  ae  l’excès  de  la  longueur  du 
pendule  au  pôle  sur  sa  longueur  à l’équateur  divisé 
par  cette  dernière  longueur,  quantité  qui  est  égale  à 
l’excès  de  la  pesanteur  au  pôle  sur  la  pesanteur  k l’é- 
quateur divisée  par  cette  dernière  quantité,  l’équa- 
tion précédente  donnera  = équation 

remarquable  découverte  par  Clairaut,  et  qui  fait  con- 
naître une  relation  importante  entre  les  longueurs  du 
pendule  qui  bat  les  secondes  à la  surface  du  sphé- 
roïde et  son  ellipticité.  Dans  le  cas  de  l’homogénéité 
on  a «A  = J 7,  et  l’équation  précédente  donne,  par 
conséquent,  as  = a//,  comme  nous  l’avons  vu  n"34; 
mais,  si  le  sphéroïde  est  hétérogène,  l’excès  de  la  lon- 
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gueiir  fiu  pendule  au  pôle  sur  sa  longueur  à l'équateur 
divisé  par  celte  dernière  longueur,  et  l’excès  de  l’axe 
de  l’équateur  sur  l’axe  du  pôle  divisé  par  ce  dernier 
axe,  forment  deux  fractions  dont  la  somme  est  con- 
stante et  égale  au  double  de  l aplatissement  que  le 
sphémïde  aurait  du  prendre  dans  le  cas  de  l’homogé- 
néité. 

• « 

37  . Les  formules  précédentes  donnent  le  moyen 
d’exprimer,  d’une  manière  très-simple  pour  les  sphé- 
roïdes dont  la  surface  est  supposée  fluide  et  en  équi- 
libre, la  fonction  d’où  dépendent  les  attractions  du 
sphéroïde  sur  un  point  extérieur.  En  effet,  les  for- 
mules (A)  et  (m)  donnent 

Sp.d.a’-  Y.,  = 5 Yj.fp.a^  £ (cos’  5 - 

/ p.d.ai*^  Y,  = -I-  i)  Y,/ p.n^da, 

i étant  un  nombre  quelconque  différent  de  a. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  celle  de  Y relative 


aux  points  extérieurs,  n‘’23,  qu’on  place  l’origine  des 
coordonnées  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  ce 
qui  donne  Y , = o,  et  qu’on  suppose  Yq  = o,  on  aura 


Dans  cette  expression,  Itnfpa^da,  l’intégrale  étant 
prise  depuis  a — o jusqu’à  « = i , représente  la  masse 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est  i et  qiur  l’équation 
Yfl  = o suppose  égale  en  solidité  au  sphéroïde; 
\njpn}dn  est  donc  égal  à la  mass<-  du  sphéroïde. 

La  valeur  |)récédente  <lc  V convient  à toute  espèce 
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(le  sphéroïdes.  Si  l’on  constdere  le  cas  particulier  où 
le  sphéroïde  est  coni|)osé  de  couches  semblables  dont 
la  densité  varie  suivant  une  loi  quelconque  du  centre 
à la  surface,  ou  aura 

V,=  — /i  (cos’6  — Y,  = o,  Y*  = O,  etc. 

Ou  a d’ailleurs  g = f pa'dcr,  par  conséquent 

' =7  + ^-(ï7-«/0-(cos’(5-1), 

eu  désip;nant  par  M la  masse  du  sphéroïde. 

Cette  expression  s’applique  naturellement  aux  pla- 
nètes, et  eu  particulier  à la  T(‘rre,  dont  la  surface  est 
recouverte  eu  tres-grande  partie  d’un  fluide  eu  équi- 
libre. 

58.  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  exposant 
quelques  propriétés  générales  relatives  à la  figure  des 
corps  célestes,  qui  dérivent  très-simplement  de  l’ex- 
pression des  rayons  de  leurs  surfaces,  et  qu’il  est 
d’autant  plus  utile  de  connaître,  qu’elles  sont  indé- 
pendantes de  toute  hypotlièse  sur  leur  constitution 
intérieure.  Nous  considérerons  ici  le  cas  le  plus  gé- 
néral, celui  où  le  sphéroïde,  toujours  fluide  à sa  sur- 
face, jieut  recouvrir  un  noyau  solide  peu  différent  de 
la  sphère. 

La  première  de  ces  propriétés  dépend  de  la  nature 
du  centre  de  gravité;  elle  consiste  en  ce  que  la  masse 
fluide  en  équilibre  doit  toujours  se  disposer  de  ma- 
nière que  la  fonction  Y,  disparaisse  de  l’expression 
du  r.iyou  mené  du  centre  du  spbéroïde  à la  surface, 
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en  sorte  que  le  centre  de  gravité  de  cette  surface  coïn- 
cide avec  celui  du  sphéroïde. 

En  effet,  soient  r/M  une  des  molécules  du  sphé- 
roïde, et  a?,  Z,  ses  trois  coordonnées  rectangu- 
laires; on  aura,  en  plaçant  l’origine  des  coordonnées 
an  centre  de  gravité, 

/ arcfM  = O,  = o,  fzfiM  = o. 

Nommons  R le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  du 
sphéroïde  à l’élément  dM,  ô l’angle  que  forme  ce 
rayon  avec  l’axe  des  x qui  est  aussi  l’axe  de  rotation, 
et  U l’angle  compris  entre  sa  projection  sur  le  plan 
des^,  Z et  l’axe  des^.  On  aura 

'j:  = RcosÔ,  ^ = Rsinôcosu,  z = Rsin5sinu, 
r/M  = ^<R“r/Rf/ôf/u  sin0; 

Les  trois  équations  qui  résultent  des  propriétés  du 
centie  de  gravité,  deviendront  donc 

f pTi^  dRdÔdt^  sin  0 cos  0 = a,  \ 

/pR’r/Rr/0  (Ym  sin’ 0 sin  w = o,  > (/) 
l'isR’  f/Hdôda  sin^  0 cosu  = o.  ! 

Supposons  l’intégrale  fpR^dR  prise  relativement 
à R,  depuis  R = o jusqu'à  la  surface,  et  développée 
dans  nue  suite  de  la  lorine 

No  4-  N I 4-  N 2 4-  . . . , 


dont  chaque  terme  soit  assujetti  à l’écpiation  aux  dil- 
féi'cnces  partielles. 


, . „ '/IN. 

f/.sinO-,„ 

,/0  I f/’  N, 

L._ — : 

sinO./û  sin’O  ./m’ 


4~  i (f  4“ 
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Les  trois  quantilés  cosô,  sinÔsinw,sinÔcosw,  étant 
comprises  dans  la  forme  générale  N„  on  aura  géné- 
ralement, par  le  théorème  du  n“  l8,  / étant  difierent 
de  l’unité, 

/N.  sinô  cosQ  = o,  /N,  siu’9sinur/è//u  = o, 
/N,  sin*6cosurf5//u  = o. 

I^s  trois  équations  (/)  deviendront  donc  simjile- 
ment,  en  vertu  des  précédentes, 

/N,sin0cos0//ôr/u  = o,  /N,  sin’5  sinurfS/^u  z=  o, 
/N,  sin’5  cos&)/iôr/w  = o. 

Ija  valeur  de  N,  est  de  la  forme 

N,  = H cos!?  -f-  H'sin?  sino)  -h  H"siu5  cosw. 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  les  équations 
données,  par  la  jiropriété  du  centre  de  gravité,  on 
verra  que,  pour  y satisfaire,  il  faut  supposer 

H = o,  11'=  o,  ir=o,  , 

et  par  conséquent  N,  = o.  Or  cette  condition  est  la 
seule  nécessaire  pour  que  l’origine  des  rayons  R de  la 
surface  soit  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde. 

En  effet,  supposons  le  sphéroïde  un  solide  jieii  dif- 
férent de  la  sphère,  recouvert  d’un  fluide  en  équilibre; 
on  aura,  dans  ce  cas,  R = «{i  + a^),  et,  par  consé- 
quent, 

/pR»r/R=l/p//.K(,-4-4«j^)], 

la  dilférenliell(î  et  l’intégrale  indicpiées  étant  rela- 
II.  3. 
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liv(‘s  à la  variable  a doiil  ^ est  toiiclioii.  On  aura 
donc  dans  ce  cas,  en  mettant  pour  jr  sa  valeur 
V.  - + 

N,  = a/ ^d.n*\  f. 

I,’ équation  {;«  j <lu  n”  5.'i  donne  à la  surface,  en  ob- 
servant qu’alors  fl  = i , 

fpd.a*\,=\,fpd.a^, 

la  valeur  *de  Y,  se  rapportant  à la  surface.  On  aura 
donc 

N,  — aV,/pr/.fl‘; 

et  puisque  ISI , = o,  quand  on  suppose  l’origine  des 
rayons  R au  centre  de  gravité,  on  aura,  dans  ce  cas, 
V,  = O.  Ainsi  donc  la  fonction  Y,  disparaîtra  d’elle- 
nième  de  l’expression  du  rayon  de  la  surface  du 
sphéroïde,  toutes  les  fois  qu’on  prendra  le  centre  tle 
gravité  pour  origine  des  coordonnées,  mais  il  n’en 
résultera  aucune  condition  particulière  pour  les  fonc- 
tions Y J,  A 3,  etc. 

Nous  avons  vu,  dans  le  chapitre  V,  livre  1",  que 
pour  la  stabilité  du  mouvement  de  rotation  d’un 
corps,  il  faut  que  l’axe  autour  duquel  il  tourne,  coïn- 
cide toujours,  à très-peu  prés,  avec  l’un  de  ses  axes 
principaux.  Si  cette  condition  n’était  pas  rem|)lie  à 
l’égard  des  corps  célestes,  il  en  résulterait  dans  la  po- 
sition de  leurs  axes  de  rotation  des  variations  sen- 
sibles, surtout  pour  la  Terre;  et  comme  les  observa- 
tions les  plus  précises  u’en  font  apercevoir  aucune,  il 
en  faut  conclure  que  les  molécules  de  ces  corps,  à 
l’époque  de  leur  formation,  se  sont  disposées  de  ma- 
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ilière  à rendre  stables  leurs  axes  de  rotation.  Il  en 
résulte  une  nouvelle  propriété  relative  à leur  figure, 
et  qui  consiste  en  une  forme  particulière  que  doit 
prendre  dans  ce  cas  la  fonction  Yj,  qui  entre  dans  l’ex- 
pression du  rayon  mené  de  l’origine  des  coordonnées 
à la  surface  du  sphéroïde. 

Pour  le  faire  voir,  désignons  par  x,  y,  z les  trois 
coordonnées  rectangidaires  de  l’élément  rfM  rappor- 
tées aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre 
de  gravité  du  sphéroïde;  on  aura,  par  la  nature  de  ces 
axes, 

fxydM  = o,  JxzdM  = o,  fyzdM.  = o. 

Si  l’on  substitue  pour  x,  y,  z et  cfM  leurs  valeurs  pré- 
cédentes, ces  équations  deviennent 

f pR* dRdQdtù.sin’O'cosO  cosw  = o, 

/ pR* dB.dÔ d(,i.sm* Q cosdsinu  = o, 
f pR* dRdO d<^.s\n* d sin  au  = o. 

Supposons  l’intégrale  f prise  par  rapport  à 

R,  depuis  l’origine  des  coordonnées  jusqu’à  la  sur- 
face, et  développée  en  suite  de  la  forme 


• Uq  + U, -4- U2  “t- • • • ; 

la  fonction  U/  étant,  quel  que  soit  /,  assujettie  à l’é- 
quation aux  différences  partielles 


r/.sin  0 


d9  I </’U,  ... 

■ — ~ “i”  , 1-  / ( f I ) U — o • 

sin6(/9  sin’O  f/u’  \ ' 1 > 

En  observant  que  les  fonctions  sin  ô cosô  cos  u, 

3i. 
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sinô  cosô  siiiu  et  siii*Ssinau  sont  comprises  dans 
la  forme  générale  Üj,  on  aura,  par  le  théorème  du 
n"  18,  / étant  différent  de  i, 

JViidOdwsm'O  cosO  cosw  = o, 

/Ui^/0f/u  sin’6  cosO  sin  U = o, 

/IJ,  f/0  rfwsin*$  sin  2 « = o, 

et  les  trois  équations,  données  par  les  propriétés  des 
axes  principaux,  deviendront  ainsi: 

/Ujf/Orfwsin^OcosO  cosu  = o, 

/Ujf/Of/u  sin*9cos0  sin  u = o, 

/Ujf/Of/u  sin®0  sin  a U = o.  • 

ha  fonction  Uj,  est,  n°  17,  de  la  forme 

K (cos'^0  — i)+  K'  sinO  cosO  sinu+  K"sinO  cosO  cosu 
■+■  K.'"  sin’ 0 sin  a U -t-  K‘’sin’0  cosa  u. 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  les  équations  pré- 
cédentes, elles  donneront 

K'=o,  K"=o,  K"’=o. 

Ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  sulFisantes  pour 
que  les  trois  axes  des  x,  des  y et  des  z soient  des 
axes  principaux  de  rotation,  et  il  en  résulte  que  U, 
est  de  la  forme 

K,  (cos’O  — i)  ■i'  K.”sin’0  cosa  u. 

Voyons  ce  <pic  devient  la  valeur  de  U,  relative- 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈMK  DU  MONDE.  485 

ment  à un  sphéroïilc  très-peu  difTérenl -de  la  sphère 
et  recouvert  d’un  fluide  en  équilibre.  On  a,  dans  ce 
cas,  R ==  fl  (i  + aj~),  et,  par  conséquent, 

/pR*r/R  = + 5aj); 

en  substituant  donc  pour  sa  valeur 

on  aura 

Ua=  a./p</.fl'Y,. 

On  a,  par  l’équation  (h),  n®  5îi,  à la  surface  du  sphé- 
roïde, en  supposant  que  la  seule  force  étrangère,  qui 
agit  sur  lui,  est  la  force  centrifuge  due  à sou  mouve- 
ment de  rotation, 

^fpd.a^  Y,  = ^anYjfpcLa*  + | • (cos*0  - {). 
'On  aura  donc 

L’expression  générale  de  Y,  est  de  la  forme 

k ( cos*  0 — I)  -+-  sin  Ô cos  6 sin  ca  -t-  /t"  sin  6 cos  6 cos  u 
-+-  A"  sin*  5 sina  ca  A'’sin*ô  cosa  ta. 

Si  l’on  substitue  celte  valeur  dans  l’expression  pré- 
cétlente,  qu’on  remplace  de  même  Uj  par  sa  valeur 
R(cos*0  — -t- R^sin^C  cosa«a,  en  comparant  les 

fonctions  semblables  dans  les  deux  membres,  on  aura 

k'—  n,  X' = O,  I,"  =z  O, 
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et  l’expression  de  Y,  sera  de  la  forme 

4r(cos*6  — ^)  + A:"sin*6cos2u. 

Il  suit  donc  de  la  supposition  que  le  sphéroïde 
tourne  autour  d’un  de  ses  trois  axes  principaux,  que 
les  trois  constantes  k ^ k\  k“,  qui  entrent  dans  la  va- 
leur de  Y„  sont  nécessairement  nulles  ; mais  il  n’en 
résulte  aucune  condition  relative  aux  constantes  k 
et  k" , qui  restent  indéterminées  ainsi  que  les  fonctions 
^3»  ^ etc. 
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CHAPITRE  VI. 

COMPARAISON  DE  EA  TIIKORIE  PRÉCÉDENTE  AUX 
OBSERVATIONS. 


«TO.  Considérons  d’abord  le  s|)héroïde  lerreslre,  ei 
comparons,  relativement  à la  Terr«>,  la  figure  qui  ré- 
sulte de  la  théorie  précédente  avec  celle  que  l’on  a 
conclue  des  observations.  Quatre  méthodes  distinctes 
ont  été  appliquées  à cette  détermination.  T.a  première, 
toute  directe  et  pour  ainsi  dire  mécanique,  consiste 
à mesurer  des  arcs  de  uiéridicns  et  de  parallèles  sur 
divers  points  du  globe  et  à déterminer,  eji  réunissant 
ces  portions  de  la  surface  terrestre,  la  figure  la  plus 
probable  du  sphéroïde  auquel  elles  appartiennent. 
Toutes  les  investigations  de  ce  genre  <pii  ont  été  ten- 
tées jusqu'ici,  conduisent  à un  résultat  incontestable, 
c’est  que  la  Terre  a la  forme  d’un  Sjjhéroïde  aplati  vers 
les  pôles  et  renflé  à son  équateur,  comme  l’exigent 
les  lois  de  l’Hydrostatique.  l.es  mêmes  observations 
montrent,  il  est  vrai,  qu’en  quelques-unes  de  ses  pai  - 
ties  la  Terre  s’éloigne  sensiblement  d(*  la  figure  <ruu 
ellipsoïde  de  révolution  ; mais  lorsque  l’ôu  compare 
entre  elles  les  valeurs  moyennes  des  d«-grés  mesurés 
à des  latitiKles  très-distantes,  rinfluence  des  irrégula- 
rités de  sa  surface  sur  les  résultats  des  opérations  géo- 
désiques  est  beaucoup  atténuée,  et  l’on  trouve  alors 
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qu’elle  diftère  peu  d’un  sphéroïde  ellipriquc  dont  l’a- 
platisseiuent  serait  de 

Le  second  pi  océdé  qu’emploient  les  géomètres  pour 
déterminer  la  figure  de  la  Terre,  résulte  des  varia- 
tions qu’on  observe  dans  l’intensité  de  la  pesanteur 
aux  difi’érenls  points  de  sa  surface,  et  qu’on  calcule 
avec  beaucouj)  de  précision  par  le  moyen  du  pendule. 
Si  la  Terre  a la  forme  d’un  ellipsoïde  de  révolution 
])eu  différent  de  la  sphère,  d’après  la  théorie  déve- 
loppée dans  le  chapitre  précédent,  les  accroissements 
de  la  longueur  du  pendule  à secondes  transporté  en 
divers  lieux  du  globe,  doivent  être  proportionnels 
au  sinus  du  carré  des  latitudes;  il  sera  donc  facile, 
en  soumettant  les  expériences  à cette  loi,  de  recon- 
naître si  la  Terre  s’écarte  ou  non  de  la  figure  ellip- 
tique, et  de  déterminer  dans  ce  .dernier  cas  son  aplatis- 
sement. Les  résultats  de  ces  recherches  ont  montré 
que  les  inégalités  du  sphéroïde  terrestre  ont  beaucoup 
moins  d’influence  sur  les  variations  des  longueurs  du 
pendule  que  sur  celles  des  degrés  des  méridiens, 
comme  l’indiqué  aussi  la  théorie,  qui  prouve  que  les 
termes  qui  écartent  l’expression  des  degrés  terrestres 
de  la  loi  elliptique,  sont  affectés  de  coefficients  plus 
considérables  que  les  termes  correspondants  dans  l’ex- 
pression des  longueui’s  du  pendule.  Il  s’ensuit  que 
cette  seconde  méthode  est  beaucoup  plus  propre  que 
la  première  à fournir  sur  la  figure  de  la  Terre  des  no- 
tions exactes,  et  l’aplatissement  qu’elle  donne,  s’ac- 
corde d’une  façon  remarquable  avec  celui  qui  résulte 
de  l’obscrvatiou  des  mou\emeuts  de  la  Lune. 

Celte  troisième  manière  de  déterminer  la  forme  de 
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noire  globe,  moins  directe  que  les  deux  premières, 
esl  peut-être  un  des  résultats  les  j)lus  surprenants 
qu’ait  produits  l’application  de  l’Analyse  à la  gi'ande 
loi  de  l’attraction  universelle,  et  mérite  d’obtenir  une 
place  importante  dans  l’iiistoirc  des  progrès  de  l’es- 
prit humain.  Elle  consiste  à reconnaître,  parmi  les 
nombreuses  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune , 
celles  qui  dépendent  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre, 
et,  en  comparant  leurs  valeurs  données  par  l’observa- 
tion à celles  qui  résultent  de  la  théorie,  dans  la  sup- 
position que  la  Terre  est  un  sphéroïde  elliptique  qui 
exerce  sur  la  Lune  une  action  modifiée  par  sa  figure, 
à déterminer  la  valeur  exacte  de  son  aplatissement. 
Laplace,  qui  le  premier  conçut  cette  idée  ingénieuse, 
a trouvé,  d’après  les  obsenalions  de  lûirg,  que  l’a- 
platissement de  la  Terre  réstiltant  de  ces  phénomènes 
était  de  3-^  ; et  peut-être  est-ce  la  donnée  la  plus  exacte 
que  nous  ayons  sur  cet  aplatissement,  à cause  des  dif- 
ficultés des  autres  observations  qui  le  déterminent,  et 
de  l'influence  qu’ont  sur  elles  les  causes  particulières 
qui  écartent  trop  souvent  la  Terre  de  la  figure  ellip- 
tique. 

Enfin,  les  phénomènes  de  la  nutation  et  de  la  pré- 
cession des  équinoxes  fournissent  encore  des  rensei- 
gnements précieux  sur  la  figure  et  sur  la  constitution 
du  sphéroïde  terrestre.  Us  ne  donnent  pas,  il  est  vrai, 
la  valeur  absolue  de  son  aplatissement,  mais  ils  font 
connaître  deux  limites  entre  lesquelles  celte  fraclion 
est  comprise,  et  ces  limites  sont  et  ,,1^. 

iO.  Oélerminons  d’abord  la  ligure  de  la  Terre  qui 
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résulte  des  mesures  directes  prises  à sa  surface.  Si  l’on 
imagine  un  plan  passant  par  l’axe  de  la  Terre  et  par 
le  zénith  d’un  point  donné  de  sa  surface,  ce  plan  tra- 
cera dans  le  ciel  un  grand  cercle  qui  sera  le  méridien 
du  lieu,  et  la  courbe  que  ce  plan  intercepte  sur  la  sur-  _ . 
face  de  la  Terre,  se  nomme  le  méridien  terrestre,  ou, 
par  abréviation,  la  méridienne. 

. Lorsqu’en  partant  de  l’équateur,  on  s’avance  sur 
cette  courbe  en  marchant  vers  le  nord,  on  voit  suc- 
cessivement la  hauteur  méridienne  des  étoiles  situées 
au  nord  augmenter,  tandis  que  celle  des  étoiles  si- 
tuées au  midi  éprouve  une  dépression  proportionnée. 
Cette  remarque  très-simple  a sans  doute  donné  aux 
hommes  la  première  idée  de  la  forme  arrondie  du 
globe.  Si  la  Terre  était  sphérique,  les  degrés  du  mé-  . 
ridien,  mesurés  à diverses  latitudes,  seraient  tous 
égaux  entre  eux;  mais  l’observation  a fait  reconnaître 
lies  diflerenccs  notables  dans  ces  degrés,  et  elle  a 
montré  qu’ils  allaient  en  croissant  ;i  mesure  qu’on 
s’éloigne  de  l’équateur;  d’où  l’on  a conclu  que  la 
Terre  est  un  s|)héroïde  a|)lati  vers  les  pôles.  1mi  effet, 
concevons  pour  fixer  les  iilées  ipie  la  ferre  est  un 
ellipsoïde  de  révolution  : on  ju-ut  supposer  qu’un  arc 
très-petit  du  méridien  s<^  confond  sensiblement  avec 
le  cercle  osculateur  déterminé  par  l’intersection  des 
deux  norniales  menées  à ses  extrémités,  et  l'arc  de 
cercle  compris  entre  ces  normales  sera  d’autant  plus 
grand  que  son  rayon  sera  plus  considérable.  Or,  aux 
pôles  ou  à l’extrémité  du  petit  axe,  l’ellipse  pendant 
un  court  intervalle  forme,  à très-pen  près,  une  ligne 
droite,  les  deux  normales  ipii  déterminent  le  rayon 
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du  cercle  usculateiir>  sont  presque  parallèles;  ce  rayon, 
et,  par  conséquent,  le  degré  du  méridien,  sont  alors 
plus  grands  que  sur  tout  autre  point.  La  courbure  des 
arcs  elliptiques  augmentant  ensuite  de  plus  en  plus, 
les  rayons  osculateurs  vont  en  diminuant  sans  cesse 
du  pôle  à l’équateur;  par  conséquent,  les  degrés  doi- 
vent aller  en  croissant,  à mesure  qu’on  avance  de  ce 
second  point  vers  le  premier. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  d’exposer  ici  les  pro- 
cédés géodésiques  qui  .servent  à déterminer  les  arcs 
du  méridien  terrestre  ; on  trouvera  sur  cet  objet  des 
détails  circonstanciés  dans  l’ouvrage  de  Delambre,  où 
cet  astronome  décrit  les  opérations  qu’il  a Ini-méme 
exécutées  avec  Méchain,  pour  la  détermination  de 
l’arc  du  méridien  compris  entre  Dunkerque  et  Barce- 
lone. Nous  donnerons  simplement  les  résultats  des 
travaux  qui  ont  été  entrepris  à diverses  époques  pour 
la  mesure  des  degrés  de  la  méridienne,  et  nous  indi- 
querons la  méthode  que  l’on  doit  suivre  pour  en  con- 
clure quelle  est  la  figure  la  plus  probable  que  ces  me- 
sures assignent  à la  Terre.  On  conçoit,  en  effet,  que, 
comme  il  est  impossible  de  déterminer  dans  tout<;  son 
étendue  le  méridien  terrestre,  il  faudra  commencer 
par  faire  une  hypothèse  quelconque  sur  la  nature  de 
cette  courbe  et  sur  la  figure  générale  du  globe.  On 
déterminera  ensuite  les  arbitraii’es  de  ces  suppositions 
au  moyen  des  données  fournies  par  les  o{)érations 
géodésiques,  et  l’on  examinera  enfin  si  la  figure  qui 
en  résulte  pour  le  sphéroïde  terrestre,  peut  concor- 
der avec  celle  que  l’on  conclut  des  antres  phénomènes 
obseivés. 
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Supposons,  en  premier  lieu,  le  Spli«'‘roïde  elliptique 
et  de  révolution.  C’est  l’hypothèse  la  plus  simple  que 
l’on  puisse  faire  sur  la  figure  de  la  Terre,  puisqu’on 
sait  d’avance  que  l’hypothèse  d’une  figure  sphérique 
ne  saurait  lui  convenir?  d’ailleurs,  c’est  celle  qui  ré- 
sulte directement  des  lois  de  l’Hydrostatique,  si  l’on 
suppose  que  la  Terre  était  originairement  fluide  et 
homogène,  et  qu’elle  a conservé,  en  se  durcissant,  sa 
figure  primitive.  Proposons-nous  donc  de  déterminer, 
parmi  toutes  les  figures  elliptiques  qu’on  pfeut  don- 
ner au  méridien  terrestre,  celle  qui  s’accorde  le  mieux 
avec  les  degrés  mesurés. 

Soient  c,,  Cj,  c,,  etc.,  les  longueurs  de  ces  degrés, 
L, , Lj,  Lj,  etc.,  les  latitudes  correspondantes  au  mi- 
lieu de  chacun  d’eux.  Puisque  nous  supposons  que 
la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  qui  s’écarte 
peu  de  la  figure  de  la  sphère,  la  variation  des  degrés 
à sa  surface  sera  proportionnelle  au  carré  du  sinus  de 
la  latitude;  on  aura  donc  généralement 

6‘ = rt -f- ésin*  L,  (n) 

a et  b étant  deux  constantes  dont  la  première  repré- 
sente la  grandeur  du  degré  à l’équateur  et  l’aulre  dé- 
pend de  l’aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

Eu  substituant  respectivement  c,,Cj,  Cj,  etc.,  L,, 
L„  li,,  etc.,  à la  place  de  c et  L dans  l’équation  pré- 
cédente, on  aura  autant  d’équatigns  (pi’il  y a eu  de 
degrés  mesurés.  Si  la  Terre  était  rigoureusement  el- 
liptique, et  si  les  observations  étaient  parfaitement 
exactes,  toutes  ces  équations,  de  quelque  manièi'e 
qu’on  les  combinât  entre  elles,  donneraieni  à Irès- 
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pou  près  pour  a et  A les  mêmes  valeurs  ; mais  cela 
n’a  pas  lieu  gcnéralemeut,  et  les  degrés  mesurés  à 
diverses  latitudes  ont  donné  pour  la  figure  des  mé- 
ridiens «les  ellipses  très-diflércnies.  Il  s’agit  donc  de 
combiner  le  système  des  équations  précédentes  de 
manière  à en  tirer  les  valeurs  des  inconnues  a et  b 
cjui,  substituées  dans  la  formule  (a),  représentent, 
avec  le  plus  de  précision  possible,  les  mesures  obser- 
vées. Voici,  pour  y parvenir,  une  méthode  très-simple 
et  qui  peut  être  utile  dans  une  infinité  de  cas  sem- 
blables, par  exemple,  lorsque,  étant  donné  un  nom- 
bre quelconque  d’observations  d’une  comète,  il  s’agit 
de  déterminer  parmi  toutes  les  courbes  paraboliques, 
cjui  peuvent  représenter  sa  marche,  celle  qui  satisfait 
plus  exactement  que  toutes  les  autres  à leur  ensemble. 

Comme  il  est  impossible , quelque  valeur  qu’on 
suppose  aux  constantes  a et  A,  de  satisfaire  à la  fois 
à toutes  les  équations  qu’on  peut  former  par  la  sub- 
stitution des  cpiantités  c,,  Cj,  etc.,  L,,  L,,  etc.,  à la 
place  de  c et  L dans  l’équation  (a),  on  suppose  que 
les  différences  des  résultats  sont  ducs  aux  erreurs  dont 
les  observations  sont  susceptibles.  La  question  revient 
alors  à trouver  le  système  de  ces  erreurs,  qu’on  peut 
distribuer  arbitrairement  sur  l’ensemble  des  observa- 
tions, dans  lequel  la  plus  grande  erreur  est  moindre, 
abstraction  faite  du  signe,  que  dans  tout  autre  sys- 
tème, et  à déterminer  a et  b par  cette  condition.  C’est 
à quoi  on  parvient  très-facilement  par  la  méthode  des 
moindres  carrés,  imaginée  par  I.egendre,  et  que  La- 
place  a en  effet  reconnue  comme  la  plus  exacte  et  la 
plus  simple  que  l'on  puisse  employer  dans  toutes  les 
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questions  de  ce  genre.  Ce  procédé  consiste  à rendre  la 
somme  des  carrés  des  erreurs  un  minimum  par  rap- 
port à chacune  des  inconnues  du  problème.  On  forme, 
en  exprimant  analytiquement  cette  condition,  autant 
d’équations  qu’il  y a d’inconnues  à déterminer,  et  il 
ne  reste  plus  pour  les  obtenir  qu’à  résoudre  ces  équa- 
tions par  les  méthodes  ordinaires. 

Soient  donc  <?,,  Cj,  c,,  etc.,  les  erreurs  des  degrés 
mesurésc,,  c„  etc.;  en  substituant Cj-t-e,,  Cj-f-e,,  etc., 
à la  place  de  c,,  etc.,  dans  là  formule  (a),  on  for- 
mera les  équations  suivantes  : 

c,  — a — b sin*L, 

Cj  — n — b sin*  Lj 
c,  — O — b sin*  1.3 

c\  — a — b sin*L„  = e»,  I 

n étant  le  nombre  des  degrés  mesurés. 

Il  faut  exprimer  maintenant  que  la  somme  des  car- 
rés des  erreurs  e*  -+-  e*  -4-  . . .,  est  uu  minimum  par 
rapport  à chaque  inconnue  a et  b,  ce  qui  revient  évi- 
demment à multiplier  tous  les  termes  de  chacune  des 
équations  précédentes  par  le  coefficient  de  cette  in- 
connue, prise  avec  son  signe,  et  à égaler  à zéro  la 
somme  de  ces  produits.  Ainsi,  tous  les  coefficients  de 
a étant  l’unité  dans  les  équations  précédentes,  pour 
obtenir  l’équation  du  minimum  par  rapport  à fl,  il  suf- 
fira de  les  ajouter  entre  elles;  pour  former  la  même 
équation  relative  à b,  on  midtiplicra  la  première 
par  .sin* L,,  la  seconde  par  sin* L,,  ,1a  troisième  par 


— e, , 

— 

= Ci-, 


(A) 
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siii’  L,,  elc.  On  ajoiilera  ensuite  entre  elles  les  équa- 
tions résultantes,  et  en  égalant  à zéro  les'cleux  soninies  • 
précédentes,  oiraura  les  équations  cherchées.  On 
trouvera,  de  cette  manière,  les  deux  équations  sui- 
vantes : 

un  -f-  AS.sin'L,  — 2. r,  = o, 
o3.sin*I.,  A^.sin*!.,,  — sin’L,  = o, 

la  caractéristique  2 désignant  généralement  la  somme 
de  toutes  les  quantités  semblables  qu’on  peut  former 
en  considérant  l'ensemble  des  observations  données. 

Les  deux  é(piations(c)  suffiront  jmur  déterminer  n 
et  A,  et  en  substituant  ensuite  leurs  valeurs  dans  les 
équations  {b),  on  aura  les  erreurs  e,,  e„  e,,  etc.,  qui 
conviennent  au  système  où  les  erreurs  extrêmes  sont 

V 

renfermées  dans  les  plus  étroit(*s  limites  possibles,  et 
l’on  verra  si  ces  erreurs  sont  telles,  qu’on  les  puisse 
attribuer  aux  incorrections  de  l’observation.  Mais  si 
parmi  elles  il  s’en  trouvait  quelqu’une  trop  considé- 
rable pour  qu’il  soit  jvossible  de  l’admettre,  on  re- 
jetterait les  degrés  mesurés  qui  ont  donné  cette  erreur, 
comme  provenant  d’opérations  défectueuses,  et  l’on 
déterminerait  les  constantes  a et  ù an  moyen  des  équa- 
tions restantes,  qui  donneraient  alors  des  résultats 
beaucoup  plus  d’accord  avec  les  observations. 

Comme  les  considérations  qui  précèdent,  sont  fon- 
dées sur  la  supposition  que  les  degrés  croissent  pro- 
portionnellement au  carré  de  la  latitude,  et  que  la 
même  loi,  dans  l’hypothèse  de  la  figure  elhptique  de 
la  Terre,  convient  également  à la  variation  de  la  lon- 
gueur du  pendule,  il  est  clair  que  la  méthode  que 


Digitized  by  Google 


4g6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

nous  venons  d’exposer,  peut  s’appliquer  identique- 
• ment  aux  mesures  du  pendule  à secondes  observées  à 
diverses  latitudes,  et  donne  le  moyen  d’en  déduire, 
avec  le  plus  grand  degré  de  probabilité  possible,  l’a- 
platissement de  la  Terre. 

41 . La  méthode  précédente  est  la  plus  simple  qiie 
l’on  puisse  employer  pour  reconnaître  si  la  figure  du 
sphéroïde  terrestre,  conclue  des  mesures  géodésiques 
prises  à sa  surface  et  de  l’observation  du  pendule, 
s’accorde  avec  celle  qui  résulte  des  autres  phéno- 
mènes; mais  elle  suppose  que  les  degrés  du  méridien 
que  l’on  compare  entre  eux,  ont  été  conclus  d’arcs 
difiérents,  mesurés  dans  des  régions  éloignées  du 
globe.  S’il  s’agissait  simplement  de  déduire  de  l’un  de 
ces  arcs,  mesuré  avec  beaucoup  de  soin,  comme  l’a 
été  l’arc  compris  entre  Dunkerque  et  Barcelone,  l’a- 
platissement de  la  Terre,  voici  la  méthode  que  l’on 
suivrait  dans  ce  cas. 

Nous  avons  vu,  n“3b,  que  si  l’ou  suppose  que  la 
Terre,  originairement  fluide,  a conservé  en  se  refroi- 
dissant la  figure  qu’elle  avait  prise  à l’état  d’équilibre, 
le  rayon  de  sa  surface  pouvait  être  exprimé  par  la  for- 
mule suivante  : 

r = n (i  — ah  cos*  6), 

a représentant  le  demi-axe  de  l’équateur,  Q l’angle 
que  forme  le  rayon  r avec  l’axe  des  pôles,  et  ah  l’a- 
plalisseinent  de  la  Terre',  que  nous  regardons  comme 
une  ti-ès-petitc  quantité  dont  on  peut  négliger  le  carré 
et  les  puissances  supérieures. 
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Nommons  s l'arc  du  méridien  terrestn*  compris 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  fl  et  f ; on  aura  géné- 
ralement fis  = — yr*  dO^  ■+■  dr*,  l’arc  s étant  supposé 
croître  de  l’équateur  aux  pôles.  La  valeur  précédente 
de  r donne,  en  la  différcntiant, 

rfr  = uflaA  sinô  cos0</S. 

On  aura  donc,  on  négligeant  les  quantités  de  l’or- 
dre  a’, 

fis  = — /y/ô  = — adB  (i  — 7.h  cos* 9), 

d’où,  en  intégrant,  on  lire 

s = consl.  — fl9  { 1 — ^cch)  -h  |flaAsin  26. 

Introduisons  dans  cette  formule,  au  lieu  de  l’angle  6, 
la  latitude  L correspondante  à l’extrémité  de  l’arc  s. 
Quelle  que  soit  la  nature  du  méridien  terrestre,  la 

quantité  ^ exprimant  la  tangente  de  l’angle  que 

fornie  la  normale  avec  le  rayon  r,  il  est  aisé  de  voir 
qu’on  aura 

tang[5  _(9o"-L)]  = ^, 

d’on  l'on  tire,  en  observant  que  dr  est  du  premier 
ordre  par  rapport  à a,  et  <jue  nous  négligeons  le  carré 
de  cette  quantité, 

ou  bien,  en  substituant  pour  f et  ^ leurs  valeurs, 

L = 90°  — ® sin  2 9 ; 

II.  ' - 3ü 


Digifized  by  Google 


4y8  TUÉORIF.  AiVU.YTIQFK 

on  aura  ilonc,  réciproqiirnuMit,  , 

5 = c)o'*  — L + a// siii  ji  L.  ' ■ ' 

('.ello  valeur,  substituée  clans  l’expression  (le  s,  (|(»n- 
nera,  aux  (piantilés  près  de  l’ordre  a’, 

i = U (i  ^a/c)  L — J sin 2lj. 

Nous  n’ajcmtons  point  de  constante  an  second  mem- 
bre, parce  (pie  nous  supposons  l’arc  .c  compté  de 
l’équateur,  ce  qui  donne  ,ç  = o eu  même  temps  que 
1.  = O.  ; 

Dc^signons  par  S le  quart  du  méridien  terrestre  ; en 
faisant  dans  l’équation  précédente 

L = 90*’=  -i?:, 

on  aura 

S = <x(i  — 
et,  par  consciquent, 

‘ J = (I.  — -J  a/c  sin  2 1j). 

a ^ 

En  désignant  par  L'  la  latitude  correspondante  à l’ex- 
trémité d’un  autre  arc  du  méridien  s',  on  aurait  de 
même 

,ér=  ^(L'-  Ja/tsinaL').  ‘ 

E’arc  compris  entre  les  deux  parallèles  corres|)ondants 
aux  latitudes  L et  I/,  sera  donc 

i'— s = J>  — ^cth  { sin 2 1/  — siu 2 L ! ]. 

1 , • 
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Celle  é(|iialion  établit  la  relation  {|iii  tloil  exister 
entre  la  longueur  d’nn  arc  quelconque  «lu  méridien 
et  les  latitudes  «le  ses  points  e\tr«'-mes.  Soit  s la  lon- 
fjueur  du  de"ré  moyen  «lu  méi  idien  terrestre,  ou  la 
l«)i)gueur  «lu  «legré  sous  le  parallèle  «le  4a“,  on  aura 
S 

— = s,  et  l’tHpiation  précé«lente , en  y substituant 

J ^ 

cette  valeur,  donnera  immédiatement  la  longueur  «lu 
degré,  quand  l’aplatissement  ah  «lu  spbéroûle  ter- 
restre sera  déterminé. 

Maintenant,  soient  L,,  L^,  I..3,  etc.,  les  latitudes 
respectives  des  extrémités  «les  arcs  du  méridien  s^, 
Sty  5,,  etc.,  compt«'sde  r«*qualeur;  eu  substituant  siic- 
c«*ssivement  ces  quantités  à la  jilace  de  L et  «le  s tlaiis 
réquati«in  pr«>céd«-nte,  on  formera  un  système  «l’équa- 
tions  semblables  qui  serviront  à «létermincr  l’ellipse 
qu’indiquent  avec  le  plus  de  vraisemblance,  pour  l«! 
méridien  terrestre,  les  ares  mc'surés.  Four  cela,  «ni 
appliquera  à ces  é«piations  la  méthode  du  n*’  10,  on 
«lésignera  parc,,  Cj,c,,  etc.,  les  arcs  mesun'S  «lu  méri- 
«lien,  à partir  «lu  parallèle  «pii  c«>rrespou«l  à la  lalifmie 
'L,,  en  sorte  «pi’on  aura  c,  = — s,,  c^=  — j,,  etc  ; 

on  nommera,  comme  pivrédemment,  L,,  T.j,  Lj,  etc., 
les  latitudes,  et  l’on  désignera  parc,,  Cj,  c,,  etc.,  I«‘s 
erreurs  «lonl  ces  latitiuh's  sont  alTectt'es,  et  «pi'on  peut 
attribuer,  soit  aux  ««bsi-rvalions  astronomiques  d'où 
elles  sont  déduites,  soit  aux  iiK'Sures  géoili'siqnes  dont 
li^s  inexactitudes  influent  sur  les  laliliides  des  pa- 
ralléli-s  «pi’on  siqipo.se  sép.'uvs  par  K's  intervalles  c,, 
C.J,  etc.  Les  erreurs- e,,  Cj,  Cj,  etc.,  étant  «le  ll■^■•s- 
[M’Iiles  «piantilés,  on  pourra  d’ailleurs  négliger  les 

3a. 
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termes  où  elles  se  trouveraient  nuillipliées  par  a;  on 
aura  ainsi  les  équations  suivantes  : 

3 r 

1.)  — L,  — -a/<sin(L,  — L,).cos(1ji+  L,)  — =r  p,  —r,, 

L,  — L,  — - *//sii){L, — L,  ).cos(L,-t-  L,  ) = p,  — e,, 

5.  ■ s ■ 

3 P ' 

L,  — L,  — - ali  sin(L,  — L,).ros(L,  + 1/,) ■’  =r,  — p<  , 

2 * S 


3 ^ 

L„  — L, ah  iin  (L,  — L,  1.cos( L,  + L,  ) — - = c,  — r„. 

. 2 S 

Dans  ces  équations,  les  latitudes  L et  1/  sont  sup- 
posées exprimées  en  degrés;  il  faudra  donc  exprimer 
de  même  la  quantité  ah,  ce  qui  revient  à imdfiplier 

par  les  coefficients  dont  elle  est  affectée. 

‘ w 

Comme  il  est  important  de  déterminer  les  erreurs 
e,,  Cj,  etc.,  indépendamment  l’une  de  l’autre,  on 
pourra  considérer  e,  comme  une  nouvelle  inconnue 
donnée  par  l’équation  e,  — e,  = o;  en  joignant  cette 
équation  à celles  qui  précédent,  on  aura  autant  d’é- 
quations qu’il  y a eu  d’arcs  mesurés  c,,  Cj,  etc.  On 
déterminera  ensuite,  par  la  méthode  des  moindres 
carrés,  l’hypothèse  elliptique  dans  laquelle  la  plus 
grande  erreur  est  un  minimum,  et  l'on  reconnaîtra  si 
elle  est  comprise  dans  les  limites  de  celles  dont  les 
observations  sont  susceptibles. 

Les  mêmes  considérations  conviennent,  d’après  ce 
que  nous  avons  dit  n''40,  aux  observations  de  la  lon- 
gueur du  pendule  à secondes,  mesurée  à différentes 
latitudes. 
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i2.  A|)[»liqiioiis  d’abord  les  inélliodes  prétédenles 
aux  principaux  résultats  qu’ont  produits  les  grandes 
operations  entreprises  en  diverses  contrées,  pour  ob- 
tenir la  mesure  exacte  des  degrés  des  méridiens  ter- 
restres. Parmi  ces  «legrés,  choisissons  les  cinq  sui- 
vants, qui  sont  évalués  en  parties  de  la  double  toise 
qui  a servi  à mesurer  l’arc  compris  entre  Dunkerque 
et  Barcelone  et  à laquelle  on  a donné  le  nom  de  mo- 
dule. 


UBSERVATEL'RS. 

LoNaUlOM 

des 

de|rè«. 

LATirOOKt 
rurrcipon- 
dant«é 
aa  milieu 
«le  chaque 
derrd. 

AEO  TOTAL 

mesuré 
d'ou 
le  d«fré 
a élu 
conclu . 

Bougucr  (»o  Pérou) 

La  Caille  (au  cap  de  Bonnc-Espéranco) 

BoscovLch  (Italie) 

Delambre  l't  Mécliain  (France)...... 

Clairaut,  Maupcituis,  etc.  (Laponie), . 

notl. 
283;G,5 
a85i8,5 
î8/)8g,5 
28609,3 
aSjoa , 5 

0 / 

0 0 0 

33.i8.3o 

43.  I.  0 

46.11.58 

66.30.  0 

370 
1.13.17 
'i.  9.  5 
9.40.35 
0.57.39 

On  voit,  par  ce  tableau,  que,  quelle  que  soit  la 
ligure  de  la  Terre,  toutes  les  observations  s’accordent 
à montrer  que  les  degrés  du  niéridieu  % ont  en  augmen- 
tant de  l’équateur  aux  pôles,  ce  qui  indique,  n"  40, 
une  diminution  correspondante  dans  les  rayons  du 
sphéroïde  terrestre,  et,  par  conséquent,  un  aplatisse- 
ment dans  le  sens  des  pôles. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  les  équations  (/;)  du 
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n"  4A)  (lovifiineiit 

mo«i. 

28376.5  — a — /;.o,ooooo  = c,, 

2.851 8.5  — n — A.o,3oi  56  = e,, 

28489.5  — d — A.o,/|654i  = c',, 

28509,2  — n — 0, 52093  =f,, 

28702.5  — a — <!».o,83887  = <’!,, 

et  l’on  <‘ii  cléïluit  pour  les  équations  qui  résultent  de 
la  condition  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  soit 
un  minimum, 

a + A.0,42535  - 285 19™'’*'-  = 0,  ^ , 

n -4-  /.;.o,6o3o8  — 28582"“”’'  =0; 

d’où  l’on  tire 

a = 28368'“‘“'-,  h = 354"‘"‘'-,47- 

On  aura  donc,  généralement,  pour  l’expression  du 
degré  du  méridien  terrestre  correspondant  à la  lati- 
tude Jj, 

c — 28368'"‘’‘‘-  4-  354“‘’‘*',47  sin*L. 

Nous  avons  vu,  n”  3o,  que  raccroissement  des  de- 
grés du  méridien  elliptiepie,  de  ri't[uatenr  au  pôle, 
est  à trés-peu  près  égal  à 3a//rsinM.,  a4élai>l  l’el- 
lipticité de  l’ellip.se,  et  c le  degré  de  l’équateur  : la 
formule  précé<lente  donne  donc,  à très-jæu  près, 
pour  l’aplatissement  du  sjtliéroïde  terrestre. 

r,n  adoptant  pour  la  Terre  la  figure  elliptique  (pi(‘ 
ces  l’ésultats  lui  supposent,  on  trouve  que  la  plus 
grande  (les  erreurs  (|ui  ont  du  etre  coiiimises  dans  la 
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iiicsufp  des  degrés  du  im-ridien  lenrslre,  H (|ui  porte 
sur  le  degré  »lu  ca|>  de  l»oniie-l''spérance,  mesuré  par 
l^a  Caille,  est  de  43‘“"‘'‘,G.  C«'lte  erreur  a paru  d’abord 
trop  considérable  pour  pouvoir  être  admise,  et  l’on 
a conclu  rpie  les  degrés  du  méridien  varient  suivant 
une  loi  trés-différeute  du  carré  du  sinus  de  la  latitude, 
et  (|ue  par  r<msé<pient  le  sphéroïde  l<*rrestre  s’écarte 
sensiblement  de  la  figure  ellipficpie. 

(’ependaut  comme  l’ellipsoïde  est,  après  la  sphère, 
la  figure  la  plus  simple  et  la  [)his  naturelle  cpie  l’on 
puisse  adopter  ])Our  la  Terre,  et  qu’elle  est  indiquée 
<railleurs  par  toutes  les  lois  de  l’Hydrostatique,  on 
aurait  dû,  avant  de  la  rejeter  entièrement,  attendre 
que  le  temps  eût  permis  de  vérifier  les  mesures  des 
ilegrés  qui  semhlaieiit  s’en  écarter  davantage,  d’au- 
tant que  les  opérations  de  ce  genre,  exigeant  une 
extrême  délicatesse,  sont  plus  (pi’aucuiie  autre  sus- 
ce|)tibles  d’inexactitjides.  L’expérience  a pleinemenf 
confirmé  ces  observations,  et  la  mesure  du  degré  de 
Laponie,  exécutée  de  nouveau  et  avec  beaucoup  de 
soin  par  des  astronomes  suédois,  pendant  les  années 
i8oi,  1802  et  i8o3,  a lait  reconnaître  qu’une  erreur 
beaucoup  plus  grave  que  celle  qu’indiipiait  l’analyse 
précédente,  s’était  glissée  dans  la  mesure  du  même  de- 
gré, exécuté  en  1736  par  Clairaut,  Maupertuis,  Le- 
monnier.  Camus,  Oufhier  et  Celsius. 

La  grandeur  du  degré  sous  le  cercle  polaire  s’est 
trouvée,  d’après  ces  nouvelles  opérations,  de  1 
plus  petite  (pie  celle  (pi’on  lui  avait  d’abord  assignée, 
ce  ([ni  le  réduit  à 28587'"''‘'',5.  (’.ette  correction  est 
d’autant  [ilns  [uécieuse , que  la  iiouvelh'  mesure 
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donne,  pour  l'aplatisseinent  du  sphéroïde  terresire, 
une  valeur  qui  s’accorde  beaucoup  mieux  avec  l’a- 
platissement qui  résulte  des  observations  du  pendule 
et  des  autres  phénomènes,  que  celle  que  la  première 
indiquait,  et  qui  coïncide  entièrement  avec  la  valeur 
de  cet  aplatissement  qu’on  a déduite  de  la  comparai- 
son du  nouveau  degré  mesuré  en  France  à celui  de  l’é- 
quateur mesuré  par  Bouguer. 

En  effet,  si  l’on  introduit  la  correction  précédente 
dans  les  équations  (e),  on  trouvera,  pour  les  deux 
équations  du  minimum, 

a -t-  /;.o,4a535  — = o, 

a -h  /;.o,6o3o8  — a854i  = o, 
d’où  l’on  tire 

0 = 28388“’*’^-,  A = a54“«‘-,3G, 

ce  qui  donne  pour  l'aplatissement  de  la  Terre. 

On  trouve,  comme  on  le  verra  plus  has,  en  compa- 
rant les  longueurs  du  pendule  à difi’érentes  latitudes, 

2^  pour  la  valeur  de  cet  aplatissement  : la  mesure 

des  degrés  et  l’observation  des  variations  de  l'intensité 
de  la  pesanteur,  à la  surface  du  globe,  donnent  ainsi  à 
la  Terre  à très-peu  près  la  même  figure  elliptique. 

-iô.  Il  est  donc  presque  démontré  qu’une  inexacti- 
tude grave  s’était  introduite  dans  la  mesure  du  degré 
de  Ij;q)onie;  et  cela  est  d’autant  plus  vraisemblable, 
f|ue  cette  erreur  de  a3o  toises  ne  porte  pas  eiitière- 
menl  sur  les  mesures  géotlésicpies,  ce  qui  paraîtrait 
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en  effet  inadmissible.  Il  sufüt,  pour  l’expliquer,  de 
supposer  une  erreur  de  quelques  secondes  tians  les 
latitudes  des  points  extrêmes  de  l’arc  mesuré  par  les 
académiciens  français,  et  la  difficulté  des  observa- 
tions qui  servent  à les  déterminer,  rend  cette  supposi- 
tion très-plausible.  Sans  doute,  des  erreurs  du  même 
genre  ont  pu  se  glisser  dans  la  détermination  d’antres 
degrés  mesurés  du  méridien  terrestre.  On  doit  donc 
être  extrêmement  circonspect  sur  les  conclusions 
qu’on  en  tire;  et  c’est  par  cette  raison  que,  parmi  le 
grand  nombre  de  ces  mesures  que  nous  possédons, 
nous  avons  choisi  celles  qui,  par  les  soins  qu’on  a 
mis  à leur  exécution  et  par  la  réputation  des  obser- 
vateurs, nous  ont  semblé  devoir  inspirer  le  plus  de 
confiance (*).  I^i  méthode  de  combinaison  appliquée 
aux  équations  (c)  est  aussi  très-propre  à diminuer 
l’influence  de  ces  erreurs  sur  les  résultats;  on  doit 
observer  en  général  que,  comme  les  arbitraires  qui 
entrent  dans  l’équation  (d)  no  sont  qu’au  nombre  de 
deux,  il  suffira  de  deux  ‘degrés  mesurés  à la  surfacfe 
de  la  Terre,  pour  faire  connaître  son  aplatissement 
et  la  longueur  absolue  du  degré  sous  l’équateur.  Sï 
la  Terre  était  un  sphéroïde  exactement  elliptique,  on 
obtiendrait  donc,  à très-peu  près,  les  mêmes  valeurs 
des  constantes  a et  /),  en  comparant  deux  à deux  tous 
les  degrés  mesurés  jusqu’à  présent;  mais  cette  com- 
paraison produit,  au  contraire,  des  différences  qu’il 
est  difficile  d’attribuer  aux  seules  erreurs  des  obser- 
vations; on  en  doit  conclure  que  la  figure  de  la  Terre 


(*)  f'nyci  Supplément  aux  iS'otes  «lu  tome  It. 
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V 

twl  trt’S-im'-gtilitTO  et  l)Paucoii|)  i)lus  coin|»li([iiétT  qnr 
nous  lie  l’avons  supposé.  Onconeoil,  en  effet,  cjii’eu 
admettant  même  que  la  figui’e  de  la  Terre  est  celle 
qui  résulte  des  lois  de  l’Hydrostatique,  mille  circon- 
stances ont  pu  modifier  ces  lois  de  manière  à l’écarter 
sensiblement  de  l’ellipsoïde.  Les  degrés  mesurés  à sa 
surface  indiquent  d'une  manière  manifeste  ces  écarts; 
ils  donnent  même  lieu  de  penser  que  les  deux  hémi- 
sphères ne  sont  pas  semblables  de  chaque  coté  de 
l’équateur.  Ainsi  la  longueur  du  degré  mesuré  par 
La  Caille  au  cap  de  Bonne-Esperance  surpasse  celle 
des  degrés  mesurés  à une  égale  latitude  et  même  à 
des  latitudes  plus  grandes  dans  l’hémisphère  boréal 
de  la  Terre.  I.e  moyen  le  plus  propre  de  diminuer 
J’influence  de  ces  différences,  ainsi  que  celle  des  er- 
l'eurs  dont  les  observations  sont  susceptibles,  est  donc 
de  combiner  «’ntre  elles  un  grand  nombre  d’obser- 
vations, comme  nous  l’avons  fait  n"  ou  du  moins 
de  comparer  des  degrés  mesurés  à des  latitudes  assez 
distantes  pour  que  les  résultats  soient  indépendants 
des  effets  qui  tiennc'iil  aux  irrégidarités  de  la  Terre 
et  à des  circonstances  purement  locales.  C’(*st  ainsi 
qu’en  comparant  au  degré  du  Pérou  le  degré  de 
France,  qui  a été  conclu  d’un  arc  plus  grand  qu’aucun 
de  ceux  qui  avaient  été  mesurés  jusqu’ici,  et  qui,  par 
les  soins  et  les  lumières  de  ceux  qui  l’ont  déterminé, 
présente  peu  de  chances  d’inexactitude,  on  a trouvé 
pour  raj)lalissement  de  la  Terre  valeur  (|ui  s’ac- 
corde exactement  avec  celle  que  donne  le  nouveau 
degré  de  Laponi»- comparé  aux  autres  degrés  dont  les 
mesures  sont  rapportées  dans  le  tabh  nTi  tlii  n'*  iîi. 


Ce  ré  s 
systèii 
concli 
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mètre 
égal  à 
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Ce  résultat  a servi  à établir  la  base  de  notre  nouveau 
système  de  mesures.  Le  quart  du  méridien  terrestre, 
conclu  de  l’air  mesuré  entre  Dunkerque  et  Montjoui 
est,  d'après  cet  aplatissement,  di*  a5653^o"'“'*‘ , et  le 
mètre,  qui  en  est  la  dix-millionième  partie,  est  ainsi 
égal  à o"'°‘'  ,a')65'i70  ou  à o'"‘*',5i3o'74>  la  toise  étant 
celle  qui  a servi  k la  mesure  du  degré  du  Pérou.  Ce 
simple  avertissement  suffirait  pour  qu’on  pût  retrou- 
ver en  tout  temps  l’unité  fondamentale  de  nos  me- 
sures, si  son  étalon  venait  à se  perdre  ou  à s altérer 
dans  la  suite,  à moins  cependant  qu’il  n’arrivàt  quel- 
<pie  grand  cbangemeut  dans  la  constitution  physique 
du  globe.  C’est  sans  doute  par  cette  raison  qu’on  a 
choisi  la  grandeur  de  la  Terre  pour  la  base  de  notre 
système  métrique,  de  préférence  aux  autres  éléments 
proposés  pour  cet  objet.  Ainsi,  par  cxein|)le,  la  lon- 
gueur du  pendule  qu’on  vient  réceniment  d’employer 
en  Angleterre  à rétablissement  d’un  nouveau  système 
de  mesuivs,  n’offre  point,  à beaiicouj)  près,  le  même 
caractère  de  fixité.  En  effet,  l'intensité  de  la  jwsan- 
feur,  et  par  conséquent  la  longueur  du  pendule,  est 
sujette,  non-seulement  comme  les  arcs  mesurés  du 
méridien,  à des  variations  qui  dépendent  de  la  figure 
de  la  Terre  et  des  irrégularités  de  sa  surface,  elle  en 
éprouve  encore  de  particulières  (pii  tiennent  à la  non- 
homogénéité  des  difTérentes  parties  de  cette  surface; 
et  enfin  rien  n’assure  que  l’intensité  de  la  pesanteur 
( St  en  elle-même  inaltérable,  et  qu’elle  ne  subira  pas 
dans  la  suite  des  sii-cles  des  modifications  semblables 
à celles  (pi’éprouve  continuelliMnent  le  magnétisme  à 
la  sin’lace  du  sphéroïde  terrestre. 
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44-.  Choisissons  maintenant,  pour  ilétenniner  la 
ligure  elliptique  de  la  Terre,  des  ares  de  méridien 
mesurés  à des  latitudes  peu  différentes.  Les  résultats 
suivants  provenant  des  opérations  exécutées  avec  un 
soin  extrême  par  Delainbre  et  Méchaiu,  pour  la  me- 
sure de  l’arc  du  méridien  compris  entre  Dunkerque 
et  Montjoui,  on  peut  compter  sur  leur  exactitude. 


LIEDX  DE  L*OPSERVAT10!<. 

LATITl'DES. 

DISTANCÉS 

de* 

quatre  derolère* 
lUtions  au  paraMcIe 
do  Monijout. 

Montjoui .■ 

0 f 
4i  31 

mod 

Carcastonno 

43.12.54,40 

5274g, 48 

Évauv 

46.  lu. 42,50 

137174,03 

l’arit  (auPdtUhéon) 

48. 5o.  40,7-5 

2133.9.77 

Duukcrqne 

5i.  2.io,5o 

275792,36 

Eu  substituant  ces  valeui’s  dans  les  équations  [cl) 

du  n”  40,  et  en  faisant  s = -g--  pour  éviter  d’opérer 

sur  de  trop  grands  nombres,  on  formera  les  cinq 
équations  suivantes  : 

«I  — C,  = 0,000000.6  0,000000.» /i  — o"ooüoo,  ; 

— e,  = 5,»74948.6  -f-  0,26258  I .o.h  — 1 .85a6G,  I 

^3  — e,  = 13,717403.6 -t- O, 3o96o3.»/i  — 4-8i6o2,  / (/} 

— c,  = 21,331977.6  — o, 040978. »A  — 7.48469,  I 

Cj  — c,  = 27,579230.6  — o,6o44i4-®^'  9-^7^79-  ' 

En  ajoutant  entre  elles  ces  équations,  après  avoir  fait 
passer  l’erreur  c,  dans  le  second  membre,  et  en  éga- 
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laiit  à zt‘v«  U’ur  somme,  on  lioiive 

= — 67,9o‘3564.6  + o, 073108. a/j  -f- 13,817 17. 

Si  l’on  substitue  la  valeur  tle  e,,  qui  résulte  de  celte 
équation,  dans  celles  qui  l.i  précédent,  conformément 
à ce  qui  a été  dit  n"  il , on  formera  les  cimj  nouvelles 
équations  suivantes  : 

e,  = — 13,58071 3. S + 0,01 4642. a//  -4-  4"76543, 

— 8, 305765. S + 0,277123. a// -4-  1.91177, 
e,  = 0, 1 36690. ê + 0,314245.  aA  — o.o5o5g, 

e,  = 7,751164.2  — 0,016337. aA  — 1.71926,' 

^5=  i3,9985i3.6  — o,58977i.aA  — 4.90836, 

d’où  l’on  tire,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
pour  déterminer  les  valeurs  des  arbitraires  ê cl  ah, 
les  deux  équations  suivantes  : 

O = — 178,705291  + S.509,48074  — «A.  10,91717, 
0=  3,817288  — 6.  10,91717  4- aA.  0,53073. 

La  résolution  de  ces  équations  donne 

g = 0,35091 17,  aA  = 0,0069127. 

. , /Cl  . 10000 

Nous  avons  suppose  le  45*  degré  ,s  = — on  aura 
doue  ainsi 

S = 18497,2,  ah  = 

Telle  est  donc  la  valeur  du  degré  moyen  et  de  l’a- 
platissement du  méridien  terrestre  qu’on  déduirait  de 
la  seule  considération  des  degrés  mesurés  en  France. 
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La  (igiirc  dli|)li(}ii(‘  qui  en  résulte  pour  la  l'en  e,  <lif- 
fère  beaiicoup  de  celle  qu’on  (lélc'rmiue  par  la  com- 
paraison (les  mêmes  degrés  au  degré  mesuré  à l’équa- 
teur, par  les  observations  du  pendule  et  par  d’antres 
phénomènes  astronomiques.  Cette  figure,  d’ailleurs, 
ne  saurait  se  concilier  avec  les  lois  de  l’Hydrosta- 
tique, ni  avec  celles  de  la  préce.ssion  et  de  la  nuta- 
tion, qui  défendent  de  su])poser  au  sphéroïde  terrestre 
un  aplatissement  plus  grand  que  dans  le  cas  où  toutes 
ses  couches  seraient  d’égale  densité,  c’est-à-dire  su- 

, . , I 

peneur  a 

'‘Ixîs  valeurs  de  v.h  et  de  ê sont  celles  qui  convien- 
nent à la  figure  elliptique  du  méridien  terrestre  qui 
donne  un  minimum  pour  la  plus  grande  des  erreui’s 
commises  dans  les  mesures  qui  ont  servi  à déterminer 
l’arc  compris  entre  Dunkerque  et  Montjoui;  si  fou 
substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (y  ),  on  trouve, 
pour  ces  erreurs  exprimées  en  sc'condes, 

e.  = — o'',33,  e,  = -t-  o'',3q,  e,  — — i",36, 
e,  = + 2",o3';  Cj  = — o",72. 

Ainsi,  la  plus  grande  erreur  ne  monte  pas  à pins  de 
a",  et  leur  mojenne,  abstraction  faite  du  signe,  est  de 
o",(jG  ; ces  erreurs  sont  comjirises  par  conséquent  dans 
les  limites  de  celles  dont  les  observations  sont  suscep- 
tibles. 

Mais  pour  mieux  s<‘  convaincre  que  h's  mesures  qui 
résultent  des  opérations  exécutées  en  France,  n<‘  per- 
mettent pas  de  supposer  à la  Terre  une  ellipticité  de 

-^1  et,  à plus  forte  raison,  une  elli|)ticité  moins  cou- 
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nl)U>,  s(i|i[iosons  dans  les  (‘(niatioils  (_/)  c/.h  — . 

on  aura 

P,  /|,7f)54()8  — 1 3,5^071 3.6, 

= •a,()i3r)79—  8,3o5763.6, 

(’j=  — 0,0/19176  + 0,136690.6, 
r,  = — 2,719375  4-  7,751264.6, 

Tj  = — 4,910927  4-  13,99852.3.6. 

En  coinhinant  entre  elles  ces  équations,  on  trouve 

O = — 178,7527  4- 6.509,48074, 

cl’où  l’on  tire,  pour  la  valeur  de  6 qui  rend  la  (dus 
prande  des  erreurs  un  minimum,  6 = o,35o853,  et, 
par  suite,  pour  la  longueur  du  degré  moyen, 

.s  = 28502““’*'’, 

valeur  qui  s’accorde  assez  bien  avec  celle  de  285o/j 
tpii  résulte  de  la  comparaison  du  degré  de  France  à 
celui  du  Pérou.  En  substituant  pour  6 sa  valeur  dans 
les  équations  précédentes,  on  trouve 

e,  = 4-  2', 40,  e^z=-.  — o",46,  c,  = — 4", 38, 

r,  — + o",67,  e,  = -f-  ^,76. 

I.a  plus  grande  erreur  s<>rait,  dans  ce  cas,  de  — ^",38. 
Or,  l’excessive  précision  avec  laquelle  ont  été  faites 
les  observations,  ne  permet  pas  d«>  supposer  dans  la 
détermination  des  latitudes  une  erreur  aussi  consi- 
dérable. L’aplatissement  «le  -^5  que  les  observations 


Digitized  by  Google 


5i2 


THÉORIE  ANALYTIQUE  ^ 

faites  eit  France  en  i8oi  donnent  au  sphéroïde  ter- 
restre, a d’ailleurs  été  confirmé  par  les  ojMÏrations 
exécutées  depuis  en  Angleterre  pour  mesurer  des  arcs 
du  méridien  et  des  per|)eiidiculaires  à la  méridienne: 
tout  porte  donc  à croire  tpie  les  anomalies  que  pré- 
sentent leurs  résultats,  tiennent  a quelque  cause  par- 
ticulière qui,  dans  ces  contrées,  écarte  sensiblement  la 
Terre  de  la  figure  elliptique  ou  qui,  altérant  d’une 
manière  irrégulière  l'homogénéité  de  ses  couches, 
fait  dévier  de  quelques  secondes,  soit  vers  le  midi, 
soit  vers  le  nord,  le  fil  à plomb  de  l’instrument  qui 
sert  à fixer  les  latitudes  des  arcs  mesurés.  On  peut 
conclure  de  ces  observations  et  de  celles  qui  sont  dé»- 
veloppées  dans  les  numéros  précédents,  que  la  surface 
delà  Terre  étant  très-irrégulière,  ainsi  que  la  densité 
des  couches  qui  l’avoisinent,  la  mesure  isolée  d’un 
arc  de  méridien,  quelle  que  soit  son  étendue,  est  peu 
propre  à servir  à la  détermination  exacte  de  la  figure 
de  la  Terre;  on  tire,  au  contraire,  de  la  comparai- 
son de  deux  arcs  du  méridien  mesurés  à des  latitudes 
très-distantes,  des  notions  sur  cette  importante  ques- 
tion, qui  s’accord('iit  très-bien  avec  celles  qui  résultent 
des  autres  phénomènes,  parce  qu’à  ces  grandes  dis- 
tances, les  effets  qui  tiennent  aux  inégalités  de  la  sur- 
face du  globe  et  à la  non-homogénéité  de  ses  parties, 
disparaissent  pour  ne  laisser  subsister  que  ceux  qui 
dépendent  de  sa  forme  génér.ile. 

45.  Considérons  maintenant  les  variations  de  la  pe- 
santeur aux  diverses  latitudes,  et  déterminons  la  figure 
elliptique  la  plus  probable  qui  en  résulte  pour  le  sphé- 
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roule  terrestre.  Les  t))jservatioiis  des  longueurs  du 
pendule  à secondes,  qui  servent  à reconnaître  ces  va- 
riations, sont  plus  faciles  à exécuter  que  celles  de  la 
mesure  des  tlegrés  du  méridien;  les  anomalies  qu’elles 
[)résentcnt  sont  aussi  heaucouj)  moins  considérables, 
parce  que  les  irrégularités  de  la  Terre  exercent  sur 
ces  observations  ïine  influence  bien  moins  sensible 
que  sur  les  autres  : on  doit  donc  obtenir  par  ce  pro- 
cédé des  notions  plus  certaines  sur  la  figure  du  globe 
que  parles  mesures  directes  prises  à sa  surface. 

Parmi  les  nombreuses  observations  qui  ontété  faites 
des  longueurs  du  pendule,  nous  choisirons  les  cinq 
suivantes.  Le  pendule  dont  il  est^ici  question  est  ce- 
lui qui  fait  864oo  oscillations  dans  un  jour  moyen, 
et  les  mesures  ont  été  réduites  au  niveau  des  mers, 
dans  le  vide  et  à la  même  température. 


uet‘1 

dci  obM>rTalioii». 

LATITtmS» 

L. 

LOUGtEril 

du 

prnduin 
à secondot 

l. 

50M8  DES  OtffRVETStMtS 

\ 

Pérou . . 

I Polil-Goavo 

Paris.  (Observai.). 

Pélcribourç 

Laponie 

" / 
O.  0 

18.37 

48.51 

.58  1 5 
O7.  4 

m 

0,970554 

o,gi)u5o 

0,998887 

0,995335 

Bougucr. 

Dou(jiiGr. 

Biol,  Mathieu. 

Mallet.  4 

Clairaut,  Maupertuls,  etc 

On  voit,  par  les  résultats  de  ce  tableau,  que  les 
longueurs  du  pendule  à secondes  augmentent  d’une 
manière  très-sensible  en  allant  de  l’équateur  au  |>ùle. 
Soumettons  ces  accroisseoients  à la  loi  de  la  propf>r- 
Jl.  33 
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tionnalité  au  carré  du  sinus  de  la  latitude,  pour  re- 
connaître s’ils  confirment  l’hypothèse  de  la  figure 
elliptique  du  sphéroïde  terrestre. 

En  substituant,  dans  les  équations  {h),  les  valeurs 
précédentes,  on  trouve 

o"',9qo.^6/|  — a — 0,00000  = e,,  > 

o ,991  I 5o  — « — 0, 10016  = Cj,  I 

O 993867  — a — A. 0, 56672  = Cj,  > (g) 

O ^994589  — n — A. 0,72307  = e„  i 
O ,995326  — a — 0, 84829  = Cj,  I 

et  en  appliquant  à ces  équations  la  méthode  des 
moindres  carrés,  on  aura,  pour  déterminer  les  va- 
leurs des  constantes  a et  ^>,.qui  donnent  un  ininimitni 
pour  la  plus  grande  des  erreurs  dont  sont  affectées 
les  mesures  du  pendule  que  nous  avons  adoptées, 

o“,993o99  — a — A. 0,44766  = o, 

O ,994548  — a — A. 0,70806  = o, 
d’où  l’on  tire 

a = o“,99o555,  b — o“,oo56786. 

On  aura  donc  généralement,  pour  l’expression  de 
la  longueur  du  pendule  correspondante  à une  lati- 
tude L, 

o“,99o555  -t-  o"’,oo5679.sin*L. 

Ija  valeur  de  a est  celle  du  pendule  équatorial,  et 
l’on  a ^ = 0,0057331 . L’aplatissement  du  sphéroïde, 
d’après  le  n°  36,  est  égal  à ^ du  rapport  de  la  force 
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centrifiigo  à la  pesanteur  sous  l’équateur,  moins  la 
valeur  de  la  fraction  précédente;  ce  rapport  pour  la 

Terre  est  de  n"  l(>,  livre  1";  l’ellipticité  du  sphé- 
roïde terrestre  est  par  conséquent  de  o,oo865  — 

ou  de  C’est  l’aplatissement  de  l’ellipsoïde  le  plus 

vraisemblable  qu’indiquent  pour  la  Terre  les  mesures 
du  pendtde  rapportées  dans  le  tableau  précédent;  il 
s’accorde  d’une  manière  satisfaisante  avec  celui  que 
nous  avons  déduit,  n“  i2,  de  la  comparaison  des  de- 
grés du  méridien  mesurés  dans  des  lieux  sépaiTs  par 

de  grands  intervalles,  et  avec  l’aplatissement  de 

qu’on  déduit  des  inégalités  qui  résultent  dans  le  mou- 
vement de  la  Lune  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre.. 

Si  l’on  substitue  pour  a et  é leurs  valem-s  précé- 
dentes dans  les  équations  (g),  on  aura 

e,  = o"*, 000009,  Cj  = o™,ooooa6,  c,  = o'“,oooo94 1 
e,  = — o"',oooo7'i,  e,  = — o“',oooo47. 

Ainsi  donc,  dans  la  combinaison  même  la  plus  fa 
vorable  qu’on  puisse  faire  de  ces  équations,  on  est 
forcé  d’admettre  une  erreur  de  o"”, 000094  dans  les 
mesures  des  longueurs  du  pendule  que  nous  avons 
employées  dans  les  recherches  précédentes,  si  l’on 
suppose  que  ces  longueurs  varient  comme  le  carré 
du  sinus  de  la  latitude.  Cette  erreur  n’excède  pas  au 
reste  la  limite  des  inexactitudes  dont  les  observations 
sont  susceptibles,  et  elle  est  beaucoup  plus  faible  que 
les  erreurs  correspondantes  dans  la  mesure  des  degrés 

33. 
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(lu  mcM’idiiui;  ce  qui  pnusvc,  comme  nous  l avons  dil 
11°  5î),  (]uc  les  causes  qui  (’caiieiil  la  Terre  do  la  figure 
elli|)li(jue,  ont  beaucoup  moins  (l’influence sur  les  va- 
riations (lu  pendule  que  sur  celles  d('s  degus inesurt's 
à sa  surface. 

Cependant  il  ('st  à remarquer  cpie,  bien  (|u’elles 
soient  moins  sensibles,  les  mêmes  irn'*gularités  (|u’oii 
observe  dans  les  degn'is  du  méridien  conclus  d'arcs 
très-rapproebés  entre  eux,  se  reproduisent  dans  les 
longueurs  du  pendule  à secondes.  Ainsi,  par  exemple, 
la  plus  grande  de  ces  anomalies  dans  les  degrés  me- 
sures en  France  et  en  Espagne,  par  Delarabre  et  M(>- 
chain,  se  trouve  dans  l’arc  compris  entre  les  parallèles 
de  Formenlera  et  de  llarcelone,  et  les  variations  de 
degrés  subissent  entre  ces  deux  points  un  ralentisse- 
ment considérable;  de  même,  les  variations  du  pen- 
dule dans  cet  intervalle  sont  Ix'aucoup  plus  faibles 
que  celles  que  donnerait  la  bvi  du  carré  du  sinus  de 
la  latitude;  c’est  ce  qu’on  verra  d’une  manière  évi- 
dente parle  tableau  suivant,  oii  les  constantes  a et  h 
ont  été  déterminées  en  comparant  deux  à deux  les 
ob.servations  qu’il  renferme. 
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La  constante  A conserve  à peu  près  la  même  va- 
leur dans  les  trois  premiers  intervalles,  mais  elle  com- 
mence à décroître  d’une  manièn!  très-prononcée  de- 
puis Clermont  juseju’à  Barcelone,  et  ses  variations 
sont  encore  beaucoup  plus  rapides  de  Barcelone  à 
Formentera.  Il  faudrait,  pour  concilier  cette  valeur 
du  coefficient  du  carré  du  sinus  de  la  latitude  avec 
celle  qui  résulte  des  observations  faites  en  des  lieux 
éloignés,  supposer  dans  les  mesures  pi'écédentes  des 
erreurs  de  8 à 9 centièmes  de  millimètre,  ce'^qn’il  est 
impossible  d’admettre.  La  longueur  à du  pendule 
équatorial  présente,  dans  ce  tableau,  des  différences 
non  moins  remarquables.  La  longueur  réelle  de  ce 
pendule,  conclue  des  observations  faites  à réquateur 
ou  à des  latitudes  voisines,  est  de  o'“,99ioo6.  Les  ob- 
servations précédentes,  faites  à des  latitudes  supé- 
rieures à 45“,  donnent,  comme  on  voit,  des  longueurs 
beaucoup  trop  fortes,  tandis  que  celles  qui  répondent 
à des  latitudes  inférieures  en  donnent  de  trop  faibles. 
Ce  résultat  remarquable  se  manifeste  d’une  manière 
bien  plus  prononcée  encore,  lorsqu’on  compare  entre 
elles  des  observations  faites  sur  une  plus  grande  échelle 
et  comprises,  les  premières,  entre  le  45®  degré  et  le  pôle; 
les  secondes,  entre  le  45*  degré  et  l’écpiateur.  Au  reste, 
il  est  évident,  comme  nous  l’avons  dit  11“  43,  que  ces 
anomalies  se  compenseront  eu  grande  partie  lors- 
qu’on choisira  ties  observations  faites  en  des  lieux 
très-éloignés,  et  qu’on  rendra  ainsi  les  résultats  plus 
indépendants  de  perturbations  qui  ont  sans  doute 
pour  cause  principale  les  irrégidaritt'-s  de  la  surface 
de  la  Terre. 
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4(>.  ('.unsicliTons  iiinintenant  Jupiter,  la  seule  des 
planètes  dont  l'aplatissement  ail  pu  être  déterminé 
par  l’observation  directe.  Reprenons  l’équation  (a) 
du  n“25:  . ’ 

arctangX  = «i^^.  (h) 

Ix)rsque  la  valeur  de  q sera  connue,  on  aura,  par 
celte  équation,  celle  de  X,  et  par  conséquent  le  rap- 
port y I -I-  X*  de  l’axe  de  l’équateur  à l’axe  du  pôle. 
Or,  en  supposant  le  cas  de  l’homogénéité,  on  a, 

n”  25,  q — ~ Soit  D la  distance  du  quatrième  satel- 

ï ^ 

lite  de  Jupiter  au  centre  de  la  planète,  et  T le  temps 
de  sa  révolution,  exprimé  en  jours;  sa  force  centri- 
fuge sera  à celle  qui  anime  un  élément  de  la  masse 
de  Jupiter  placé  à l’unité  de  distance  de  l’axe  de  ro- 
tation, comme  ^ est  à T'  étant  le  temps  de  la  ro- 
tation de  Jupiter,  exprimé  en  fractions  du  jour. 
force  centrifuge  du  satellite  est  d’ailleurs  égale  à la 
force  qui  retient  cet  astre  dans  son  orbite,  c’est-à-dire 
à la  masse  M de  Jiq)iter,  divisée  |}«ar  D*  ; on  aura  donc 

, MT’ 

« — . ‘ 

t)u  a d'ailleurs,  ii®  25,  M = (i  -+-  X');  on  aura 
donc 


7=~ 


(i  -t- vn;’ 

D’T" 


D’après  les  observations  de  Pound,  rapportées  par 
Newton,  la  distance  du  quatrième  satellite  de  Jiq>iler 
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à son  centre  est  égale  à a6,63  demi-diamètres  de  l’é- 
qiiateur  de  cette  planète  ; ce  qui  donne 


on  a de  pins 


A X’  I 

D ~ 76,6  3 ’ 


T=i6>,68902,  T'=  o*,/|i377. 


On  conclura  de  là 


7 = 


0,086145  _ 


■ V 


et  en  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (A),  elle 
deviendra 


arc  tangX 


gXy'i  Â’-f-  0, 172390 X' 


3X> 


d’où  l’on  tire  X = 0,4810,  et,  par  suite,  le  rap|>ort  de 
l’axedu  pùleà  l’axe  de  l’équateur,  ou  \/i  -+-X*  =1,1 0967 . 

Ce  rapport,  suivant  les  observations  de  Ponnd,  est 
tle  1,0771.  On  trouve,  par  la  théorie  des  satellites  de 
Jupiter,  qui  détermine  ce  rapport  avec  plus  de  pré- 
cision encore  que  les  observations  directes,  qu’il  est 
de  1,0747.  Ces  résidtats  montrent  que  Jupiter  est 
moins  aplati  que  dans  le  cas  de  l’homogénéité,  et  que, 
par  conséquent,  sa  densité  va  en  augmentant,  comme 
celle  de  la  Terre,  de  la  surface  au  centre. 

Nous  avons  vu,  n"  5i,  qu’en  supposant  les  planètes 
originairement  fluides,  leur  ellipticité  devait  être  com- 
prise entre  et  la  première  de  ces  limites  répon- 
dant au  cas  où  la  masse  fluide  serait  homogène,  et 
la  seconde  à celui  où  toute  la  masse  serait  réunie  à 
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son  cenire.  Or,  l'fllipticilé  cl’iiii  c’Ilipsoïilc  est  IVxces 
«le  l’axe  de  l’équateur  sur  celui  du  pôle,  divisé  par 
le  dernier  de  ces  axes  ; sa  valeur  <-st  donc  égale  à 
V 1 -+- X*  — 1 ; on  aura  donc,  par  ce  qui  précède, 
=0,109(57,  et,  par  conséquent,  ^q  = o,o4385. 
On  trouve,  par  l’observation  directe,  0,0771,  et  par 
. le  mouvement  des  nœuds  des  orbites  des  satellites  de 
Jupiter,  0,07/17  pour  l’ellipticité  de  cette  planète  : ces 
«leux  valeurs  sont  donc  comprises  dans  les  liinitt's  que 
leur  assigne  la  théorie. 

Nous  avons  trouvé,  11“  29,  dans  le  cas  de  l’hoino- 
généité,  o,oo4334  pour  l’ellipticité  de  la  Tcne.  En 
supposant  donc  la  densité  de  la  Terre  égale  à celle 
de  Jupiter,  leurs  ellipticités  seront  entre  elles  comme 
0,10967  est  à 0,004334.  D’après  cela,  eu  adi>ptaut 
pour  l’ellijtticité  de  Jupiter  la  valeur  0,0747,  qui  ré- 
sulte de  la  théorie  des  satellite.s,  on  trouve  ^ — 

3i5o } ^ ^ 

pour  l’aplatissement  de  la  Terre,  et  choi- 

sissant  l’ellipticité  0,077 1 , qui  est  donnée  par  l’obser- 
vation directe.  On  voit  que  ces  résultats  s’accordent 
sulTisamment  bien  avec  ceux  «pie  l’on  tire  des  obser- 
vations du  pendvde  et  de  la  ine.sure  des  arcs  du  mé- 
ridien terrestre,  et  l’analogie  qui  existe  entre  la  figure 
de  Jupiter  et  celle  de  la  Terre,  prouve  avec  évidence 
que  la  même  loi  a présidé  à la  formation  de  tous  les 
corps  célestes. 

Les  autres  planètes  sont  trop  éloignées  de  nous, 
ou  leur  aplatissement  <*st  trop  peu  son.sible,  pour  «pie 
l’obscrvalion  ail  pu  jusipi'iei  fournir  les  «‘léments  u«'•- 
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ci‘ss;nrc*s  à la  comparaison  îles  plicnodiciies  cl  de  la 
ihcorio.  Il  en  est  de  même  de  la  Lime,  qui  se  pré- 
sente à l’observatenr  comini'  nn  corps  "à  très-peu  jirés 
sphérique;  les  conséquences  qui  résultent  des  lois  de 
sa  libration,  et  que  nous  avons  développées  dans  K- 
cliapiti’e  VJ  du  livre  IV,  sont  les  seules  données  que 
nous  ayons  sur  sa  véritable  ligure. 

47.  Nous  ne  terminerons  pas  ce  chapitre,  spéciale- 
ment consacré  à la  figure  de  la  Terre,  sans  montrer 
comment  les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la 
nutation  confirment,  comme  nous  l’avons  annoncé, 
les  résultats  que  l’on  obtient  par  la  inesnie  des  arcs 
du  méridien  terrestre,  et  par  les  observations  du  pen- 
'dule.  Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  valeur  de  la 
fonction  V,  donnée  n°  25,  livre  IV, 

+ |i[Æ’(B+C-A)+/’(A'+€-li)  + ï’(.\+ll-(.;)|. 

Dans  cette  expression.  A,  B,  C sont  les  trois  mo- 
ments d’inertie  de  la  Terre,  qui  se  rapportent  respec- 
tivement aux  axes  principaux  des  x,  îles  et  des  z, 
M est  la  masse  de  la  Terre,  et  jr,  j',  z expriment  les 
trois  coordonnées  de  l’astre  L. 

On  aura,  en  vertu  du  n“  57,  pour  l’expression  gé- 
nérale de  la  fonction  V,  relalivement  à la  Terre,  suj)- 
posée elliptique  et  douée  d'un  mouvement  de  rotation 
autour  d’un  axe  fixe, 

V = ——  [ (z/(  — J «/)  (i  ~ tus’O)  -f  «//  SIII’O  f0S2w', 
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ah  et  ah'  étanf  deux  constantes  qui  dépendent  <le  l’a- 
platissement de  la  Terre,  et  q le  rapport  de  la  force 
centrifuge  à la  pesanteur  sous  l’équateur. 

Désignons  par  ô l’angle  que  forme  le  rayon  r avec 
l’axe  de  rotation  que  nous  avous  pris,  n"  lîi,  livre  IV, 
pour  axe  des  z,  par  w la  longitude  de  ce  rayon  comp- 
tée sur  le  plan  de  l’équateur;  on  aura 

X = r sinS  sincd,  ^=rsin9cosu,  z = rcosô. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  ex- 
pressions de  V,  et  qu’on  compare  ensuite  ces  deux 
expressions  entre  elles,  on  trouvera  l’équation  sui- 
vante : 

i(aC  — A — — cos’  6)-f-  -J-  (A  — B)  sin’  Q cos  a « • 

[(a/t — ~q)  (^— cos*ô)-f-aA'sin’5  cosauj; 

d’où  l’on  tire,  en  vertu  de  l’indépendance  des  angles, 

0 et  U, 

A - B = AMu’aA’, 
aC  — A — B = i Mfl’  (a//  — -5^). 

la*s  observations  du  pendule  nous  ont  montré  que 
l’aplatissement  du  sphéroide  terrestre  est  à très-peu 
près  le  même  sur  les  divers  méridiens,  ce  qui  exige 
que  ah'  soit  une  très-petite  quantité  d<;  l’(»rdre  que 
l’on  peut  négliger.  On  a alors  A = B,  d’où  résulfe 
ce  théorème  remarquable,  c’est  que  les  phénomènes 
lie  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de 
l'axe  terrestre  sont  les  mêmes  que  si  la  Terre  était  im 
sphéroïde  de  révolution, 

Si  l’on  considère  la  Tcne  ctnnme  im  ellipsuîde  de 
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révolulioii  aiilnur  de  l’axe  des  z,  on  aura,'  par  les 
propriétés  de  ces  corps, 

-,  2 Ma* 

L,  = — V — 9 

5a 

(J  étant  un  nombre  qui  dépend  de  la  loi  de  densité 
des  difierentes  couches  du  sphéroïde,  et  que  rex|M‘- 
ricncc  seule  peut  déterminer;  elle  a montré  que, 
pour  la  Terre,  ce  nombre  diffère  peu  de  runité.  Ou 
aura  donc  ainsi 

aC  — A — B lOB,  , , . 

ç 

Nous  avons  trouvé,  n"  5î),  livre  IV, 

2C  — A — B 


C 


= 0,0062810; 

v«  • 

on  aura  donc  . . ' 

ah-\q= 7-^'  (^) 

Iæ  raj>port  que  désigne  a est  égal  à l’unité  dans  le 
cas  de  l’homogénéité;  il  est  plus  grand  que  l’unité,  si 
la  densité  du  sphéroïde  va  en  croissant  de  la  surface 
au  centre,  et  moindre  que  ce  nombre  dans  le  cas  con- 
traire. Supposons  donc  la  Terre  homogène;  ou  aura 

(7  = I ; on  a d’ailleurs,  par  l’observation,  q = : 

on  aui'a  donc,  dans  ce  cas,  u/i  = 0,0035871,  ou 

La  supposition  de  a A = donnerait  pour  c une 
valeur  infinie:  la  valeur  de  a/i  est  donc  comprise 
*^'**'*^  2^  5^8’  ***  par  conséquent  les  limites 
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que  les  |)liéiiomoiu;s (le  la  piéci'sston  (“t  de  la  iiiilatioi 

assignent  à raj)latisseinent  du  sphéioïdc  terrestre. 

Eu  prenant  une  moyenne  entre  les  valeurs  «l< 
r.iplatisseineut  de  Jla  Terre,  qui  résultent  de  la  com- 
paraison des  degrés  mesurés  à sa  surface,  et  des  oLseï'- 
vations  du  pendule^  on  peut  supposer  cet  aplatisse- 
ment de  2^  à peu  près.  Cette  valeur  est  com|)rise  entre 

les  limites  pivcédentes.  Si  on  la  substitue  au  lieu  de 
a//,  et  qu’on  remplace  en  même  temps  (f  par  sa  valeur 
dans  l’équation  (A),  on  en  tire 

7 = 1 ,3  a 5Go  : 

ainsi  donc  la  quantité  c étant  plus  grande  que  l’iuiité, 
la  densité  de  la  Terre  va  en  croissant  de  la  surface  . 

, au  centre,  ce  ([ui  est  conforme  aux  expériences  de 
Cavendisli  et  aux  lois  de  l’Hydrostaticpie,  (pii  exigent 
. (pie  si  la  Terre  était  originairement  fluide,  les  partii's 
les  plus  denses  soient  en  même  temps  les  plus  voisines 
du  c(*ntre. 

V ’ f 

48.  Si  l’on  embrasse  maintenant  d’un  inèiiie  le- 
gard  les  résultats  que  nous  venons  de  recueillir  par. 
tant  (le  moyens  différents  sur  la  figure  de  la  Terre, 
sans  doute  ou  sera  surpris  de  leur  parfait  accord, 
et  etm vaincu  cju’ils  ne  pi'uxent  être  (pie  les  eflèt.s 
d’une  même  cause,  qui  lie  entre  eux  tous  les  phéno- 
mènes (pii  dépendcul  de  la  nature  et  de  la  coiistilii- 
tiou  du  globe.  La  mesure  d(^s  degrés  des  inéiidieiis 
terrestres,  (pii  paiaît  la  métbode  la  plus  siiii|ile  (]iie 
la  nature  nous  ait  indiipiéi*  pour  détia  tniner  la  ligure 
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tlp  notre  planète,  n’esl  e(‘penilaiit  pas  celle  dont  on 
doive  attendre  îles  résultats  plus  certains;  toufel’ois, 
en  combinant  avec  adresse  des  observations  faites  à 
des  latitudes  très-distautes,  pour  diminuer  l’elfet  des 
irrégularités  de  la  rerie  dans  quelques-unes  de  ses 
parties,  on  détermine,  par  ce  moyen,  la  valeur  très- 
approchée  de  son  aplatissement.  C.ette  valeur  s’accorde 
d'une  manière  remarquable  avec  celle  qui  résulte  des 
observations  du  pendule,  méthode  d’investigation 
moins  directe,  mais  plus  sure  que  la  précédente,  et 
que  riiomme  n’a  due  qu’a  son  génie.  I.a;s  phéno- 
mènes de  la  précession  et  de  la  nutation  ne  font  pas 
connaître  la  valeur  absolue  de  la  fraction  qui  exprime 
l’aplatissement  de  la  Terre;  ils  déterminent  seulement 
deux  limites,  que  celte  fraction  ne  peut  pas  dépasser, 
et  les  valeurs  que  lui  assignent  la  mesure  des  arcs  du 
méridien  et  les  longueurs  du  pendule,  sont  comprises 
entre  ces  limites.  Les  mêmes  phénomènes  fournissent 
des  notions  précieuses  sur  la  constitution  intérieure 
du  sphéroïde  terrestre;  ils  ne  donnent  point,  il  est 
vrai,  la  loi  rigoureuse  des  densités  des  couches  qui 
le  composent,  et  l’on  peut  encore  satisfaire  par  une 
inlinité  d’hypothèses  à runique  condition  qu’ils  im- 
posent, mais  ils  indiquent  un  accroissement  dans  les 
densités  à mesure  que  l’on  approche  du  centre  : ré- 
sultat que  confirment  les  phénomènes  de  la  stabilité 
de  l’équilibre  des  mers,  le  peu  de  déviation  qu’é- 
prouve le  fil  à plomb  par  l’attractiou  des  montagnes, 
les  mesures  directes  des  arcs  du  méritlicn  et  des  lon- 
gneurS  du  pendule,  qui  nous  ont  montré  que  la  Terre 
est  plus  aplatie  que  dans  le.  cas  de  l’homogénéité; 
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résultat  enfin  qui  est  une  suite  néeessaire  des  lois  <1 
l’Hydrostatique,  lorsqu’on  suppose  que  la  Terre  étni 
originairement  fluide,  et  que  ses  éléments  ont  con- 
servé, en  se  durcissant,  la  même  disposition  qu’ils 
avaient  dans  leur  premier  état. 

L’admirable  concordance  de  tous  ces  résultats  n’<-st 
pas  sans  doute  ce  qu’offre  de  moins  merveilleux  la 
théorie  de  la  pesanteur  universelle.  Si  son  iiTfluencc- 
se  montre  d’une  manière  moins  manifeste  et  moins 
régulière  dans  les  phénomènes  qui  dépendent  de  la 
figure  des  corps  célestes  et  de  leurs  mouvements  au- 
tour de  leur  centre  de  gravité,  que  dans  ceux  qui  se 
rapportent  aux  mouvements  de  ces  centres  dans  l’es- 
pace, c’est  que  cette  influence,  comme  nous  l’avons 
vu,  est,  dans  ces  phénomènes,  modifiée  sans  cesse  par 
les  circonstances  particulières  dé|>endantes  de  la  con- 
stitution de  ces  corps.  Le  géomètre,  par  la  meme  rai- 
son, a éprouvé  plus  d’obstacles  pour  les  soumettre 
au  calcul;  mais  le  succès  a couronné  ses  efforts.  Un 
homme  de  génie  avait  deviné  la  cause  secrète  qui  met 
en  mouvement  la  matière;  l’analyse  mathématique, 
en  ramenant  à ce  principe  unique  tous  les  phénomènes 
de  l’univers,  ceux  mêmes  qu’il  paraissait  le  plus  diffi- 
cile d’y  soumettre,  a démontré,  par  la  preuve  la  plus 
irréfragable,  qu’il  était  la  véritable  loi  de  la  nature. 
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NOTES. 

i\<  >TF,  I (pa};c  a). 

Sur  la  détermination  des  orbites  des  comètes  d'après  les 
observations. 

Lagrange  a le  premier  tenté  de  ramener  à des  formules  analy-* 
tiques  rigoureuses  la  solution  de  cette  question  ,'que  les  géomètres 
et  les  astronomes  n’avaient  abordée  jiisquc-lrt  que  par  des  méthodes 
de  tâtonnement  ou  des  constructions  géométriques.  Laplaee  donna 
ensuite  une  nouvelle  solution  fondée  sur  des  considérations  abso- 
lument differentes,  et  les  deux  méthodes  qui  sont  résultées  de  ces 
travaux,  ont,  depuis,  servi  de  types  à toutes  celles  que  l’on  a 
imaginées  pour  résoudre  ce  difficile  problème. 

Ces  méthodes  sont  surtout  remarquables  en  ce  qu’elles  ]>ortent 
chacune  le  cachet  particulier  qui  caractérise  le  génie  de  ces  deux 
illustres  géomètres.  Celle  de  Lagrange  semble  ressortir  plus  direc- 
tement de  la  question,  considérée  comme  un  simple  problème  de 
théorie  abstraite  ; elle  embrasse  dans  sa  généralité  tous  les  cas 
qui  peuvent  se  présenter,  sans  se  préoccuper  des  circonstances" 
qui  peuvent  en  rendre  souvent  l’emploi  insuffisant  ou  impossible. 
Cèlie  de  Laplaee,  au  contraire,  parait  dirigée,  avant  tout,  vers 
un  but  pratique  ; l’auteur  s’attache  à chercher  d’abord  tout  le  jjarti 
qu’on  peut  tirer  des  observations  pour  simplifier  la  question,^ 
et  présente  finalement  au  calculateur  des  formules  d’un  usage 
aussi  simple  que  facile  pour  les  applications  numériques. 

Cette  méthode,  par  son  originalité,  mérite  une  attention  par- 
ticulière, et  quoique  celle  que  nous  avons  présentée  dans  le  texte, 
et  qui  n’est  qu’une  extension  de  la  méthode  de  Lagrange , perfec- 
tionnée par  l’introduction  de  l’équation  remarquable  i|ui  donne 
le  temps,  employé  décrire  un  arc  parabolique,  au  moyen  dé  la 
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corde  qui  soiis- tend  cet  arc  et  des  rayons  menés  h scs  exlrémitôs 
puisse  suffire  à tous  K-s  cas  qui  peuvent  so  présenter,  je  pt'nso  qii’i 
ne  sera  pas  inutile  d’exposer  ici  cette  seconde  solution  tl’nne 
questions  les  plus  difficiles  du  système  du  monde_,  et  par  une  ana- 
..lyse  plus  simple  peut-être  que  celle  qu’a  suivie  l’auteur  <le  la  AI>-~ 
ranique  céleste. 

Cette  méthode  suppose  que  l’on  connaît,  pour  une  époque  don- 
née, la  longitude  a et  la  latitude  b de  la  comète,  ainsi  que  leurs 
différentielles  du  premier  et  du  second  ordre,  prises  par  rajtport 
nu  temps  et  divisées  par  l’élément  de  cette  variable,  c’est-à-dirc  les 

. , lia  d‘‘ a db  d' b _ „ , 

(|uatre  quantités  — j et  — i On  pcut,encflct,  dans  ce 

cas,  déterminer,  par  des  formules  simples  et  rigoureuses,  tous  les 
éléments  de  l’orbite  de  La  manière  suivante. 

I.  Soient  x , y,'z  les  trois  coordonnées  de  la  comète,  rappor- 
tas à l’écliptique  et  au  centre  du  Soleil;  r sa  distance  à cet  astre 
ou  son  rayon  vecteur;  X,  Y,  les  coordonnées  de  la  Terre  dans  son 
orbite;  R son  rayon  vecteur  et  A sa  longitude  vue  du  Soleil  ; enfin 
soit  P la  projection  sur  l’écliptique  de  la  droite  (pii  joint  la  comète 
à la  Terre , ou  ce  qu’on  nomme  ordinairement  la  distance  accour- 
cie de  la  comète  : on  aura 

x=X-f/p,  / = Y-(-/«p,  z = np;  (i) 


en  supposant , pour  abréger,  / ==  cosa,  «i  = sinn  et  n = tang  b. 
Les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  comète  au- 
tour du  Soleil  seront 


d'x  X-  (/’/  y d’z 

TÂF  ***  ë’ ~ ’ ~d? 


Z 


(2) 


On  aura  de  même,  relativement  à la  Terre, 


'et 


X = R cos  A , Y = R sin  A , 

(/'X  . X _ r/'Y  y 

(/c  «7  ~ ’ ~,'ir  R>  “ 
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En  siihstituiint  donc  pour  .r,  y,  z,  l<'iii-s  valciii-s  dans  les  é«iiui- 
tioiis(2),  ou  trouvera,  en  vertu  de  ces  deux  dernières  équa- 
tions, 

d\U  \ X-H/p 

,lr  K 


ll\nir>  Y 
R- 


itO 

({'.  H p' 

do 


Y -t-  ///  p 
L — 


= o, 


OU , en  développant  et  supposant , pour  abréger,  ir  = — — — , 
+ — rr^  ■+■  I “TTT  -t-Xo  = o, 


dO 

rUp 

m.  ■— 

do 

d’p 

Il . — !-  ■ 

dO 


I ■ ® 

En  éliminant  — — - , on  trouve 

dO 


2 dl  d p 
dO 

(d‘l 

2 dn  i d 0 

/ z/’  m 

-A-  r,  1 . 

• ' \ do 

2 dn  d p 

I d’ Il 

liO 

Y<r  = o,  j (3| 


MU-ld^n\ 

dt  dt  2 y dO  j a 

c/p  (ndm — rndri)  a j nd’’ m — md’n\  1 „ 

lit  dt  .2  \ do  ) 2 

(ld^rn~md-i\  , 1 I 

- -j4-;-(/Y-,,,X)p=o. 


(4) 


fi  P (Jdm  — nidl)  p ^ Id^  m — md' i 

~cft  dt  2 


Ces  équations  n’éqiiivalent  qu’à  deux  distinctes;  et,  en  effet,  en 
multipliant  la  première  par  n et  en  la  retranchant  ensuite  de  la 
seconde  multipliée  par  m,  on  retrouve  la  troisième. 

Si  maintenant  on  élimine  entre  les  deux  premières  équa- 
tions (4),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  après  avoir  multiplié 
ces  équations,  la  première  par  dm , la  seconde  par  — dl,  et  la 

II.  34 
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troisième  par  dn , on  les  ajoute , et  que , pour  abréger,  on  fasse 


h 


— mdn)  + \ .(^tdn  — ndl) 

l tu  <'/*w 

-y^  • [ mdn — ruint)  H • («///—///«)  — — * [Itim — mdl) 


on  aura 
D’ailleurs 

P' 

r’=  R’4- 2 Rp  cos(  A — n)  H (6) 

' cos’  b ' ' 

On  a donc  deux  équations  au  moyen  desquelles  on  peut  détermi- 
ner r et  p.  Si  l’on  éliminait  p entre  ces  deux  équations,  on  arrive- 
rait à une  équation  du  huitième  degré  en  r,  mais  qui  s’abaisserait 
au  septième , comme  nous  l’avons  vu  n"  0 , livre  III. 

Les  valeurs  de  r et  de  p étant  connues,  on  aura  celle  de  ^ au 

dt 

moyen  de  l’une  quelconque  des  équations  (4  );  mais  au  lieu  d’em- 
ployer indistinctement  CCS  équations  à cette  recherche , il  est  bon 
de  combiner  les  deux  premières  de  eclte  manière  : on  multipliera 
la  première  par  l cl  la  seconde  par  m , on  les  ajoutera  ensuite , 
en  observant  que  /’-I-  /«’=  i , ce  <]ui  donne 


Idl  -+-  mdm  — o , A/’  / -I-  nid'  m = — i/l'—  dm', 

et  l’on  pourra  substituer  aux  équations  (4)  les  deux  suivantes  ; 
ViP  n+n[ill'  ■\-dm'Y\  nu 


dp  dn  p r<t 

lU  rf/  2 L 


dt' 


^]-^’(/x+my)=o,  j 


dpfldm — md(\  p.'ld'm — nirPlX  <7,  l 


(7) 


C’est  entre  ces  deux  équations  qu’il  conviendra  de  choisir  pour 
déterminer  la  valeur  de  parce  que  la  première  est  indépen  - 
dante  des  diflérentielles  secondes  de  m et  de  /,  et  la  seconde  de  lis 


di/Ierrn 
lions,  c 
Si,  i 

iXIÜStio 
Utioa  I 


Cest 
les  V 
cèdi 
sixi 
Vot 
J 

la 
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(lillpn-nlit’llt;  ilo  n,  ce  qui  oflre  des  avanuges  «lans  les  applica- 
tions, comme  on  le  verca  pins  bas. 

Si,  après  avoir  substitué  pour  /,  m , n leurs  valeurs  dans  Jt  s 
équations  (i),  on  les  différentie,  on  trouve,  en  conservant  la  no- 
tation établie  n“  2 , livre  cité , 


, , dp  . lia 

a*  = X -H — — cos  a — p sin  n — •, 

(h 


ik 
il  0 


da 


y = Y' -I- ^ sin/7 P cosrt  — , ^ (8) 


dt 


du 


, . , O db 

S ^ tango  -H i — ; — 

dt  . ® cos’  b de 


Ces  étpiations  ne  contenant  que  des  quantités  connues,  puisque 
les  valeurs  de  p et  de  r sont  supposées  déterminées  par  ce  qui  pré- 
cède,  en  les  réunissant  aux  équations  ( i ),  on  pourra  déterminer  les 
six  quantités  x,  jr,  r,  x',  y',  z’ , et  l’on  en  conclura  les  éléments  de 
l'orbite  elliptique  de  la  comète  , comme  on  l’a  fait  n”  29,  livre  II. 

La  question  est  donc  ainsi  complètement  résolue;  mais  si  l’oii 
suppose  à 1 ordinaire  que  l’orbite  est  une  parabole,  on  aura,  par 
la  nature  de  cette  courbe, 

I — x'' + y'' z'\ 


équation  qui,  en  y substituant  poiirx',  j',  s'  leurs  valeurs,  pren- 
dra cette  forme 

i . il  U d 


La  question  dans  ce  cas  présente  donc  une  équation  de  plus  cpie 
d’inconnues,  et  l’on  peut  en  profiter  pour  éviter  l’emploi  des  don- 
nées qui  participeraient  le  plus  aux  erreurs  des  observations. 
Pour  cela,  nous  remarquerons  que  les  inexactitudes  dont  elles 
sont  susceptibles,  deviennent  surtout  sensibles  sur  les  différences 

eP  a tP  b , , 

parce  qu  étant  beaucoup  plus  petites  que  les 

34. 


secondes 


dr  dt' 
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prciiiicres , ces  erreurs  en  forment  une  plus  granilp  partie  al 
quote.  Il  faut  donc  en  éviter  l’emploi  autant  que  |>ossible , t 
comme  on  ne  peut  pas  les  rejeter  toutes  deux  h la  fois,  on  n 
conservera  (pie  celle  qu’on  doit  croire  la  plus  correcte  , ce  qu’î 
sera  toujours  facile  de  reconnaître.  D’après  cela , on  ne  fera  poin 
usage,  pour  déterminer  p,  de  l’équation  (5),  parce  que  le  coeffi- 
cient A dépend  à b fois  des  différences  secondes  de  la  longitude 
et  de  la  latitude;  on  lui  substituera  l'équation  (9).  Quant  aux 

équations(7  ),  qui  déterminent  Laplace  avait  proposé  d’aborrl 

d’employer  la  première  ou  la  seconde,  selon  qu’on  voudra  rejeter 
celle  des  différences  secondes  de  la  latitude  ou  de  la  longitude 
qu’on  jugera  la  moins  correcte  d’après  les  circonstances  particu- 
lières du  mouvement  de  la  comète,  mais  il  a reconnu  depuis  qu’on 
obtenait  des  résultats  plus  exacts  en  Taisant  usage  à la  fois  de  ces 
deux  é(|uations  combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  En 
substituant  dans  ces  équations  pour  /,  /tj , «,  Xet  Y leurs  valeurs, 
on  aura  les  deux  suivantes  ; 

\ (d’ b . <la'  Hb'\ 

- I\  sin  A cos  A cos{A  — '<)’!, 

[da  \ dp  I d'n  ' „ • , . . 

\dt)  dt  7.  dl'  “ ' ' 

En  ajoutant  ces  deux  équations,  après  avoir  multiplié  la  première 

.par^  et  la  seconde  par  on  formera  la  suivante  : 

' • dt  * dt 

(</a’-t-dA’\  dp I r d<j  sin  (A — a) — db  siu  b cos  b cos  (A  — a)"] 

dt'  y df  2 [_  iît  J Ro 

I / da  d' a db  d' b + 7 tang  b db'-+-  sin  b cos  b db  da' 


2 \ .dt' 

Quant  aux  quantités  X'  et  Y',  qui  entrent  dans  la  formule  (gj  et 
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qui  dépemlcnt  du  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  on  les 
déterminera  de  la  manière  suivante. 

En  désignant  par  A la  longitude  de  la  Terre  vue  du  Soleil , par 
R son  rayon  vecteur,  et  parX  et  Y les  deux  coordopiiées  rectan- 
gulaires rapportées  au  centre  du  Soleil , nous  avons  trouvé 

X =:  R cos  A , Y = R sin  A , 

d’où  , en  différentiant , on  tire 


r/X  Rr/A  f/R 

— = — sin  A — ; h eus  A — — 5 

tU  lit  tlt 


II 

lit 


cos  A - 


Rf/A 


<U 


sin  A 


lî* 

lit 


L'équation  de  l’ellipse,  en  nommant  e l’excentricité  de  l’orbe  ter- 
restre, U la  longitude  de  son  périhélie,  et  en  prenant  pour  unité 
la  moyenne  distance  de  la  Terre  au  Soleil , donne,  n° 2 , livre  II, 


f/R c sin  (A  — w)  R’  rfA 

(It  ~ I — e’  Ht 


On  a d’ailleurs  par  la  nature  du  mouvement  dans  l’ellipse 
f/A  V t — . 

liî  “ ’ 

par  conséipieiit 

<■/  R _ c si  II  ( A — w ) R »/  A t — c’ 

Ht  y/|  _ t’  ’ ~~  R * 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  {/)  et  qu’on  né- 
glige le  cube  de  l’excentricité  de  l’orbe  terrestre,  qui  est  une  très- 
petite  quantité  , on  aura 

X'  = — I — — j sin  A c sin  ( .\  — w ) cos  .A , 

Y' = ^ j cos  .Y -f- e sin  ( A — w)  sin  A. 

Eu  réunissant  donc  les  trois  équations  (G),  (lo),  (9)  après 
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avoir  développé  celte  dernière,  et  substitué  pour  X'  et  Y'  leur 

valeurs  données  par  les  formules  précédentes,  on  aura,  pour  dé- 

1 • 1 ... 
terminer  les  inconnues  r,  o,  — > les  trois  i-quations  suivantes  : 

û*  ' 

r*  = R*-f- 2 R COS  ( A — ^).pH t’ 

' ^ COS'W 

$ = + ' 
rfr  R>/ 


2 a f/p*  (la'  I dp  , dt 

- = — — 1 -I — ^-f-  p'.—r-  \ -7--lan;;  i + o- — 

r R dt'  ‘ dt'  \dt  ' cos’  b 

-l-2^-|^csin(A—  w).cos(A— rt)—  — - -sin  (A  — a)J 

— — w).sin  (A — ti)  + — — — -cos  (A  — n)J  ; 

dans  lesquelles  on  fait,  pour  abré{;er. 


^ = -2-1 


!('=-- 

- 2 1 


fdatPa  db  d' b ,db'  , db  da' 

; — I-  — 1-  2 tanc  b- — h sin  ti  cos  b 

dt  de  dt  dt'  *’  de  dt  dt- 


da' 

de 


db' 

dë 


' R sin  f A — a)~  — R cos  (A  — n ) sin  cos  b — ' 
' ‘ dt  . dt 

« 


da' 

dë 


db' 

dë 


On  satisfera  à ces  équations  par  des  essais;  pour  cela,  on  don- 
nera d’abord  à r une  valeur  arbitraire:  on  supposera,  par  exem- 
ple, r=  i;  on  déduira  des  deux  premières  équations  (A)  les  va- 
leurs correspondantes  de  p et  en  les  substituant  dans  la 

troisième,  elle  fera  connaître  l’erreur  de  la  supposition.  Après 
quelques  épreuves,  on  déterminera  de  celte  manière,  avec  toute  la 

....  . , dp 

précision  necessaire,  les  trois  quantités  r,  f.  et  —• 
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I.u«  trois  rqualions  (A)  conviennent  à tons  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter , et  sont  celles  dont  l’usage  est  le  plus  sûr  dans  les 
applications;  cependant,  comme  leur  résolution  par  approxima- 
tion oblige  à une  répétition  de  calcul  assez  fastidieuse,  nous  remar- 
querons qu'on  pourrait  simplifier  ce  travail  dans  un  cas  assez 
étendu,  celui  où  les  données  du  problème  permettent  de  faire 
usage  à la  fois  des  deux  equaiions  (^),  connne  de  formules  ri- 
goureuses. En  effet,  en  éliminant  entre  elles  l'inconnue  17,  on 
aurait  une  équation  au  moyen  de  laquelle  on  déterminerait  im- 
médiatement ~ en  fonction  de  p,  et  en  substituant  cette  valcui 

dans  la  troisième  des  équations  (A),  le  problème  se  trouve- 
rait réduit  à la  résolution  de  deux  équations  entre  les  deux  incon- 
nues ret  p. 

Au  reste,  nous  ne  faisons  qu’indiquer  ici  cette  combinaison, 
l'emploi  des  formules  (A)  devant  toujours  être  préféré  comme  les 
plus  exactes,  parce  que  de  toutes  les  équations,  qu’on  peut  for- 
mer par  la'combinaison  des  deux  équations  { 7 ),  la  formule  (10) 
est,  d’après  les  principes  du  calcul  des  probabilités,  celle  qui  par- 
ticipe le  moins  aux  erreurs  des  observations. 

Lorsque  les  quantités  r,  p , seront  connues,  on  déterminera, 

au  moyen  des  équations  (i)  et  (8) , les  valeurs  des  six  quantités  x, 
J',  Z,  x',  y',  z',  et,  par  suite,  tous  les  éléments  de  l’orbite  para- 
bolique. Si  l’on  veut  se  borner  à di^erminer  la  distance  périhélie, 
qui  suffit  pour  procéder  immédiatement  à la  recherche  de  l’orbile 
corrigée,  en  nommant  D cette  distance,  on  aura,  n°  ô.",  livre  II, 


„ I / rilr\ • 


La  première  des  équations  ( A ) différentiée,  en  observant  qu’on  a, 
en  négligeant  le  cube  de  l’excentricité  de  l’orbe  terrestre, 


./R 

lit 


<■  smi  A 


f/A  I — 
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tlotiiicra 


’:±  = _ . ( îÿ  + P . ,ang i U R c„.(A  - «)  i 
de  cos’6  \dt  ^ *>  di  / dt  ^ 'I 

r • I le'  1 

+ p.l  c'sin{  A — u)  cos(A  — a) — • sin(A  — a) 

-t-p  Rsin(A  — a).  ^ H- Rf?  sin(A — w). 


(C) 


En  noniinani  s cetlc  ({iiaïuiu- , clic  fera  connaître , scion  qu’elle 
sera  negalive  ou  positive,  si  la  comète  s'approche  du  périhélie, 
ou  si  elle  l’a  déjà  dépassé;  on  aura  ensuite 


D = r — 


la  distance  angulaire  c,  de  la  comète  à son  liérihélic , sera  donnée  . 
par  l’équation  de  la  parabole,  , 


cos’  - c = — 


2 r 


On  déterminera  enfin  par  la  ïahle  des  comètes  le  temps  que  la 
comète  emploie  à décrire  l’angle  e,  et  ce  temps,  ajouté  ou  retranehe 
de  l’époque  de  l’observation,  fera  connaître  l'instant  du  passage 
jiar  le  périhélie. 


2.  Il  ne  reste  donc , pour  l’application  de  la  méthode  précé- 
dente, qu’à  montrer  comment  on  formera,  d’après  les  données 

de  l'observation,  les  valeurs  (7<si  coefficients  différentiels -r-j  —•> 

dt  dt 

'—^1  '^oivi  la  manière  la  plus  simple  de  procéder  à cette 


operation. 

Soit  a la  lougitude  de  la  comete  à l’instant  où  l’on  (Lxe  l'origine 
du  temps  t,  on  prendra  pour  cette  époque  celle  de  l’observalioii 
qui  tient  à peu  près  le  milieu  entre  toutes  les  autres;  on  pourra  au 
bout  d’un  temps  quelconque  t , peu  éloigné  de  cette  é|>oque,  sup- 
poser la  longitude  n'  de  la  comète  représentée  par  la  formule, 


fi  rx  (I  -4“  f • 


fia  t"*  il*  a H* 

dt  2 do  a . 3 dt 


- + (Il) 
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Oti  furiiii-ra  autant  (r(''quations  semblables  à la  piccédente  qu’oii 
aura  d’observations,  et  l’on  pourra  déterminer  par  leur  moveii 

, ~ . >1(1  >l' a 

autant  do  coeflicieuts  — » — 7— i ete. 

dt  dt^ 

Prenons  done,  pour  fixer  Iqs  idées,  trois  observations  quel- 
conques de  la  romète;  désignons  par  a",  a,  a’,  les  trois  longi- 
tudes qui  leur  correspondent,  et  soient  0 et  V les  espaces  de  temps, 
exprimés  en  jours  moyens  solaires,  qui  séparent  respectivement 
les  tieux  observations  extrémies  de  l’observation  niovenne;  on 
aura,  d’après  la  formule  générale,  les  deux  équations  suivanli-s  : 

rf’  a 
~dF' 

(12) 

6'"  d' a \ 

<j  — a=tf.  — -1 •-TT-  1 

I . 2 >lt‘  ' 


, — x—0  — 

' dt  t . 2 


, (/a 


dt 


Si  l’on  nomme  b'\  b,  b',  les  latitudes  de  la  comète,  correspon- 
dantes aux  trois  observations,  on  aura  de  même 


db 

9’ 

0 

II 

c 

1 

•c 

dt 

1 . 2 

db 

0'’ 

c* 

II 

1 

' ~r  •+■ 

dt 

1 . 2 

d' b 
~dt'' 
d^  b 
~dF' 


(.3) 


La  résolution  de  ces  équations  donnera  les  valeurs  des  quatre 

tla  d'a  dh  d^  b , . . , 

quantités—»  — — > — » — — » qil  il  s agissait  de  déterminer. 

' dt  dd  dt  >it'  * ® 


Dans  les  équations  précé'dentes,  les  inteivallcs  île  temps  0 et  0' 
étant  exprimés  en  jours  moyens  solaires,  pour  runiformité  du 
calciii , on  les  multipliera  , n"  Id,  livre  III,  par  le  nombre  dont  le 
logarillime  est  8,2355821,  et  l’on  convertira  en  même  temps  les 
arcs  « — fl",  h — etc.,  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité. 

L'exactitude  de  la  méthode  pré'cédenle  dépend  surtout  de  la 

...  , , , . . dft  db  il^  n (■/’  b 

précision  des  valeurs  des  quantités  — — » » Les  er- 

‘ * dt  dt  dt’  dt' 

leurs  des  observations  doivent  influer  d’au  tant  plus  sur  les  deux  der- 
nières qu’elles  seront  plus  petites;  il  sera  donc  bon  de  n’employer, 
comme  celle  iiiclliode  permet  de  le  faii-e,  que  la  plus  grande  de 
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ces  deux  (jiwntités  s’il  existe  entre  elles  une  grande  disproporiiun. 

On  conçoit  qu’en  multipliant  les  observations  de  la  comète,  on 
pourrait  former  autant  d’équations  semblables  aux  équations  (12) 
et(i3);  en  combinant  ensuite  ces  équations  par  la  méthode  des 
moindres  carres,  on  formerait  quatre  nouvelles  éejuations  qui  ser- 

. . ,,  . da  db  (l'‘ a W b 

viraient  il  déterminer  les  inconnues  —1  —r'  ’ —rr'  Mais, 

dt  dt  dt‘  dO 

indépendamment  de  la  longueur  des  calculs,  on  a reconnu  qu’on 
n’était  pas  toujours,  par  ce  procédé,  conduit  à des  résultats  plus 
certains,  parce  que  les  erreurs  des  observations  prenaient  alors 
d’autant  plus  d'iniluence  sur  les  résultats  qu’elles  étaient  plus 
nombreuses.  Il  faudra  donc , dans  cette  méthode  comme  dans  les 
autres,  se  bornera  employer  trois  observations,  nombre  stricte- 
ment nécessaire  pour  résoudre  la  question,  et  alors  elle  en  offrira 
peut-être  la  solution  la  plus  simple , parce  qu’on  peut  se  servir 
immédiatement  des  données  de  l’observation  sans  leur  faire  subir 
aucune  préparation.  Il  suflit  à la  sûreté  des  résultats  que  les  ob- 
servations ne  soient  pas  trop  éloignées  entre  elles  pour  que  la  for- 
mule générale  (1  1)  cesse  d’être  convergente. 

5.  Pour  faciliter  l’usage  des  formules  précédentes,  nous  allons 
en  faire  l’application  à la  comète  de  1824,  dont  nous  avons  déjà 
déterminé  l’orbite  d'une  autre  manière  dans  le  n”  45  du  livre  III. 

Je  choisis  les  trois  observations  suivantes,  qui  sont  séparées 
par  des  intervalles  de  temps  assez  inégaux;  cas  où  il  sera  surtout 
avantageux  d’employer  la  méthode  que  nous  venons  d’e.vposer, 
paree  que  celle  qui  est  développée  dans  le  livre  cité,  suppose  tou- 
jours les  différences  de  ces  intervalles  très-petites,  et  que,  sans 
cette  condition,  elle  ne  donnerait  plus  des  ré-sultats  suffisamment 
exacts.  ’ 


Août. 

41,92748 

l.on{î 

a®. 

iltidcs  ob&ervêcü. 

. . 252*  32' 29" 

Latilndc-s  obsorvéos. 
b°...  48'  7' 29"  B 

iG,g33o8 

n. 

. . 237. 27.1a 

b.  . 

. 55. 

19.43 

Sept. 

3,91004 

a* , 

. . 2 [8.  4-34 

b'.. 

. 61 . 

4.20. 

Si  l’on  prend  pour  époque  l observatiou  <lu  iG  août,  on  aura 
rt  = 237"  27' 1 2",  é=55‘M)'43", 
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ft  pour -les  intervalles  de  temps  6 et  0',  qui  séparent  les  deux  ob- 
servations extrêmes  de  l’observation  moyenne, 

0'  = I 7.j,oo56o , G'  = 1 71,97696. 

Si  l’on  ajoute  aux  logarithmes  de  charun  de  ces  nombres  le  loga- 
rithme ronstant  8.2355821,  et  si  l’on  reiluit  les  arcs  n* — a, 
rt  — a'  en  parties  du  ravon , on  formera  les  deux  équalions  sui- 
vantes: 

0. 2Ü3336  = — O. 2o652î . 0.02 i32G.  — r—’ 

dt  dt^ 

-O,,  ..  T / f-  d^  a 

— o.338igo—  0. 309242. 0.047815. 


d’où  l’on  tire 
da 


-—  = — I . 202436, 

dt 


dt 
tl'  a 

lïF 


= O. 703698. 


Un  aurait  de  même,  relativement  a la  latitude, 

db  . d'h 

— 0. 126731  = — 0. 206522.—  -t-  0.021326.  -7--  > 
' dt  df 

0.100245=  0.309242. -t- 0.047815. 


d’où  l’on  tire 


^ = 0.494828,  ^=—1.103768. 

On  a d’ailleurs,  par  les  Tables  du  Soleil , pour  réporjue  de  l’obser- 
vation moyenne, 

A = 323“53'29"  l'ig-R o.oo5i558, 

log.  — —=9.9947826  log.csin(A — u)..  8.0684537. 

R 

Avec  ces  valeurs,  on  a forme,  au  moyen  des  formules  (A), 

les  trois  équations  suivantes  : 

r’  = 1 . 02402  -+-0.12574?  + 3. 090 12  p’, 

dp  , e 0.363)6 

-j-  = — 0.35074  + 0. 2091 0. P -t- — * 

- = 0,48827  + I . 891968 p’+  1 .545061  ■— 

-t-  2 . 2 1 0620  P — 0 . 987026  — n , o5«)68  P , 
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et  leur  résolution  a donné  * ■ ' 

0 = 0. 4»6 1 33 , ^ = — O . o836 1 1 5 , r = i . 25888 1 , 

'lit 
d’où  l’on  a conclu  , par  la  formule  (G) , 

.s  :=  — o .652035. 

On  a troùvé  ensuite,  pour  la  distance  périhélie,  et  pour  l’instant 
du  passage  au  périhélie, 

D = I .o463o6,  inst.  du  pass.  sept.  28*, 27915. 

On  peut,  avec  ces  éléments  approchés,  procéder  immédiate- 
ment il  la  détermination  exacte  de  l’orbite  par  les  méthodes  expo- 
s<-es  dans  le  chapitre  II  du  livre  III. 

On  aurait  obtenu,  sans  doute,  pour  la  distance  périhélie  et 
pour  l’instant  du  passage,  des  ré-sultats  plus  approcht-s  de  leurs 
véritables  valeurs  dans  l’orbite  corrigée,  en  employant  trois  ob- 
servations séparées  par  des  intervalles  moins  considérables  et  sur- 
tout moins  inégaux  que  celles  qui  ont  servi  de  base  aux  calculs 
précédents,  mais  nous  avons  choisi  à dessein  des  circonstances 
peu  favorables,  pour  ([u’on  pût  mieux  juger  de  la  précision  de  la 
méthode. 


NOTE  II  (page  qS). 

Sur  les  formules  qui  flétermincnt  les  variations  des 
éléments  du  mouvement  elliptique. 

On  peut  obtenir  immédiatement  les  formules  (2),  par  la  seule 
combinaison  des  formules  du  mouvement  troublé,  de  la  manière 
silivante  : 

Reprenons  les  trois  équations  (A)  du  mouvement  troublé, 
II"  29,  livre  III.  En  combinant  entre  elles  ces  équations,  on  forme 
aisément  les  trois  suivantes  : 


xil‘r — yd'x 

dR 

z/R 

dh 

= X 

il  y 

ut^x  — xd' Z 

dR 

dR 

-^Tz' 

dO 

dx 

rd-z  — ziPr 

=x 

dli 

z/K 

dr 

dz 

~ “~d7' 
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Si  l’on  ces  équations,  en  sii|)|>os:tnl 

/ r/R  r/R\^ 

’J 

, „ / r/R  r/R\  , ' 

on  trouvera 


54 1. 


xdy — ydx  ztlx  — xdz  , ydi  — zdy 

• Jt  'Jt  ~dt  “ 


= r',  [m) 


équations  identiques  avec  les  trois  premières  tnriuiiles  (C),  n"  50.  . • 

* . X Y Z ‘ 

En  dinérentiunt  les  trois  quantités  -■>  -s  - on  aura 

r r r • 

' X r ( ydx  — a-r/r ) Z ( ir/x  — xdz) 

d.-  =z  ; 1 1 

r r r 

y x[xdy  — ydx)  z{zdy—ydz) 

a.-— H ) 

r r’.  r' 

Z y {ydz  — zdy)  x[xdz  — zdx) 


, ^ y Z ^ . * 

Si  l’on  substitue  pour  - leurs  valeuft,  tirées  dcséciua- 

r'  r 

tions  (A),  et  pour  xily  — ydx,  zdx  — xdz,  et  ydz  — zdy,  leurs 
valeurs tlonnees  par  les  é<]uations  (w),  on  trouve 

, X cd'y  — c'r/’z  r/R  r/R 

r/.  - = i-- 4-  c'  r//  cdt  — , 

r dd  dz  dy 

Y c"(dz  — cr/'x  r/R  r/R 

d.  - = ; -h  cdt  c"dt  —, 

r dn  dx  dz 

2 c'iPx  — c"dy  r/R  , r/R 

r/.-  = — i ■+■  c"dt- Cdt-- 

r dt-  dy  dx 

Si  l’on  intègre  ces  équatioqs,  en  observant  que  c,  c’,  c"  sont  des 
quantités  variables,  qu’on  désigne  par  f,  f , f , trois  quantités 
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tloiermin«V?s^xir  les  forimilcs  suivantes  : 

. -dedy  — dr‘ dz  , c/R  , , //R, 

df  z=z  — \-cdt- c'  dt  -- 

dl  dy  tlz 

• dc’dz  — dedx  f/R  f/R  | 

df'=  hc  </f-7 cdt~' 

_ dt  , dz  dx 

iiu  fif'dx — dc"dy  , ^R  „ f/R 

dj"= ; -L  4-  r'f//  c dt-y- 

dt  ' rlx  ' dy 


. (») 


fdy  — c’  dz  y c"  dz  — cdx 

— f r Z~  -f  ’ 


dl 


dt 


Z cdx  — c"  dr 
;= — dt 

équations  identiques  avec  la  quatrième,  la  cinquième  et  la  sixième 
dA  furniules  (C),  numéro  cité. 

Enfin,  si  l'on  ajoute  entre  elles  les  trois  équations  (A),  après 
avoir  multiplié  la  première  par  2 dx,  la  seconde  par  2 dy,  la  troi- 
sième par  2f/j,  et  qu’on  intègre  l’équation  résultante,  en  suppo- 
sant 

I / f/R  f/R  f/R\  - 

on  aura  l'équation  ordinaire 
fi 


f^’  -4-  t/jf’  4-  dz'  » . ' 

tlô  ~ ~ 


-l--  = o, 
r a 


équation  qui  coïncide  avec  la  septième  des  formules  (C). 

Ces  formules  satisferont  donc  encore  aux  équations  du  mouve- 
ment troublé,  pourvu  qu’on  détermine  les  arbitraires  qu’cllas  ren- 
ferment au  moyen  des  équations  (i),  {2)  et  (3),  qui  coïncident 
d’ailleurs  avec  les  formules  (2)  du  n°50,  liv.  III , lorsqu'on  néglige 
les  quantités  de  l’ordre  du  carré  des  forces  perturbatrices. 

On  pourrait  enfin,  par  des  transformations  convenables,  faire 
prendre  à ces  expressions  la  forme  que  nous  leur  avons  donnée 
n"  41,  liv.  II,  et  qui  est  si  utile  pour  le  calcul  des  perturbations 
planétaires.  C’est  ce  qu’a  fait  Laplacc  dans  sa  Mccanit/ne  rclcsir , 
avant  que  I.agrangc  eut  produit  sa  tunivelle  théorie  générale  de 
ta  variation  des  rimsttintcs  nrhitruircs. 
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NOTE  III  (page  >>9)- 

Sur  la  formule  qui  dclcnnine  la  rariation  fie  rariomalie 
moyenne  dans  le  calcul  des  periurhations  des  comètes. 


Le  calcul  de  léduclion  {(u’exige  la  formule  donnée  n“  57, 
livre  111,  peut  se  faire  de  la  manière  suivante. 

Soit,  pour  abréger. 


2 cos  U 4- 
1 — c’ 


’rtV-4-  4/-'. 

V'  I — e’ 


Si  dans  celte  expression  on  substitue  pour  on,  Sf,  5f,  leurs 
valeurs  données  par  les  formules  du  n“  56,  on  verra  que,  si  l’on 
n'a  d’abord  égard  qu’aux  termes  indépendants  de  r',  y',  tlx',  dd , 
ces  termes  se  détruiront  mutuellement,  et  la  fonction  V se  réduira 
d’elle-mémc  à zéro.  En  ordonnant  ensuite  par  rapport  atix  cpian- 
tiles  x',  tbd , dy  l’expression  résultante,  on  trouve 


Znx  /2cosK+-e  2sin«  \ r 
r'  \ I — ^ v'  •— e>^/ 
2sin/t  dx'\dy 
— 

2 sin  //  \ X 

— — — - X I — 

V'i-e’ 


V — m'  I 


l 

I 2 COS  it -h  c dy  2 sin  H tJx\  du 

\ I C'  d[  y I dt  J 7tt 

[ 

[ 


j 2 cos  n -H  e dr 
\ I — e’  lit 

3 tiy 


Zadx 


(2  cos  u-+-edy 
I — e’  dt 
2 sin  U ! xdy  — ydx  \ 
dt 


y/ 1 - e ■ \ 
Zady 


(2  cos  U 4-  e dy 
i — c’  dt 


] 

] 

1 


2sin«f/.i\  ~i 


os  U -y  e / ,tdy  — ydx  \ 

I — c’  \ dt  ' 


dt 
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fonction  qui,  en  siibstiui.mt  pour  X,  _)•>  leurs  valeurs  en 

fonclion  de  sin  n,  et  eos  «,  et  en  ohsr'i  vant  c|u’on  a 


xdy  — ydx  . ; 

— 1 — ; z=  rr  II  \J  \ — e-  I 

f/t 

2COSH  + C 2 sin  U 3o('sin« 


y/  1 — e’ 


2 ros  f/  + e flj"  2 sin  K dx n’  « ( 2 4-  c < ns  it 

I — e’  dt  ^ fl  dt  ^ I — pi 

se  réduit  à la  suivante  : 

x'  cos  U y sin  H , 


V = /«’  ( 


r r\ji—e'‘  I 

i dx'  tdn(  eos  « — c)  ' â ’ 

I — n’«sin  U — H -=zz^ — ' — \ 

' c*  dt  \ 

OU  bien,  en  remettant  pour  V sa  valeur, 

on  2cos«  + f,  . 2 sin  U 

— -+- ^ S/+  Sf 

n t — C*  y'  , _ 

m'  j y dx  — x'  dy  + xdy’  — ydx' 


n’  n I — e'  | 


dt 


On  peut  du  reste  obtenir  très-simplenient  l’expression  de  lîç, 
n"  57,  lie  la  manière  suivante  : 

L’équation 

Ç = « — csin  U (r) 

donne,  en  la  différentiant  par  rapport  à la  caractéristique  S, 
iç  = (i  — ecos«)ô«  — sin  uie. 


Si  l’on  nomme  x et  y'  les  coordonnées  rectan},'ulaires  de  la 
comète,  rapportées  au  plan  et  au  grand  a.xc  de  son  orbite,  on  n 
d'ailleurs 

x'  — a cos  U — ac , y — a \l  i — e’  sin  u ; 
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d'ofi  il  csl  ais<’  df  conclure 

x' ty' — y' Sx'  , ' sinuJcX 

---T---  = (i  — /rrostt)(  JaH ), 

nW  I — c’  V I — c>  / 


et  par  suite 


x'Sy' — y’Sx'  (2  — ccosK  — c’)sin«^p 
q'  i — c’  ' — 


Celte  expression  suppose  la  li(;nc  des  apsides  immobile;  pour 
avoir  égard  à sa  variation,  désignons  par  u la  longitude  du  péri- 
hélie comptée  d’une  droite  fixe,  que  nous  prendrons  pour  l’axe 
des  abscisses  des  nouvelles  coordonnées  rectangulaires  x et  on 
aura 

x = x'coscj — ^sinw,  = x'sin  U -H  j' cosw  ; 


d’où  l’on  conclut,  en  différentiapt  ces  valeurs  et  faisant  w = o après 
la  différentiation , 

xSy  — yS  X = x'  S y' — y' Sx'  -(-  Hiw; 
on  aura  ainsi  : 


— (2  — ccostt  — e»)sinKdc 

al  y'i  — P’  a>  v^i  — p’  t—e’ 

Én  désignant  donc  par  n (i  -i-  m'17)  la  valeur  du  mouvement 
moyen  n au  point  de  l’orbite  où  l’on  commence  à compter  le 
temps  r,  on  aura  , pour  la  variation  de  l’anomalie  moyenne  duc  à 
l'action  des  forces  perturbatrices  , à partir  de  ce  point , 


, , xJr — y Sx  Soifi — pcostt)’ 

Su  = — m' nyt -t ^ ' 


o'  ’ — p’ 


V'  t — p' 


sin  udc  (2  — p’  — P cos uj 

expression  qni  coïncide  avec  celle  du  11"  37,  livre  III,  lors(|u'on 
y substitue  pourdx,  Sy,  Su,  Sc  leurs  valeurs. 


II. 


35 
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Nt)'l'E  IV  l'io). 

Sur  la  delcrmination  du  dernier  reloitr  an  périhélie  de  la 
comète  de  Hallty,  en  tannée  »835. 

. J,c  retour  (le  la  comète  de  Halley  à son  |>ériliélic,  en  i835,  est 
sans  contredit  l’un  des  phénomènes  astronomitj^es  les  jdus  cu- 
rieux (|ue  la  génération  actuelle  ait  été  appelée  à constater,  et 
comme  la  durée  de  la  vie  humaine  fait  ()ue  ce  phénomène  se  re- 
produit difficilement  deux  fois  aux  yeux  du  même  observateur,  il 
devient  d’autant  plus  remarquable  (pi’il  est  plus  rare.  La  prochaine 
ap|)arition  de  la  comète  aura  lieu  vers  la  fin  de  l’année  1910,  ou 
dans  le  courant  de  l’année  suivante;  ceux  qui  voudront  détermi- 
ner d’avance  celte  épotpie  avec  pnxision , pourront  employer  la 
méllmdc  indiquée  dans  le  texte  et  les  éléments  qui  y sont  rappor- 
tés. Pour  faciliter  cette  recherche,  et' perfectionner  la  théorie 
d’un  astre  aussi  important , j’ai  cru  devoir  reprendre  avec  uiï  soin 
nouveau,  depuis  la  réapjiarition  de  la  comète,  tous  les  calculs  qui 
m’avaient  servi  à fixer  d’avance  l’instant  de  son  retour.  Quelques 
légères  corrections  dans  mes  premiers  calculs  et  dans  les  valeurs 
des  masses  planétaires  (|uc  j’avais  cmploy(-es,  m’ont  permis  d’ap- 
procher encore  plus  de  l’exactitude  que  je  ne  l'avais  fait  d’abord, 
etd’éuiblir,  comme  on  l’a  vu  dans  le  texte,  un  accord  presque  par- 
faitontre  les  prévisions  delà  thtxrricet  les  résultats  de  l’observation. 

Toute  la  partie  de  mon  travail  relative  aux  alterations  causées 
dans  le  mouvement  de  la  comète  par  les  actions  des  trois  planètes 
principales,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus,  n’a  donné  lieu  qu’.à  des 
rectifications  sans  importance.  On  trouvera  tous  les  détails  de  ces 
calculs  dans  un  Mémoire  qui  a remporté  le  grand  prix  de  mathé- 
mati(|ucs  de  l’Académie  des  Sciences  en  1829  et  qui  est  imprinfé 
dans  les  Mémoires  de  cette  Académie  ( Mémoires  de  l’Academie  des 
Sciimces,  Savants  étrangers,  tome  VI,  i835). 

La  comète  s’étant  beaucoup  ^approchée  de  la  Terre  dans  l’anné-e 
j'“*  cherché  à déterminer  avec  la  plus  grande  précision  l’in- 
fluence de  sou  action  sur  le  retour  de  cet  astre  à son  périhélie. 

,La  pins  grande  proximité  entre  la  comète  et  fa  Terre  n’a  eu  lieu 
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qii'apivs  le  pii'îSage  an  |H’‘i  ilielie , et  jusqu'à  celte  ejuiqiie  le  calcul 
.montre  qu'on  peut  considérer  l’action  de  la  planète  comme  insen- 
sible. lat  comète  s’est  ensuite  apprt)clièc  de  plus  en  plus  tle  la  Terre, 
depuis  le  i3  mars,  instant  du  passade,  jusqu'au  5 avril,  époque 
où  la  distance  des  deux  astres  était  moindre  que  la  hiiiticme  partie 
de  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil.  La  comète  s’est  en- 
suite rapidement  éloignée,  et  bientôt  la  Terre  a cessé  d’exercer  sur 
elle  aucune  influence  appréciable. 

D’après  cela,  j’ai  calculé  par  la  méthode  du  n“  , livre  III , et 
en  faisant  varier  de  demi-degré  en  demi-degré  l'anomalie  moyenne, 
<lans  l’intervalle  de  la  plus  grande  proximité,  les  altérations  des 
divers  éléments  de  l’orbite,  résultant  de  l’action  de  la  Terre,  à 
partir  du  passage  au  périhélie  de  1759,  et  ilepuis  xéro  degré  jus- 
<pi’à  35“  d’anomalie  excentrique.  Dans  cette  évaluation , je  n’ai 
pas  tenu  conqite  de  l’action  de  la  Terre  sur  le  Soleil,  parce  que 
j’ai  supposé  que  cette  action  se  compensait  à très-peu  piés  dans 
les  différentes  révolutions  delà  Terre  autour  de  cet  asti-e,  pen- 
dant l’intervalle  qui  s'est  écoulé  entre  le  passage  de  1759  et  le 
passage  suivant  de  la  comète  au  périhélie. 

J’ai  trouvé  ainsi  pour  la  variation  du  moyen  mouvement,  ré- 
sultant de  l’action  de  la  Terre, 

ftln  =:  o", 0207668. 

1/6S  variations  -des  autres  éléments  sont  à peu  près  insensibles , c't 
les  valeurs  des  trois  intégrales  j' tdn  ^ j' du  , fdi.  ne  s’élevant  qu'à 
qiieKiues  secondes , an  plus,  dans  rintervalle  que  nous  considé- 
rons, on  peut,  sans  erreur  sensible  , n’y  point  avoir  «‘gard  (*). 

Si  l’on  nomme  donc  N le  moyen  mouvement  diurne  au  périhélie 

(•)  La  valeur  précitleiile  de  j dn  résulte  de  nouvelles  recherches  faites 
posterieurement  à l’imprcs^^itm  du  Mémoire  inséré  dons  la  collection  d«- 
rinsiitul;  j'ai  resserré,  comme  je  l’ai  dit,  les  intervulles  d'anunialic  eicen*' 
trique  que  j'avais  fait  d'abord  varier  de  degre  en  degré;  il  «'était  d'ailleurs 
glissé  dans  ce  Mémoire , relaUvement  à Faction  de  ta  Terre,  une  erreur  im- 
portante qu'il  est  nèeo-<eiairc  de  signaler,  page  , ligne  i8:  uu  lieu  des 
nombres  10, a-iàr,  7^786(1,  o,oi9^ii<)5,  3, fio,  0,829,  on  doit  lire  les  sui- 
vante: 3, a3.?G,  2/|6î3,  o,ooy?7ift,  i,ii,o,>Ô7;  lavalcurde  Jdn  cpii  résulta 

de  corrections,  s’acconlc  alors,  suftisamment  bien  v «ver  la  précédente. 

35  . ' ' * 
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(le  T le  U iiips  lit' l.t  révolution  an<)iii:ilisli({iic  qui  lui  coi  rt>s- 

(MUiil , <|ti'on  «Insigne  par  lîN  la  variation  de  IN  due  à l'aclion  de 
la  Terre,  et  par  5T  l’altération  correspondante  du  tem[>s  pério- 
dique, on  aura 

36o"  = (IN -I- ^N)  (T -t- ÔT),  ■ ' 

d'où,  ( n observant  que,  par  liypothèsc,  on  a 36o"=  NT,  on  conclut 

" = -îü.  (,) 

Si  l’on  prend  pour  T rinlervallc  28007  jours,  trouve  n"46, 
livre  111,  qu’on  suppose,  comme  dans  ce  numéro,  N = 4^",  1 3i35, 
et  (ju’on  fasse  ôN  = o",0207(i68,  on  aura 
lîT  = — 1 2^,60781  ; 

c'est-à-dirc  <pie  l’action  de  la  'ferre  aura  ou  pour  effet  de  diminuer 
de  121,6,  à peu  près,  l’intervalle  entre  le  passage  de  la  comète  à 
sou  périhélie  en  1769  et  le  passage  suivant,  et  cpi’elle  a dû,  par 
conséquent , revenir  en  ce  point  de  son  orbite  douze  jours  et  demi 
plus  tôt  qu’elle  ne  l’eût  fait  sans  cotte  action. 

Burckliardt  avait  trouvé  i6  jours  pour  cette  accélération  [Con- 
naissance des  Temps  pour  1819),  mais  cette  évaluation  était  évi- 
demment exagérée  ; M.  Damoiseau,  qui  l’a  calculée  dejuiis  moi, 
par  une  méthode  différente  de  celle  que  j’avais  suivie,  l’a  fixée, 
à-  i2Î,33  ce  qui  sc  rapproche  beaucoup  du  résultat  de  mon  cal- 
cul, et  en  confirme  l’exactitude.  Au  reste,  cette. détermination 
est  très-délicate,  et  l’on  doit  s’attendre  il  plusieurs  jours  d’incerti- 
tude si  l’on  n’a  pas  soin  de  resserrer  autant  que  possible  les  inter- 
valles d’anomalie  excentrique  pendant  l’espace  où  la  comète  s’ap- 
proche beaucoup  de  la  Terre. 

On  évite  cet  inconvénient  de  la  méthode  genérale’exposée  n°58, 
livre  111 , en  prenant  pour  abscisse  de  la  courbe  jiarabolique,  qui 
donne  par  sa  quadrature  les  variations  finies  de  chacun  des  élé- 
ments de  l’orbite,  le  temps  au  lieu  de  l’anomalie  excentrique  : on 
peut  diviser  alors  l’espace  total  du  temps  pendant  Icipiel  l’attrac- 
tion de  la  planète  peut  avoir  sur  le  mouvement  de  la  comète  une 
influence  sensible , en  intervalles  à peu  près  égaux , et  l’on  effectue 
la  soimuation  des  éléments  différentiels  ainsi  obtenus  par  les  règh  s 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTEM  F.  DU  MON  DK. 


54o 

ordinaires  du  ailcid  aux  ditîercnrcs.  Ce  procédé , dont  Euler  avait 
le  premier  donné  l'exemple,  peut  être  avantaj^enx  lorsqu’il  s’agit 
des  comètes  h courtes  périodes,  parce  que  dans  la  partie  supé- 
rieure de  l’orbite  les  degrés  d’anomalie  excentrique  répondant  à 
des  intervalU>s  de  teuqts  beaucoiqi  plus  considérables  que  dans  la 
|>artic  inferieure,  il  en  résulte  des  variations  fort  inégales  dans  les 
déments  de  l’orbite.  Le  défaut  d'espace  ne  nous  permettant  pas 
d’entrer  dans  de  plus  longs  détails,  nous  renverrons  à un  Mémoire 
de  M.  Damoiseau  (Co/7/ir/ôifl  «ce  ‘/es  Teiiiyjs  i»wr  i83a),  oit  l’on 
trouvera  celte  méthode  exposée  avec  des  développements  suflisants 
pour  la  bien  faire  comprendre,  et  une  application  niimé-rique  qui 

• en  facilitera  l’usage,  r < 

' Pour  ne  rien  laisser  à désirer  dans  les  rcdierclies  qui  avaient 
pour  but  de  fixer,  avec  autant  de  précision  que  ])ouvaicut  le  per- 
mettre les  progrès  de  la  science,  l’époque  du  dernier  retour  au 
pcribélie  de  la  comète  de  llalley,  nous  avons  cru  devoir  détermi- 
ner encore  les  altérations  du  temps  jtériodique,  tpii  pouri'aieiit 
' résulter  de  l’action  des  petites  planètes  Mars,  Vénus  et  Mercure, 
et  nous  avons  été  conduit  à reconnaître  que  ces  altérations  étaient  ■ 
ton  ta  fait  insensibles  et  qu’on  pouvait  se  dispenser  d’y  avoir  égard. 

Voici,  en  effet,  les  Itrincipaux  résultats  de  ces  rccherclics,  dont 

• on  peut  voir  les  détails  dans  un  Mémoire  inséré  à’  l.i  Connais- 
sance des  T’f/n/ti  pour  1 838. 

Ahévntions  du  moyen  moux'Crncnt  diurne  pendanl 
■ ■ l'année  1709. 

.fdn 

o", 0001  2694  , ■. 

‘ ,/*■.  . H-o,ooo4o5ï3 

-t-  O,  ooo53227_ 

Si  l’on  désigne  , coimne  précédemment , par  N le  moyen  mou- 
vement diurne  au  perilielie  de  I75t),  p.ir  T la  durée  de  la  révolu- 
tion qui  aurait  lien  sans  l’action  des  petites  planètes,  et  par  fî T la 
variation  du  temps  périodique,  correspondante  à la  variation  S'fi  ■ 
du  mouvement  moyen,  en  faisant  dans  1 équation  (1) 

'1'  =2.8007^,  N «=  4^'*"> * ^ t) ',00053227,  , 


) 
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on  trouve 


oT  = — ■ 01,323 1 5 , 


quantité  trop  peu  importante  pour  qu’on  y ait  egard  et  qu’on  peut  , 
siqrposer  comprise  parmi  celles  qu’on  néglige  dans  les  approxima- 
tions. 

L’action  des  petites  planètes  Mercure,  Venus  et  Mars,  n’a  donc 
pu  exercer  qu’une  influence  insensible  sur  l’époque  du  passage  de 
la  comète  au  périhélie  en  i835,  et  n’altère  en  rien  par  conséquent 
l’accord  que  nous  avons  établi,  à cet  égard,  entre  les  résultats  de  la 
théorie  et  de  l’observation.  On  sait  que  Clairaut , qui  tenta  le  pre- 
mier d’étendre  au  mouvement  des  comètes  la  solution  qu'il  avait 
donnée  du  problème  des_ trois  corps,  eu  fit  l’application  à la  co-  . ■ 
mète  de  Halley,  dont  on  attendait  la  réapparition  vers  l’année 
1759,  et  avant  que  la  comète  se  fût  assez  rapproché-e  du  Soleil 
pour  devenir  visible  aux  yeux  des  observateurs,  il  annonça  son 
retour  au  périhélie  pour  le  18  avril  de  eette  meme  année.  Le  pas- 
sage eut  lieu  le  12  mars,  et  la  comète  devança  ainsi  de  87  jours 
a peu  près  la  prédiction  du  géomètre.  Clairaut  ayant  revu  scs  cal- 
culs avec  une  attention  nouvelle  depuis  le  retour  de  la  comète, 
corrigea  son  résultat  et  fixa  definitivement  le  pa.ssage  au  4 a'  til 
I 759.  C’était  encore  une  différence  de  23  jours  entre  les  prévi- 
sions de  la  tliéorie  et  les  résultats  de  l’observation.  Cette  diffé- 
rence a été  réduite  à quelques  heures  seulement  lors  du  dernier 
passage  de  la  comète  à son  périhélie  en  i835,  comme  on  l’a  vu 
dans  le  texte,  et  ce  résultat  remarquable  peut  être  regardé  cer- 
tainement comme  l’un  de  ceux  qui  témoignent  le  mieux  des  pro- 
grès qu’a  faits  la  théorie  dans  l’intervalle  des  76  années  qui  se 
sont  écoulées  entre  les  deux  dernières  apparitions  de  cet  astre, 
dont  les  retours  nous  offrent  l’une  des  vérifications  les  plus  cu- 
rieuses de  la  loi  de  la. gravitation  universelle. 


NOTK  V (page  160). 

Comète  à courte  perioAe  de  7“"%4. 

Le  uombre  des  comètes  périodi(|ue.s  s’est  auginciite  d'au  luui- 
vd  asile  d.uis  ces  dernicis  temps.  M.  l'aVo,  'itlaché  à l'Oliserva- 
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loirc  de  Paris,  apeiriK,  le  22  novinibrc  i843,  une  conièle  doiii 
il  s’empressa  de  caleiiler  les  élémenis  paraboliques;  inais  en  pu- 
bliant sa  derouvcrle,  il  annonoa  que  ces  éléments  lui  avaient 
paru  tout  à fait  insuflisants  pour  repri^enter  les  diverses  positions 
de  la  comète.  .Sur  cette  indication,  M.  Goldsclimidt,  de  l’Obser- 
vatoire de  Cambridge,  essaya  de  satisfaire  aux  observations  con- 
nues , par  une  orbite  elliptique  , et  il  arriva  à une  ellipse  beaucoup , 
moins  excentrique  que  celles  des  comètes  périodiques  déjà  con- 
nues, et  dunt  le  grand  axe  ré|iondail  à une  révulution  dont  la 
durée  est  de  sept  années  à peu  près.  L’événement  a complète- 
ment justifié  la  prévision  du  jetinc  astronome , et  la  comète  a etc 
aperçue  de  nouveau  dans  le  mois  de  novembre  i85o,etdans  les 
positions  à peu  prî-s  que  la  théorie  lui  avait  d’avance  assignées. 

Voici  les  éléments  de  son  orbite  elliptique  déduits  des  observ.i- 
lions  faites  pendant  la  durée  de  ses  deux  dernières  apparitions,  et 
calculés  en  supposant  que  le  grand  axe  de  l’orbite  de  i843,  ré- 
pondait à une  révolution  dont  la  durée  est  de  2ti4o,5()i3  jours 
environ. 

1843  . ' i85t 

Passage  au  périhélie.. . oct.  171,5867  avril.  3i,5o3i 

Excentricité- o,  547734  • o,  554;)25 

Lieu  du  jtérihélie 5o"  19' 4“  49"  4^' 4o" 

Long,  du  nceud  ascendant. . ’t>9.  i3.  3i 

Inclinaison 11. 16. 5o  1 i . 21 . 3c) 

Demi-grand  axe 3,738826.  . . 

Sens  lin  mouvement  direct. 

NO  ri'  VI  1 70). 

Sur  h;s  équaiions  différentieUes  du  mouvement 
de  rotation. 

On  peut  opérer  la  transformation  indiquée  n"  U d’une  manière 
peut-être  un  peu  plus  simple,  par  l’analyse  suivante. 

Ne  consiilérons,  pfiur  simplifier,  que  l’action  d’iiii  seul  astre  L; 
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si  l’on  nomme  x', J'',  r'Ies  coordonnées  decct  astre,  rapportéesainsi 
que  les  coordonnées  x,  y,  z de  l’élément  dm,  aux  trois  axes  princi- 
j)aux  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  et  qu’on 
fasse 


V ( x' — X )>-♦-(/ —r)’ -I- (*'— ï )’ 

) 


on  aura  évidemment 


„ , / dr  d\'\  [ ,d\’  ,d\’\  -, 

S.dm\^y---z—^=S.dm\^z  --y  —y 

^ / rfv'  dr\  ^ , I ,rfv'\  (/  ^ 

,d\'  ,dV'\ 

dx'  d/)’ 


S . dm 


d\'  d\'\ 


= S.rf/n  ( y 


Si  l'on  suppose  maintenant  (comme  dans  le  n°  S)  V=  S.  V'<//>r, 
ou , en  substituant  pour  V'  sa  valeur,  , 


V = S . -y. - ^ , 

v/(x'-x)'-+-(/- J')’ +(*'-*)’ 

les  trois  coordonnées  x',  y’,  *'  ne  dépendant  que  de  la  position 
de  l'astre  L et  le  signe  intégral  S ne  s’appliquant  qu’à  l’élément  dm 
et  aux  quantités  qui  varient  avec  loi,  on  aura  : 


S . dm  ( y 


,dV 

,d\'\ 

,dV 

* rf.r' 

-y  Hd) 

” d/ 

~^dd' 

,d\' 

* dz' 

dx'] 

“ dz' 

■ dx' 

,dY 

.d\'\ 

dV 

■dV 

1 

h 

d? 

^ dy!' 

(") 


Ucla  posé,  pour  introduire  dans  la  fonction  V les  .trois  angles 
y,  <j(,  0,  transformons  les  coordonnées  x',  y,  z',  qui  se  rapportent 
aux  axes  mobiles  desx,  y,  z,  en  d’autres  coordonnées  X,  Y,  Z rela- 
tives à de$axi*s  fixes.  Pour  fixer  les  idées,  prenons  pour  plan  dos 
X,  Y le  plan  de  fwliptiquc  à une  époque  donnée,  cl  pour  axe  des  Z 
une  ligue  pi'rpcndiculaire à ce  plan,  on  aura,  d'après  les  formules 
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du  n®  31,  liv. 

x' = X { oos  0 si  n •{;  sin  ç + cos '}i  cos  (j)  ) 

+ Y (cos9cost|<sinij)  — sin  ^j(Cosçl)  — ZsinO  siii  ip, 

’ r' = X (cos  0 sin  \ji  cosp  — cos-lsinç) 

-(-Y  (cosOcosi])  cos  ij>  + — ZsinOcosf, 

i'  = X sin  0 sin  il  -t-  Y sin  0 cos + Z cos  0. 

Si  l'on  substitue  d;ins  l'expression  de  V à la  place  des  coordon- 
nées j:',  j'',  s'  leurs  valeurs , elle  deviendra  fonction  des  angles 
ç>,  i{i,  0 et  des  variables  X,  Y,  X,  x,  y,  i,  et  comme  ces  dernières 
sont  indépendantes  de  ces  angles,  en  prenant  la  difl'crentiellc  de  V 
par  rapport  à 7,  0,  on  aura 

rfV  , f/V  ^ , dV  rfV  , , rfV  „ , rfV  „ 
^a,  + -d^^-dj  = -.rx  +~d'y  ^ 


en  désignant  par  tt  xf , d' y et  rf'  z'  les  dilTérentielles  des  coordon- 
né-es  x',  y,  z'  prises  en  ne  faisant  varier  que  les  trois  angles 
p,  ■if  et  8.  Si  dans  cette  équation  on  remplace  c/'x',  d' y,  d'  ■d  par 
leurs  valeurs  ainsi  déterminées,  et  qu’ensuite  on  compare  de  part 
et  d’autre  les  coefficients  de  rfip,  de  rfij»  et  de  c/0,  on  trouvera 


dV 

--=»,nï 

eiy 

d-. 


</v_  <fV_  ,c/v 

d~^~^  dÿ" 

••Ll. 

dz' 


,d\\  / dv  ,dy\ 

V „ / ,d\  ,c/V\  ' . „ / ,c/V  ,d\\ 

- = eos  0 j s.n  0 cosp  [x  -,  -z-) 


sinOsinf  I z' 


,d\\ 


d’où  il  est  aisé  de  conclure  : 


d\  . ,dV 


’ s 

,dV 

dz' 

,c/V 


.c/V 


dy 


— > 


tlx' 

dz' 


t/V 

df 

cos<j>  id\ 


sin  0 v^’!' 
sin  P / c/ V 
’ siii  0 


- cos  0 


c/J- 


idV  ^dV\  ,'dV\ 
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Au  moyen  île  ces  valeurs,  et  en  vertu  îles  équations  («i)  et  («), 
les  trois  équations  (B),  n°  I,  livre  IV,  deviennent  : 

dp 


sin  » /</ V 

(A-C)/,r="-2î|(^- 
' ' siq  0 \ f/  \j; 

C-+(B-A)/,,=  ^-j. 


cos  9 


d\\ 

In  )’ 


‘il 

dt 


d\\  (dy\ 


NOTE  Vil  (page  189). 

Siw  les  J'onnulcs  qui  déterminent  les  rariations  des 
constantes  arbitraires  du  inoueenicnl  de  rotation. 

Il  ne  sera  pas  inutile,  pour  la  comparaison  des  méthodes,  «le 
montrer  comment  on  peut  obtenir  par  la  simple  combinaison  des 
équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation,  les  for- 
mules (P)  auxquelles  nous  sommes  parvenu  par  l’application  de 
lu  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  (n"  7,  livre  IV). 
• En  effet,  reprenons  les  équations  générales  du  mouvement  de 
rotation  , n“  ® , livre  IV,  en  faisant , pour  abréger, 

sinv/r/V  dV\  fd\\ 

N = -r—  I — -h  COSO  — I — COS«  ( -77  ) ï 

sin9  \r/i)'  ‘^9 } ' ' \ J 

dV  d\\  . [d\\ 

_ + eos0-j  + s.n7^-), 


N' 


COS  7 

sin  0 


N"= 


dV\ 


N , N',  K"  repri^entant  les  trois  moments  des  forces  qui  agissent 
sur  chacune  des  molécules  du  sphéroïde , respectivement  relati('s 
aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  à son  centre  de  gravité. 
On  aura 

Ad/j [C  — B)  lyrrfr  N{//,  . 

Bf/f/+(A  — C)  l>r  rit  z=  îi' dl , ; (il) 

Ci/r  (B  — A)pr/rtt  — îi"dl  ) 
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Si  l’on  multiplie  la  première  de  ees  oqiiatiiins  par/>,  la  seconde 
par  <],  la  troisième  par  r,  qu’on  les  ajoute  et  qu’on  intègre  leur 
.somme,  en  faisant,  pour  abréger, 

rf/i  = 3(/)N rN")*,  (0 

on  trouve 

A/J’ + B 17’ -+- Cr' = A ; 

équation  semblable  h la  formule  (I),  n"58,  livre  I,  obtenue  en 
faisant  abstraction  «les  forces  perturbatrices,  mais  où  la  constante 
h,  tlcvenuc  variable,  doit  être  déterminée  par  la  formule  (i),  ou 
en  substituant  poiii  N,  N',  N"  leurs  valeurs  précédentes,  et  pour 
p,  r/,  r leurs  valeurs  n"  4 , livre  IV,  par  la  formule 


’ expression  identique  avec  la  première  des  formules  (P),  n”7, 
livre  IV., 

Si  l’on  multiplie  les  mêmes  équations  (fl),  la  première  par  Ap, 
la  seconde  par  Br/,  la  troisième  parCr,  qu’on  les  ajoute  et  qu’on 
intègre  leur  somme,  en  faisant  ici 

rfA’=  2(A/jN-f-BvN'-t-CrN'')rff,  (3) 

on  aura 

A’/j’-hB=7’+ C>r’=A’; 

équation  semblable  à la  formule  (2),  n“58,  livre  I , mais  où  la 
constante  A,  considérée  comme  variable,  est  déterminée  par  l’é- 
<piation(3],  ou  en  substituant  pour  N,  N',  N",  p,  q,  rieurs  va- 
leurs, par  rci|uation 


iiy  -t-  Br/  cosy)  cos 6 -I-  Cr  sinon  d\ 

sinO  I dv 


-I-  ( B</  siti^  — A P coso)  ■ 


DigiticîxJ  by  Goc^le 


55Ü 


THIsORIR  ANALYTIQL’K 


Si  l’on  néglijjL-  les  ijuantiu-s  de  l’ordre  du  earre  des  forces  |>er- 
turbatriees,  on  pourra  , dan»  les  coefficients  des  trois  différences 
. tlV  (IV  (IV 

partielles  —,  — , — , supposer  r—n,  </ =.o;  ou 

U If  a Y dO 

]>ourra  de  plus  faire  X'  = C«;  la  formule  précédente  ilevient  ainsi 


éijuation  identique  avec  la  troisième  des  formules  (P),  n"  7, 
livre  IV,  en  observant  qu’on  a,  aux  quantités  près  que  nous  néyli- 
f/V  (IV 

geons,  — = — (n“ltJ,  livre IV). 

(/<f  <lg 

Multiplions  maintenant  les  équations  (a),  la  première  parn,  la 
seconde  par  i,  la  troisième  parc,  ajoutons-les  entre  elles  et  inté- 
grons leur  somme,  répétons  ensuite  la  meme  o|)ératioii  par  rapport 
à rt',  //,  c',  et  par  rapport  .à  a" , b" , c",  en  conservant  à ces  lettres 
la  meme  signification  qu’elles  ont  dans  le  n°S8,  livre  1,  on  trou- 
vera les  trois  équations  suivantes  : 

A ap  -(-  B il/  -(-  Ccr=  /,  A a' p -f-  B i'  1/  -i-  Ce'  r = /*, 
Ao"/^-t-  Bi"v  -t-Cc"/-=  r. 


dans  lesquelles  on  supposera  les  quantités  /,  /"  déterminées 

par  les  formules  suivantes  : 

'IL  =rtN-f-iiV-+-cN", 

dt 

fit 

‘I!l—(,"-n  + V'N". 

(It 

lj“ssiTonds  membri's  de  ces  équations,  d'après  la  tlii-orie  des 
moments,  représentent  les  moments  des  forces  motrices  ([ni  agissent 
sur  chacun  des  éléments  du  sphéroïde,  décomposées  parallèlement 
aux  trois  axes  fixes  qui  se  croisent  à son  centre  de  gravité  , quaii- 
titi's  que  nous  avons  désignées  par  M,  M',  M",  n"  2,  livre  IV,  ou 
aura  donc,  en  substituant  pour  cesipianlité-s  leurs  valeurs  , meme 
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5^7 


sin  i|) 
sin  0 

(- 

\<h 

i-cos^-(;^), 

<’O.S  1}) 

/r/V 

sin  0 

4-sm.', 

' 

“V 

iiimieri) 


lit  ' 

'EL. 

<li  '' 

cqiuUions  c(ii’on  peut  vérifier  d’ailleurs  en  substituant  dans  les 
précédentes  pour  N,  N',  N". leurs  valeurs  , et  pour  a,  b,  c,  etc.,  les 
quantités  «[ii’elles  rei)résentenl , n"  28,  liv.  l'^ 

Les  trois  constantes  /,  l' , l" , dans  le  inouvenicnt  de  rotation 
d’un  corps  solide  libre,  représentent  la  somme  des  aires  décrites 
dans  l’unité  de  temps,  parehacnne  des  molécules  du  corps,  multi- 
pliées respectivement  par  leurs  masses,  et  projetées  sur  les  trois 
]>lans  des  coordonnées  rectangulaires  relatives  à des  axes  fixes.  La 
constante  X représente  la  somme  des  mêmes  aires , multipliées  par 
les  masses  respectives  de  chacun  des  éléments  du  corps  et  proje- 
tées sur  le  plan  principal  de  projection , ou  sur  le  plan  pour  lequel 
cette  somme  est  un  maximum;  les  constantes  /,  /"  et  X sont  donc 

liées  entre  elles,  conformement  à la  théorie  des  projections,  par 
l’équation  de  condition  h-  =z  1‘ T’;  cette  équation  subsiste 
.encore  dans  le  mouvement  troublé  ; en  effet,  en  la  différentiant 

on  a ' 

Xc/X  = un  H-  l' df  H- 1"  dl", 

equalioit  qui  se  vérifie  en  substituant  pour  /,  t , c//,  dl' ^ dl 
leurs  valeurs  précédentes.  •> 

Les  constantes  /,  ( , l"  déterminent  la  position  du  plan  principal 
de  projection.  En  effet,  en  désignant  par  7 son  inclinaison  sur  un 
plan  fixe  quelconque,  et  par  a la  longitude  de  son  nœud  comptée 
sur  ce  plan  d’une  origine  arbitraire,  on  a 

l v'/'  + 

tanga=-,  tangy  — 


l" 


d’où,  en  diflérentiant , on  tire 
fdl^ldl' 


d-i  = . 


r,ik  — kdi' 

k V /■  4-  ’ 
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ou  bien,  en  siibstiuianl  poiir^//,  dl'  et  dk  leurs  valeurs,  "abstrac- 
tion faite  des  quantités  de  l’ordre  du  carré  des  forces  perturba- 
t l ices , 


, _ /'/V\ 

k sin  0 \f/6  / ' 


I 


dy=^ 


cos 'J  lit  j d\\ 

T^J 


dt  ,d\ 


X sinO  \dÿ  J ésinO  \d 


(5) 


eipiations  qui  coïncident  avec  les  ciuquicnie  et  sixième  des  for- 
uiiilcs(P),  en  observant  qu’en  négligeant  le  carre  des  forces  per- 
lurbalrîces,  on  a,  n“  25,  livre  IV,  k ='  Cii,  $ z=  y,  et 


dV  _dV 
d d a 


lY 

r/6 


r/V 

Tj' 


d\ 


— 

ds 


Il  nous  reste  à deterininer  les  variations  des  deux  constantes 
/ et  g,  dont  l’une  est  celle  qui  accompagne  le  temps  t dans  les  for- 
mules intégrales  du  mouvement  de  rotation,  et  l'autre  représente 
la  longitude  de  l'intersection  de  l’équateur  du  corps  avec  le  plan 
principal  de  projection , comptée  sur  ce  dernier  |>lan , à partir  de 
son  intersection  avec  le  plan  fixe  de  projection. 

Pour  les  déterminer,  observons  que  la  constante  / étant  partout 
jointe  au  temps  t introduit  par  les  valeurs  des  trois  angles  9,  6,_ 

on  a 

dV_d\dy  d\di 

dl  d (p  dt  d \j(  lit  f/  9 dt 

. , . . J rr  '/V 

en  vertu  de  cette  valeur  et  de  celles  des  dificrences  -r  j 

dy  r/9  f/  ]< 

données  plus  haut,  les  formules  (2),  (4)  et  (5)  deviennent  » 


dh 


(Ih  =2  fit  I 


tU 


A sm  7 \(ly  j 


r/7  = 


cosydt  (dy  \ 


k sin 


-f- 


dt 


k sin  7 


m- 


Or,  par  li-s  jirincipes  de  la  lliéorie  de  la  variation  dc-s  constantes 
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OM  a (n"  1 1 , livre  iV  ) : 

/ fi  \ \ { ^ \ , i 

id\\ 

\dh  ) < 

Wi 

\/iy  =r  O. 

■ \d  a ! 

\'‘yj 

1 ■ • 

Ufllo  l■(Jllation  «loit  être  identiquement  satisfaite  lorsqu’on  y 
siilisiitiie  |ioiir  tth,  tU,  M,  etc.,  leurs  valeurs.  En  effectuant  cette 
suhstiuitioti,  on  trouve 


i'(|ualion  qui  ne  peut  subsister  indé|>endaniment  de.s  valeurs  de 

',t\  il\ 

• et  — , a iiiuins  qii  on  n ait  séparément 
dl  dji 


cos'/f/f 
h sin  '/  \r/y  J 


Ein  joignant  ces  formules  à celles  qui  déterminent  les  variations 
lies  (piatre  constantes  /i,  X-,  a,  7,  on  retrouve  identiquement  les 
six  fornudes  ( P)  ( n"  7,  livre  IV)  que  nous  avons  déduites  des  for- 
mules générales  de  la  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. 


NOTE  VllI  (page  a 1/4). 

De.  la  pet mancnce  des  pôles  à la  surface  de  la  Terre  et 
de  rinuariabdifè  de  son  mouvement  de  rotation. 

I.aplace,  dans  le  VI'  livre  de  la  Mécanique  céleste  et  AaosVE-c- 
fiositinn  du  .'irstème  du  Monde,  se  contente  de  dire  que  toutes  le» 
recherches  «pi’il  a faites  sur  les  déplacements  des  pôles  à la  sur- 
face <le  la  Terre  et  sur  les  variations  de  sa  vitesse  de  rotation,  lui 
ont  prouvé  qu'ils  riaient  insensibles;  mais  celte  assertion  ne  suffi- 
sait pas  dans  une  question  d’un  si  grand  intérêt,  et  une  déiuonstra- 
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lion  algébrique  élait  néeessaire  pour  mettre  hors  de  doute  nn 
point  si  important  du  système  du  monde.  M.  Poisson  entreprit  le 
premier  de  traiter  cette  question  par  une  analyse  rigoureuse,  et 
celle  qu’il  a donnée  dans  un  Mémoire  présenté  à l’Académie  des 
Sciences  en  i8og,  entièrement  dilférenlc  de  celle  que  nous  avons 
développée  dans  le  n°  16  du  livre  IV,  mérite  d’être  rappelée  ici, 
parce  qu’elle  a l’avantage  d’être  indépendante  de.  la  théorie  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires  et  de  montrer  directement,  par 
la  forme  meme  des  valeurs  finies  des  deux  quantités  p et  q,  d’où 
dépendent  les  oscillations  de  l’axe  de  rotation  de  la  Terre  autour 
de  son  troisièmç  axe  principal , que  cés  oscillations  demeureront 
toujours  insensibles. 

Reprenons  les  trois  équations  du  mouvement  de  rotation  sous  la 
forme  que  nous  leur  avons  donnée  n“  U , livre  IV, 


A J+(C-B)7r  = 
B^  + (A-C)/.r  = 
C j^-+-(B  — A)/^y  = 


siny  / 

'dV 

sinO  ' 

cos  y / 

’dX 

siii9  \ 

/dV 

W? 

) 

-+■  cos  9 


'H 

il  q 


-4-  cosfl  — 
dq 


Faisons,  pour  abréger. 


et  considérons  les  deux  premières  des  formules  précédentes , qui 
deviendront  ainsi  ; 


Ad’/>-t-(C— B)7r(/t=(Psin<j.  — P’cosipjr*,  1 
ndq  -i-{\  — C)prdl  =(PcoSÿ+  P'sinfjf*.  j 

Nous  supposerons  que  l’axe  autour  duquel  la  Terre  tournerait 
uniformément  sans  l’action  delà  Lune  et  du  .Soleil , soit  le  plus 
petit  des  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  ù son  centre  de  gra- 
'■vité,  c'est-ii-dire  l’axe  auquel  se  rapporte  le  plus  grand  moment 
d’inertie  C,  comme  cela  a cfrectîvcment  lieu  dans  la  nature.  I.æs 
oscillations  de  Taxe  instantané  de  rotation  autour  de  l’axe  dont  il 
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s'agit,  dcpentlronrdes  valeurs  de  p et  f/,  valeurs  que  l’on  obtien- 
dra en  intégrant  les  deux  équations  {a  ). 

Pour  cela,  on  développera  la  fonction  V en  une  série  de  sinui 
ou  de  cusinus  de  l'angle  f et  de  ses  multiples.  De  ce  dcveloppemenl 
il  sera  facile  de  conclure  ceux  des  fonctions  P et  P'  ; en  substituant 
ensuite  les  expressions  résultantes  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (a),  ces  seconds  membres  se  trouveront  développés  dans 
des  séries  .semblables.  Si  dans  une  première  approxin)ation  on  né- 
glige les  termes  dépendants  du  carré  des  forces  perturbatrices,  il 
sufbra  de  faire  dans  les  équations  (fl),  c = n , y = c (n“  13 , 
livre  IV).  Les  seconds  membres  de  ces  équations  deviendront  ainsi 
des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  de  l’angle  flt  -t-  c , et  cbaciiii  des 
termes  de  ces  séries  produira  dans  les  valeurs  de  p et  de  </  un 
terme  correspondant  (jue  l’on  obtiendra  delà  manière  suivante."' 

Soit  H sin(yi  -l-ÿ)  un  terme  quelconque  du  développement  de 

Psin(flf-t-c)  — P' cos(flt c).  . 

Représentons  par  H' cos(/r -H  ^)  le  terme  correspondant  du  dé- 
veloppement de 

P cos(flt  ■+■€)+  P'  sin(flf  -(-  c), 

ft  dé*signant  la  somme  des  différents  multiples  de  l'angle  nt  et  des 
moyens  mouvements  de  la  Lune  et  du  Soleil,  introduits  dans  la 
fonction  V par  la  substitution  de  «f  -H  cè  la  place  de  l’angle  y,  et 
par  le  déplacement  des  deux  astres  qui  ti ciblent  le  mouvement 
de  rotation  de  la  Terre.  H,  H', /et  g sont  des  fonctions  des  élé- 
ments de  leurs  orbites,  et  des  angles  9 , -ji  et  c,  que  l’on‘peut,par 
conséquent , traiter  comme  des  constantes  dans  cette  première  ap- 
proximation. 

En  ne  considérant  donc  que  ces  termes,  et  faisantes  n dans 
les  ftirmnies  ( fl  ),  nous  aurons 

A dp  (U  — B)  qn  dt  =:,H  siii  \/t  g)dt, 
hdq  + [K  — C)  pn  dt  =z  H'  cos  (ft  -h  g)  dt , 

et  l’on  satisfera  à ces  équations  en  taisant 

P =.  hco?,{ft -t- g),  q = h' %\n{ft -t- g], 

il.  Sb 
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ce  fjiii  <lonr.e,  pour  deterrainer  les  fieux  cnnslanlcs  h et  //', 

— A//iH-{C  — B)«A'=H, 
n//i'-f-{A  - G)  «A  =H', 

d’où  l’on  lire 

_nH/  + (C  — 

‘ "“AB/>— (G  — A)(C— Bl/i’’ 

AM'/— (G  — A)H« 

''  “ AB/>’-  ( G — A)(C  — B)n’‘ 

Il  suit  de  là  que  les  valeurs  de  p et  de  q resteront  toujours  dn 
même  ordre  que  les  quantités  H et  H',  et  par  conséquent  insen- 
sibles, à moins  qu’on  ne  suppose  très-petits  les  dcnominateui-s 
des  valeurs  de /»  et  /i',  ce  qui  pourrait  donner  à ces  quantités 
une  valeur  considérable.  Mais  pour  que  cette  condition  fût  rem- 
plie, il  faudrait  supposer  que  la  fonction  perturbatrice  V ren- 
ferme des  termes  pour  lesquels  la  valeur  de  f diffère  peu  de 

; or  nous  sommes  certain  que  ce  ca.s  n’a 

pas  lieu  dans  la  nature;  en  effet,  les  inégalités  de /7  et  7,  qui 
correspondent  à cette  valeur  de  /,  n’auraient  pas  une  très-longue 
période,  et  d'après  les  données  que  l’on  a sur  les  valeurs  des  trois 
moments  d’inertie  A,  B,  G,  on  s’est  assure  que  cette  période  ne 
serait  pas  de  deux  années,  mais  les  observations  démontrent, 
comme  nous  l’avons  dit  (n"  15,  livre  IV),  que  pendant  cet  inter- 
valle de  temps  les  pèles  terrestres  n’éprouvent , à la  surface  du 
globe,  aucun  déplacement  appré-ciable. 

Une  analyse  très-simple  suffit  donc  pour  démontrer  que  les 
(piantités  p et  7 ne  renferment  aucune  inégalité  que  la  suite  des 
siècles  puisse  rendre  sensible,  lorstpi’on  n’a  égard  qu’à  la  pre- 
mière puissance  des  forces  perturbatrices  dans  le  calcul  de  ces  va- 
leurs. 11  est  facile  d’étendre  la  même  conclusion  aux  termes  ilépen- 
dants  dn  carré  de  ces  forces  et  en  général  à toutes  les  approxima- 
tions successives.  En  elTet,  désignons  par  p -1-  Sp  et  7 -f-  Sq  , ce 
(pie  deviennent  les  valeurs  de  p et  7 lorsqu’on  a egard , dans  les 
exiireSsions  de  ces  valeui'S,  aux  termes  dépendants  du  carré  des 


V 


(G- A)(G- 


AB 
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l'urc-es  perturbatrices;  en  substituant  />  + 3p  et  q -h  S <f  it\a  place 
de  P et  q dans  les  équatiuns  (a),  on  trouve 

Ad.Sp  + (G  — B)  rSq  dt  = — \d/>  — (G  — B]  rq  dl  , 

-H  (Psin<j.  — P'cosf)  rf/,  , I 

hd.Sq  -f-  ( A — G)  rSpdt  = — hdq  — (A  — C)rpdt  1 
-t- (Pcosç -J- P'sinç)df.  ; 

Gomme  on  doit  négliger  ici  les  termes  du  troisième  ordre,  on 
pourra  faire  r=  n dans  les  termes  qui  sont  muidpliés  par  Sp  et 
3q  dans  les  premiers  membres  de  ces  équations;  il  suffira,  dans 
les  termes  des  seconds  membres,  qui  sont  déjà  du  premier  ordre, 
de  substituer  pour  p,  q,  r,  q,  9 et  \{i  leurs  valeurs  données  par 
les  approximations  précédentes,  les  termes  du  premier  ordre  dis- 
paraîtront alors  d’eux-mèmes,  et  les  termes  restants  ne  contien- 
dront plus  que  des  quantités  toutes  connues.  Les  deux  équations  [b) 
prendront  alors  cette  forme, 

A rf.  (î /.»■+-(  G — B)  n lî  7 dt  = M dt , 

Bd.Sq  -f-  (A  — G)  nSpdt=W  dt, 

M et  M étant  des  fonctions  connues  qui  peuvent  se  développer  en 
séries  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  l’angle  nt  et  des 
moyens  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune,  il  est  évident  que 
l’on  déduira  de  ces  équations  pour  Sp  etiq  des  expression^  de 
même  forme  que  celles  que  nous  avons  trouvées  précédemment 
pour  P et  q,  et  que  le  meme  résultat  aurait  lieu  pour  toutes  les 
approximations  suivantes.  Les  valeurs  des  deux  quantités  p et  q 
n'acquièrent  donc,  par  l’intégration,  aucun  diviseur  qui  puisse 
les  rendre  sensibles,  et  elles  resteront  toujours  du  même  ordre 
que  les  termes  qui  leur  correspondent  dans  l’expression  des  forces 
perturbatrices , quelque  loin  que  l’on  pousse  les  approximations. 

Ge  résultat  est  conforme  à celui  que  nous  avions  trouvé  par 
une  analyse  différente,  n“lC,  livre  IV,  et  l’on  en  conclut,  de 
nouveau , que  l’axe  instantané  de  rotation  coïncidera  toujours,  à 
très-peu  près,  avec  le  plus  petit  des  axes  principaux  do  la  Terre, 
et  (pu«lcs  pôles  et  réqnateur  répomliont  dans  tous  les  temps  aux 
niènies  points  de  sa  sut  lace. 
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Quant  à la  vitesse  de  rotation,  M.  Poisson  démontre  par  une 
analyse  analogue  à celle  du  n°  10,  livre  TV,  que  l’action  des  forces 
j>erturbatrires  n’introduit  dans  son  expression  aucune  inégalité 
qui  puisse  devenir  sensible  par,  la  suite  des  siècles,  même  lors- 
qu’on a égard  aux  quantités  de  l’ordre  du  carré  de  ces  forces. 


NOTE  IX  (page  346). 

ftèmonstraiion  générale  d'un  théorème  énoncé  dans  le 
n"  3,  lîv.  V. 


L'importante  proposition  qui  fait  l’objet  de  ce  paragraphe , 
peut  se  vérifier  analytiquement  de  la  manière  suivante. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  point  attiré,  désignons 
jtar  (7 , b,  c les  coordonnées  de  ce  point,  para:,  y,  z celles  de 
l’elcment  rtm  rapportées  au  centre  de  gravité  du  sidiéroîde,  et 
par  x',  y',  z'  les  coordonnées  du  même  élément  relatives  à la 
nouvelle  origine,  on  aura  en  coordonnées  polaires 

x'=rcos6,  ,r'=  <■  sin  9 cosw , i’ =;  rsin0  sinoi , 


et , par  suite , 

. x = a-t-rcos9,  y' = 6 rsin  8 cosw , z = c -4- rsinO  sinw, 


En  nommant  /s  la  densité  de  rélemeni  tim,  on  aura  d’ailleurs, 
n"  7,  livre  V, 


-///' 

"-ni’ 

"-ni’ 


tir  riO  tiw  sin  8 cosO , 
tirilfi  du  cosu  siii’O, 
drdhilu  sin  u sin’O. 


\ 


(«) 


txs  intégrales,  pour  être  l•telldues  à la  masse  entière  du  sphé- 
roïde, doivent  être  prisi’s  <le|>uis  r=o  jusqii'ü  la  vale^jr  de  r 
relative  à In  surface  tlii  corps,  valeur  que  nous  nommerons  U, 
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«•t  par  rapport  anx  angles  6 et  « , depuis  0 — o jusqu’à  9 = *r  et 
depuis  w = O jusqu’à  m = 2jt. 

Si  maintenant  on  prend  respectivement  les  différences  par- 
tielles des  trois  quantités  A,  B,  C par  rapport  aux  trois  coordon- 
nées a,  b,c  du  point  attiré,  en  observant  d’avoir  égard  à la 
variation  de  la  limite  R qui  contient  ces  trois  quantités (*),  qu’on 
remarque  que  p étant  supposé  exprimé  en  fonction  des  trois  va- 
riables .r,  î.  par  la  substitution  des  valeurs  de  ces  trois  quan- 
tités, p deviendra  fonction  de  <i -t-x',  ô-t-y,  c 2',  ce  qui  donne 

fi  P fl  P fi  P fi  P fl  P fl  P 

fia  flx'  ' flb  fly'  ' de  dz’ 


En  faisant  la  somme  des  résultats,  et  en  nommant  p,  la  valeur  de  p 
.à  la  surface,  on  trouvera 


fi  A fin 

Tii^  ~ lîh 


fie 


r r /*sin  OrfOdurfr  / rfi  dp  , fip\  \ 

r r rsinodidt,  / ,dK  ,dn.  ,dK\  i 


(A) 


Si  le  sphéroïde  était  homogène,  la  densité  p serait  constante  et 
égale  à p,,  le  second  membre  de  l’équation  précédente  se  rédui- 
rait, dans  ce  cas,  à son  dernier  terme,  ce  qu’il  est  aisé  de  vérifier 
en  différentiant  par  rapport  à a,  6,  c les  formules  (a)  intégrées 
par  rapport  à la  variable  r,  intégration  qui  s’effectue  alors  immé- 
diatement comme  on  l'a  vu  n"  7,  livre  V. 

Ola  pose,  le  sphéroïde  étant  supposé  cüinposé  de  couebes  con- 
centriques dont  la  detisité  varie  d’une  couche  à une  autre,  p est 
nécessairement  une  fonction  de  r,  et  l’on  a évidemment 


Soit 


, ftp  dp 

dz'  dr 


E(x,  ; , 2)  = o, 


l’éipiation  delà  surface;  en  substituant  pour  .r,  v,  2 leurs  valeurs. 


( *)  Voit  lu  Mole  IH  (In  Utmu  i. 
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ccttcwjuaiion  devicni 

F(fl-(-RcosO,  6 + R sin  0 cosw,  c-f- R sinû  sinto)  = o. 

En  prenant,  dans  cette  équation,  les  trois  difTérenccs  parliellcs 
de  R , par  rapport  aux  trois  quantités  a,  b,  c,  on  en  conclut  aisé- 


ment 


,^/R  ,rfR  ,f/R  • 


On  a d'ailleurs,  par  hypothèse, 

f/V  „ d\ 


A=  — 


du 


B = 


C-_î^ 

db  ’ de  ’ 


et,  par  conséquent , 

rf’V  f/>V  rf’V 

da^  rfA'  f/r’ 


dK  rfB 

ilii  db 


rfC 

de. 


En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (A),  elle  devient 

f/>v  d's  d'v  c r r ■ r.  , i >h\ 

sinO  dOduft,. 


Mais  si  l'on  désigne  parp,  la  densité  de  la  couche  dont  fait  partie 
le  corps  attiré , p, désignant  toujours  la  densité  de  la  surface,  il 
il  est  évident  qu'on  aura 

J' J*  Ç sinOf/Of/w  ^Ir Hff  sin0./6f/wp, 

sinOr/Gr/up,, 


On  a d'ailleurs 


-///■ 

fff  sin  0 dO  dv  = 4 


on  aura  ilonc,  en  délinitive, 

rf’V  d'\  rf’V 
du^^7l¥'^  dc^ 

ta' «pii  vérifie  d'une  uianiérc  générale  l'i'ipiation  (a),  n"  5,  liv.  V. 
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NOTE  X (pa»e  /i35). 

licctificalion  d’un  passage  de  la  Mikaniquc  analytique 
relatif  à la  figure  d’équilibre  d'une  masse  Jtiiide  hoinor 
gène  douée  d’un  mouvement  de  rotation. 

Lagrange,  dans  la  Mécaniijuc  analytique  (!'•  Partie,  section  VII, 
n“  9.6)  a donné  à l’cqualion  de  réquîUbre  d’une  masse  fluide  ho- 
mogène tournant  autour  d’un  axe  fixe,  cette  forme  : 

/(/»  -f-  îM 

^ — ’ =const., 

2 A 

où  2 A tst  l’axe  de  rotation  que  l’on  prend  pour  celui  des 
coordonnées  x,  f la  force  centrifuge  à la  distance  A de  l’axe, 

S l’intégrale  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  fluide  multi- 
pliées par  l’élement  de  leur  direction,  et  provenant  de  l’attraction 
mutuelle  de  ses  parties. 

« Dans  le  cas,  dit  Lagrange,  où  le  splieroule  est  homogèneetsans 
noyau  intérieur  d'une  densité  différente,  on  a trouve  que  les 
attractions  sur  un  point  quelconque  de  la  surface,  suivant  les  trois 
axes  coordonnés  x,  y,  z,  sont  représentées  exactemfnt  par  les  for- 
inides 

riiLx  , m M r,  niLz  , 

où  III  est  la  masse  du  sphéroïde,  L,  M,  N des  fonctions  des  trois 

<lenii-axes  A,  B,  C données  par  des  intégrales  definies;  d’où  l’on 

déduit  pour  £ cette  expression  rigoureuse  : 

. ni  , 

~ = - (Lx’-t-  Mj’-f-  Ni’). 

/■(yïq.  -n 

Ainsi  l’equalion  de  l’équililire  1 — — ronst.  étant  de 


la  mémo  forme  que  l’etpialion  du  sphéroïde,  — ■ 

A’ 


r ’ i* 

-•i — I 

B-  C> 

ou  peut,  à cause  de  la  constante  arbitraire,  les  rendre  identiipies 
par  ces  deux  conditions  : 

mM — / A’  mN  — A’  , . 

III  ï.  lî'*  III  C. 
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lrs<iuolIcs  donnent  B = C parce  que  les  quantités  M et  N,  étant 
des  fonctions  semblables  de  B et  C et  de  C et  B,  les  deux  équa- 
tions (7]  se  rétluisent  ainsi  à une  sei|le  qui  sert  à déterminer  le 
rapport  de  A ü B.  » 

Cette  conclusion  n'est  pas  exacte;  en  effet,  les  deux  équations  (7) 
donnent  la  suivante  : 

MB*— NC’=  - (B>  — C>), 
m 

c([uation  qui  peut  être  satisfaite  de  deux  manières,  comme  nous 
l'avons  fait  voir  dans  le  texte,  soit  en  supposant  B =:  C,  ce  qui  est 
le* cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  le  seul  que  Lagrange  ait  consi- 
déré, soit  en  supposant  aux  intégrales  délinies  représentées  par  M 
et  N des  valeurs  particulières  qui  déterminent  les  trois  axes  du 
second  ellipsoïde  qui  satisfait  à l’écjnilibre. 

L’équation  de  l’équilibre  d’une  masse  fluide  homogène,  douée 
d’un  mouvement  de  rotation,  peut  donc  être  satisfaite  de  deux 
manières,  soit  par  un  ellipsoïde  de  révolution  comme  l’avait  dé- 
montre Maclaurin,  c|ui  a le  premier  résolu  la  question,  soit  par  un 
ellipsoïde  A trois  axes  inégaux,  mais  dont  les  rapports  sont  fixés 
d’avance  par  l’etat  de  la  question,  ce  que  les  géomètres,  à ce  qu’il 
paraît,  n’avaient  point  remarqué  avant  que  M.  Jacobi  en  eût  fait 
l’observation. 


FIN  nu  IIFUXIEMF.  VOLUME 
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